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Zusammenfassung

Forschungsziel dieser Arbeit ist die Simulation von Kontakt-Vorgéingen. Ein bei-
spielhafter und konkreter Anwendungsfall ist die computerunterstiitzte Crash-
Simulation von Fahrzeugen der Automobilindustrie. Die begriffliche Bestimmung
von ,, Kontakt“ wird hierbei weitest definiert mit dem Ziel, das umfassende Feld
der Gebietszerlegungsverfahren einbringen zu kénnen. Diese notwendige Voraus-
setzung ergibt sich aus der Tatsache, dass ein Teil der Interface-Strukturen zur
Beschreibung von Kontakt-Vorgéangen urspriinglich fiir Gebietszerlegungsverfah-
ren entwickelt wurde.

Die Entwicklung numerischer Methoden fiir die Zeitintegration ist damit das sub-
stanzielle Ziel der vorliegenden Untersuchung. Die Integratoren miissen fiir die
algorithmische Erhaltung grundlegende Symmetrie-Eigenschaften des mechani-
schen Systems gewihrleisten. Diese Zeitschrittverfahren sind unter der Bezeich-
nung ,, Mechanische Integratoren bekannt und wurden bislang ohne Erfolg auf die
zur Beschreibung von Kontakt-Vorgingen notwendigen Zwangsbedingungen an-
gewandt. Die mechanischen Integratoren bieten eine einheitliche Vorgehensweise
zur Gewéhrleistung der fundamentalen physikalischen Eigenschaften sowohl fiir
die nichtlineare Elastostatik als auch fiir allgemeine nichtlineare Zwangsbedin-
gungen.

Die algorithmische Erhaltung zentraler Eigenschaften wie der Gesamtenergie und
der Impulsabbildungen fithren in der Praxis zu einer herausragenden numeri-
schen Stabilitdt; insbesondere bei Kontakt-Vorgéngen ist dies von qualitativ ho-
hem Interesse. Auch die hieraus resultierende Moglichkeit der Wahl beliebiger
Zeitschritte zeichnet dieses Verfahren aus. Jene Eigenschaften sowie die Konzep-
tion der mechanischen Integratoren setzen ein exaktes Einfordern der holonomen
Zwangsbedingungen voraus. Dies kann mithilfe zusétzlicher Freiheitsgrade, den
Lagrangeschen Multiplikatoren, erfolgen. Die zugehorigen Bewegungsgleichungen
konnen als ein differential-algebraisches Gleichungssystem geschrieben werden.

Eine spezifische Besonderheit in der Beschreibung von Kontakt-Vorgéingen bei der
Simulation grofler Deformationen von vollstdndig nichtlinearen Systemen unter
Einbindung beliebiger konstitutiver Gesetze liegt in der Verwendung der Karush-
Kuhn-Tucker Bedingungen. Sie bestimmen, ob und wann eine Zwangsbedingung
aktiv ist oder nicht. Diese Klasse der Ungleichheits-Zwangsbedingungen erfordert
ein entsprechendes Anpassen der mechanischen Integratoren.
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In der vorliegenden Untersuchung werden alle notwendigen Formulierungen so-
wohl fiir die Elasto- als auch fiir die Kontaktmechanik detailliert hergeleitet.
Das resultierende nichtlineare Gleichungssystem kann mit einem Newton-Raphson
Verfahren geltst werden. Nicht zuletzt werden mithilfe verschiedener numerischer
Beispiele die Stérken der neu entwickelten Formulierungen nachvollziehbar de-
monstriert.
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Kapitel 1 - Einleitung 1

1. Einleitung

Die vorliegende Arbeit thematisiert Gebietszerlegungsverfahren und reibungs-
freie Kontaktvorgédnge von deformierbaren Korpern, die im Rahmen der Finite-
Element-Methode diskretisiert wurden. Die besonders betrachteten Interface-
Strukturen sind dabei unabhéngig von den kontinuumsmechanischen Vorgaben,
so dass grofle Deformationen und plastische bzw. viskoelastische Vorginge kei-
nen Einfluss auf den Kern dieser Untersuchung haben. An die Konzeption der
Zwangsbedingungen zur Beschreibung des Interfaces und deren Implementierung
in ein geeignetes Integrationsverfahren sind hohe Anforderungen zu stellen, um die
Stabilitdat des Systems zu gewéhrleisten. Daher wird im Folgenden vorab die Ent-
wicklung mechanischer Integratoren fiir die Beschreibung von Kontaktvorgéingen
motiviert und entsprechende Literaturstellen der jiingeren Vergangenheit wer-
den aufgelistet. Dem folgt eine Ubersicht iiber die Struktur dieser Arbeit. Sie
erméglicht einen Einblick in die Grundlagen der Mechanik bis hin zur Implemen-
tierung komplexer Kontakt-Formulierungen und den an diese gestellten Forderun-
gen.

1.1. Motivation

Nichtlineare Kontakt-Vorgénge finden in etlichen Sektoren Anwendung, u.a. in
Crash-Simulationen, bei Tiefziehverfahren, in den Geo-Wissenschaften (Erdbe-
ben-Forschung) sowie in militirischen Simulationen. Eng verwandt mit den Kon-
taktbeschreibungen sind die Gebietszerlegungsverfahren, die z.B. der Kopplung
von unterschiedlich diskretisierten Gebieten, der Kopplung von verschiedenen
physikalischen Modellen sowie zur Parallelisierung grofier Systeme dienen.

Derzeit géangige Implementierungen von Kontakt-Zwangsbedingungen zeichnen
sich bis heute durch ein relativ instabiles Verhalten aus. Dieses Verhalten liegt
insbesondere in den verwendeten Verfahren zur numerischen Integration der nicht-
linearen Differentialgleichungen (ODEs) sowie in der Implementierung der Un-
gleichheits-Bedingungen (den sog. Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen) begriindet.

Diese Untersuchung zielt auf die Entwicklung robuster numerischer Verfahren fiir
die Simulation nichtlinearer Kontakt-Vorgédnge. Hierbei wird aufgezeigt, inwie-
weit sich beliebige Kontakt-Formulierungen systematisch als holonome Zwangs-
bedingungen in ein System Differential-Algebraischer Gleichungen (DAEs) ein-
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binden lassen. Darauf aufbauend erfolgt die allgemeine Konstruktion numerischer
Verfahren, die die algorithmische Erhaltung der fundamentalen Eigenschaften
des mechanischen Systems, sowie die Anwendung dieser Konstruktion auf die
Kontakt-Zwangsbedingungen gewiéhrleisten. Die Erhaltung dieser Eigenschaften
fithrt auf die fiir Kontakt-Simulationen extrem wichtige Stabilitdt der Verfahren
unabhéngig von der gewéhlten Zeitschrittweite. Daher ist es folgerichtig, dass
mehrfach Arbeiten in der jiingeren Vergangenheit zur Entwicklung numerischer
Verfahren mit den genannten Eigenschaften entstanden sind. Hiebei sind insbe-
sondere die Arbeiten von Laursen & Chawla [60, 61], Armero & Petocz [2, 3]
Laursen & Love [62] sowie von Hauret & Le Tallec [39] zu nennen.

1.2. Hintergrund

Im Verlauf der 90er Jahre des vergangenen Jahrhunderts wurden erfolgreich nu-
merische Verfahren fiir die Integration von ODEs entwickelt mit der Befdhigung,
die wichtigsten physikalischen Figenschaften eines mechanischen Systems zu er-
halten. Die theoretischen Grundlagen sind in den bemerkenswerten Werken von
Marsden [65, 1, 66] zu finden. Die Entwicklung von sog. mechanischen Integrato-
ren stellt die konsequente Umsetzung dieser theoretischen Grundlagen auf diskrete
Systeme dar. Besonders wurden implizite Einschritt-Verfahren mit den genannten
Eigenschaften entwickelt, sieche u.a. [89, 90, 28, 29, 32, 30, 31, 63]. Weiterfithrende
Analysen und Anwendungen finden sich in [4, 5, 84] und [33], sowie in den Werken
von Betsch [17, 16, 18, 19, 11, 13].

Die Grundlagen zur Konzeption von Zwangsbedingungen fiir den Kontakt nicht-
konformer Netze entstanden in den 80er Jahren des 20ten Jahrhunderts, siehe u.a.
in [36, 37, 91, 6, 107, 104, 74, 58, 44]. Aufgefiihrt werden hier nur Arbeiten zur
Behandlung nichtlinearer Kontakt-Vorgéinge unter grofien Deformationen. Des-
halb wird eine Vielzahl von Werken zum Kontakt linear-elastischer Korper mit
kleinen Verzerrungen nicht erwihnt. Eine Ubersicht iiber die Entwicklungen in
beiden Bereichen findet sich in den Lehrbiichern von Wriggers [106] und Laursen
[59]. Neuere Ansétze zur Minimierung des durch die Nichtkonformitét resultieren-
den Fehlers (die sog. Mortar-Methode) sind in [91, 10, 99, 100, 102, 25] enthalten.
Allerdings liegt der Schwerpunkt dieser Artikel im Bereich von Gebietszerlegungs-
methoden. Eine Anwendung dieser Ansétze auf Kontakt-Vorgénge findet sich in
(67, 38, 47, 23, 24]. Allgemein ist die Integration dieser Zwangsbedingungen in ei-
ne vollstéandig nichtlineare Umgebung erst in den letzten Jahren erwogen worden,
siehe w.a. in [78, 108]. Allerdings hier nur unvollstindig, so dass grundlegende
Erhaltungseigenschaften sowie die zugehorigen Symmetrieeigenschaften verloren
gegangen sind. Eine vollstandige Umsetzung fiihrt im Allgemeinen auf eine Ver-
besserung der Stabilitéit, zumal die Anwendung mechanischer Integratoren dieses
Vorgehen erzwingt.
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Die Einbindung von Ungleichheits-Zwangsbedingungen in diskrete Systeme findet
sich in u.a. [45, 101] und ist unter dem Namen Active-Set Strategie bekannt. Hier-
bei ermoglicht eine Neudefinition der Zwangsbedingung diese als Gleichgewichts-
Zwangsbedingung zu behandeln. Die Einforderung von Gleichgewichts-Zwangsbe-
dingungen erfolgt wiederum héaufig durch die Verwendung von Penalty-Verfahren.
Diese Klasse von Verfahren aus der Optimierungstheorie (vgl. [80, 81]) reagieren
allerdings sehr sensitiv auf Anderungen des willkiithrlich vorgegebenen Penalty-
Faktors und bewirken eine nachteilige Konditionierung des Systems. Da des Wei-
teren die Mortar-Methode explizit auf die Verwendung Lagranger Multiplikatoren
ausgelegt ist, werden aus der Active-Set Strategie resultierende holonome Zwangs-
bedingungen grundsétzlich unter Zuhilfenahme von Lagrangen Multiplikatoren
exakt eingefordert.

Der durch die Verwendung der Lagrangen Multiplikatoren entstehende Satz Dif-
ferential-Algebraischer Gleichungen (DAEs) kann zu weiteren numerischen Pro-
blemen fithren. Es wird hier auf einen Ubersichtsartikel zur Problematik von
Sattelpunkt-Problemen von Benzi, Golub & Liesen [8] hingewiesen, in dem zum
einen alle wesentlichen Aspekte zur numerischen Losung von derartigen Proble-
men dargelegt sind und zum anderen eine Ubersicht iiber die verfiigbare Literatur
zu dieser Thematik geboten wird. Letztlich fiihrt diese Vorgehensweise zusammen
mit den mechanischen Integratoren zu einer herausragenden Stabilitéit des Verfah-
rens. Dies wird iiber verschiedene numerischer Beispiele schliissig demonstriert.

Zuletzt ist festzuhalten, dass die resultierenden DAEs als ODEs auf einer be-
stimmten Mannigfaltigkeit interpretiert werden konnen. Daraus ergibt sich wie-
derum die Moglichkeit zur Reduktion der DAEs zu ODEs, vgl. [8, 12, 15]. Die
verschiedenen Verfahren werden aus Griinden der Vollstdndigkeit in dieser Arbeit
vorgestellt.

1.3. Gliederung

Die Arbeit gliedert sich wie folgt auf: In Kapitel 2 werden die Grundlagen me-
chanischer Systeme und deren numerische Umsetzung erldutert. Hierbei wird in
Kapitel 2.1 auf die grundlegenden Gleichungen der Dynamik eingegangen und in
Kapitel 2.2 ein kurzer Abriss iiber die wichtigsten Begriffe der Kontinuumsme-
chanik festgehalten. Die numerische Umsetzung im Rahmen der Finite-Element-
Methode ist aus Kapitel 2.3 ersichtlich. Das Grundlagen-Kapitel schliet mit der
Herleitung mechanischer Integratoren in Kapitel 2.4.

Kapitel 3 befasst sich allgemein mit den Eigenschaften von Gleichheits- sowie von
Ungleichheits-Zwangsbedingungen. Dafiir werden in Kapitel 3.1 die Moglichkeiten
zur Einforderung von Zwangsbedingungen und deren Auswirkungen ertrtert. In
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Kapitel 3.2 folgen die Bedingungen, unter denen eine algorithmische Erhaltung
der fundamentalen physikalischen Eigenschaften moglich ist.

In Kapitel 4 folgen nichtkonforme Gebietszerlegungsmethoden. Die Herleitung
erfolgt zunéchst auf Basis der NTS-Methode in Kapitel 4.1, gefolgt von der Her-
leitung der Mortar-Methode sowie ein knapper Einblick in die Nitsche-Methode
in Kapitel 4.2.

Im letzten theoretisch orientierten Kapitel 5 werden die Erweiterungen der gezeig-
ten Methoden auf Kontakt-Vorgénge hergeleitet, gefolgt von den zum Einarbeiten
der Zwangsbedingungen in die mechanischen Integratoren notwendigen Gruppen-
dquivarianten Reparametrisierungen. Dabei folgt wiederum zuerst in Kapitel 5.1
die Darstellung der NTS-Methode und in Kapitel 5.2 die Darstellung der Mortar-
Methode.

In Kapitel 6 folgen eine Reihe von Beispielen zur Demonstration der vorgestell-
ten Ansétze. Dabei werden insbesondere die Vorteile der Mortar-Methode bei
Kontakt-Vorgéngen am Beispiel eines Gleitlagers in Kapitel 6.1, sowie fiir Gebiets-
zerlegungen in Kapitel 6.2 gezeigt. In Kapitel 6.3 werden zuletzt die Auswirkun-
gen der Ungleichsheits- Zwangsbedingungen am Beispiel eines Kollisionsvorgangs
demonstriert.

Die Zusammenfassung folgt in Kapitel 7 unter Heraushebung der erzielten Ergeb-
nisse sowie einem Ausblick auf kiinftige Forschungsvorhaben in diesem Gebiet.
Am Schluss folgt der Anhang mit einigen ergéinzenden Beispielen sowie die nu-
merische Umsetzung der NTS- und der Mortar-Methode.
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2. Grundlagen

2.1. Dynamik

2.1.1. Lagrangesche Mechanik

Die geometrische Lage eines Teilchens oder einer Gruppe von Teilchen kann
mit deren Koordinaten q beschrieben werden. Dabei stellt der Vektor q die n-
dimensionalen Koordinaten des Konfigurationsraums V = R" dar. Beispiel fiir
ein Teilchen in der klassischen Mechanik ist die Lage des Massenzentrums ei-
nes idealisierten Starrkorpers. Des Weiteren kann die Position der Knoten eines
Finite-Element-Netzes in dem Vektor q dargestellt werden. Im Weiteren wird ein
iibergestellter Punkt als Ableitung nach der Zeit definiert. Es ist z.B. ¢ als die
Geschwindigkeit der Konfiguration q definiert. Damit ist q im Tangentialraum
von V an der Stelle q, also Element von 7, V.

Die Konfiguration q und die Geschwindigkeit ¢ bilden zusammen das Tangen-
tenbiindel oder auch den Geschwindigkeitsphasenraum TV = V x T,V (vgl.
Marsden & Ratiu [66]). Innerhalb des Geschwindigkeitsphasenraums wird die Ki-
netische Energie K : TV — R quadratisch in q definiert:

K(@) = ya- Ma 21)

mit der nichtsinguldren, blockstrukturierten Massenmatrix M € R™ ™. Ferner
soll eine Abbildung V' : V — R existieren, die das Potential eines konservativen
Kraftfeldes, das auf die Konfiguration wirkt, beschreibt. Die Lagrangefunktion
wird mit den beiden Gréflen K und V' definiert:

Lig.a) =K -V (2.2)

Die durch die Lagrangefunktion in dem geschlossenen Zeitintervall & = [t,,, t,,41]
erzielte Wirkung wird mit der Funktion S beschrieben:

S = / L(q,q) dt (2.3)

ln
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Das hamiltonsche Prinzip besagt, dass ein bewegtes, mechanisches System immer
dem Pfad stationdrer Wirkung folgt:

55 = /[—5 +—5 }dtzo (2.4)

Durch partielle Integration des zweiten Terms unter der Bedingung das dq an den
Rénder ¢,, und ¢,,.1 gleich Null ist, folgt:

oL d oL
/{a—q—aa—q}s dt =0 (2.5)

tn

Aufgrund der Beliebigkeit der Variation von dq und aufgrund der einzigen Bedin-
gung an die Integrationsgrenzen (t, < t,y1), gilt:

— - ———=0 (2.6)

Dies sind die so genannten Euler-Lagrange Gleichungen. Ist die Massenmatrix M
konfigurationsunabhéngig, reduzieren sich die Euler-Lagrange Gleichungen auf:

Mg+ VV(q) =0 (2.7)

was dem 2. Newtonschen Axiom entspricht.

2.1.2. Hamiltonsche Mechanik

Der Ubergang zur hamiltonschen Mechanik erfolgt durch eine Variablentransfor-

mation:
oL

p= 0_q
Ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel zur Variablentransformation stellt die

Legendre-Transformation dar. Soll die Abhéngigkeit einer beliebigen Funktion
f(x) durch die Variable y mittels der Substitution

(2.8)

of
= L 2.9
ox (29)
ersetzt werden, kann nachgewiesen werden, dass eine neue Funktion g:
9(y) = yx — f(x) (2.10)

die Legendre-Tranformierte von f ist. Fiir den Fall einer Lagrangefunktion gilt,

H(q,p)=p-q—L(q,q) (2.11)
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dass die Hamiltonfunktion die Legendre-Transformierte der Lagrangefunktion ist.
Unter der Voraussetzung einer nichtsinguldren Massenmatrix M kann in Verbin-
dung mit der Beziehung ¢ = M™'p die Hamiltonfunktion geschrieben werden
als:

H(q,p) = %p M™'p+V(q) (2.12)

Unter Beriicksichtigung der Kettenregel und der vorgenommenen Legendre-Trans-
formation konnen die Ableitungen der Hamiltonfunktion nach p und q bestimmt
werden:

) 0OH

qa= 3=

Jop
. oH (2.13)
Die Gleichungen (2.13); und (2.13)s werden als die hamiltonschen Gleichungen
bezeichnet. Wird des Weiteren beriicksichtigt, dass %_I; = —Z—CLI gilt, zeigt sich die

Aquivalenz der hamiltonschen Gleichungen zu den Euler-Lagrange Gleichungen
(2.6) und dem 2. Newtonschen Axiom.

Die Legendre-Transformation wird auch als Faserableitung bezeichnet (vgl. Gross
[33]). Die Beziehung ¢ = M™'p fiihrt auf eine Abbildung des Tangentialraums
T,V auf den Ko-Tangentialraum 7T;V. Entsprechend werden die Koordinaten
(q,q) des Tangentenbiindels 7V auf den Phasenraum 7 mit den Koordinaten
(q, p) des Ko-Tangentenbiindels 7*V abgebildet. Die Hamiltonfunktion ist dem-
zufolge eine Abbildung von H : T*V — R. Die resultierenden hamiltonschen
Gleichungen (2.13) sind gewohnliche Differentialgleichungen (ODEs) erster Ord-
nung im Phasenraum z = (q, p) € R*".

Die Verwendung der Variable z liefert eine kompakte Darstellung der Gleichung
(2.13):
z=JVH(z) = Xy(z) (2.14)

mit der Abbildung Xy : Z — T,7 und der schief-symmetrischen, symplektischen
Matrix J mit der Blockstruktur:

J= l_(I’ (IJ (2.15)

Hierbei ist 0 die n x n Nullmatrix und I die n x n Einheitsmatrix. J ist die
zugehorige Matrix einer linearen Abbildung R : Z* — 7. Zur Komplettierung
der Notation wird hier die zur inversen Linearform R~! : Z — 7Z* assoziierte
Bilinearform €2 : Z x 7. — R eingefiihrt:

Qv,w) =v-Jw v,w € R™" (2.16)
Gleichung (2.14) wird mithilfe der Abbildung R vereinfacht geschrieben als:
z= R(VH(z)) (2.17)
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Definition (Marsden & Ratiu [66]): Eine symplektische Form € auf einem Vek-
torraum 7. ist eine nichtausgeartete schiefsymmetrische Bilinearform auf Z.. Das
Paar (7, Q) wird symplektischer Vektorraum genannt.

Anmerkung: Die zur linearen Abbildung R assoziierte Bilinearform B wird auch
Poissonform genannt. Sie ermdoglicht eine kompakte Darstellung der haufig beno-
tigten Poissonklammern {D, E'} mit den Funktionen D(q,p) und E(q,p) (vgl.
Betsch [11]):

oD oE O0FE 0D

{DvE}:ﬁ—q'%_ﬁ—q'%_B(szusz) (2.18)

2.1.3. Erhaltungseigenschaften
Lie-Gruppen

Aus der Menge aller Abbildungen werden bestimmte Gruppen mit definierten
Eigenschaften verwendet. Diese Abbildungsgruppen G werden Lie-Gruppen ge-
nannt, wenn sie der Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit entsprechen.
Dies bedeutet, dass eine duale Gruppen-Operation

U:GxG—G (2.19)

eine glatte Abbildung in dem Sinne ist, dass an jedem Punkt g € G ein definierter
Tangentenraum 7,G existiert. Die Wirkung einer Gruppe g auf den Konfigurati-
onsraum 7 kann mit der Abbildung

O:GXxZ—-7Z (2.20)

beschrieben werden. Weiterhin sind die folgenden Eigenschaften von ¥(g,,g,)
Vg1, 8, € G gefordert (vgl. Gross [33], Gonzalez [28] und Marsden & Ratiu [66]):

1. Assoziativitit: W(V(gy,8,),83) = V(g1, V(82:835)) VE1,8:,83€G
Kommutativitat wird nicht gefordert, da z.B. Rotationsabbildungen nicht

kommutativ sind.

2. Existenz einer Identitét Id : e € G, d.h. fiir jedes g € G folgt ge = eg =
g. In ihrer Wirkung bedeutet e, dass ein Element von Z auf sich selbst
abgebildet wird.

3. Existenz einer Inversen Inv, d.h. fiir jedes g € G existiert ein g=! € G,
wobei gilt: g7lg = e. In ihrer Wirkung bedeutet die Existenz eines inversen
Elements, dass jede Abbildung eineindeutig und zuriickfiithrbar ist.

Nach Gleichung 2.20 gilt daher fiir &, : Z — Z Vg € G, dass die inverse Ab-
bildung mit QDg‘l = &, folgt. Zwei Beispiele fiir derartige Lie-Gruppen werden
néher vorgestellt, da sie insbesondere fiir die Impuls- und die Drehimpulseigen-
schaften relevant sind:
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VL,

LQ
G - G

Abbildung 2.1.: Kommutatives Diagramm fiir ein linksinvariantes Vektorfeld

1. Vektoraddition:

U(g,,g) =g +8 gecR”
Id: e=0 (2.21)
Inv: g ' =—g

2. Matrixmultiplikation

(g1, 8) =818 gER™
Id: e=1 (2.22)
Inv: g~ = inv(g)

Die geforderte Existenz einer inversen Abbildung schréinkt die Menge aller linearen
Abbildungsgruppen auf die generelle lineare Gruppe GIL ein:

GL(ngim, R) = {g € R™"| det(g) # 0} (2.23)

Ist eine Gruppenoperation ¥ 3 L,(x) : G — G als linkseitige Matrixmultiplika-
tion

L,(x)=gx VxeG (2.24)
definiert, wird diese Linkstranslation genannt. Entsprechend wird R,(x) = xg als
Rechtstranslation bezeichnet. Der Unterschied zwischen beiden Operationen er-

gibt sich aus der Nichtkommutativitat von Matrixmultiplikationen. Die Ableitung
der Linkstranslation ist eine Linearabbildung

VL (x): T.G — TG (2.25)

der Tangentialrdaume. Zuletzt kann - basierend auf den Operationen 2.24 und 2.25
- ein linksinvariantes Vektorfeld X : G — TG definiert werden. Linksinvariant
ist ein Vektorfeld, das der Bedingung

VL,(h)X(h) = X(gh) YheG (2.26)
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Abbildung 2.2.: Linksinvariantes Vektorfeld

geniigt (vgl. Marsden & Ratiu [66]). Das kommutative Diagramm in Abbildung 2.1
zeigt die Abbildungen des linksinvarianten Vektorfeldes, dargestellt in Abbildung
2.2. Innerhalb der generellen linearen Gruppe GL kann eine Kurve ¢ : R — G als
die Untergruppe ¢(€) mit folgenden Restriktionen definiert werden:

;fg ; Ij* G (2.27)

Des Weiteren wird gefordert:

pler + €2) = ple)p(ea) = V(p(er), p(e)) Ve, e €R

Zu jeder dieser Ein-Parameter Gruppen ¢(€) kann ein tangentialer Vektor & an
der Identitat assoziiert werden:
dp(e)

= T, 2.2

bzw. & = X (e). Um die allgemeine Ableitung dﬁ—(j) = X (¢(€)) zu erhalten, lenken
Wir € um 7 aus:

ple+mn) =T(p(e), p(n) = Ly (¢(n)) (2.29)
und leiten nach der Kettenregel an der Stelle n = 0 ab:
dep(e de(n
2 = VLo Y| - VLg@E-ple @
’]7:

Zusammen mit der Anfangsbedingung aus Gleichung (2.27), existiert eine analy-
tische Losung fiir die gewohnliche Differentialgleichung: ¢(€) = exp(e€) mit den
Bedingungen fiir die Exponential-Abbildung:

expg : 1.G — G mit  expg(§) = pe(1) (2.31)
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Ein Beispiel dafiir ist eine Untergruppe von GL(ngm,, R) im n-dimensionalen
Raum ngin: die special orthogonal group SO(ngim):

SO(ngim) = {g € GL(Ngim, R)|det(g) = 1 und g~ ' = g’} (2.32)

deren geschlossene Darstellung durch die Euler-Rodigues-Formel gegeben ist. Die
bisherigen Entwicklungen sind nicht auf Matrix-Gruppen im Rahmen von generel-
len linearen Abbildungen beschrankt, sondern kénnen auf generelle Lie-Gruppen
angewandt werden.

Die Wirkung von ¢¢(e) beschreibt einen Fluss in Z: ®(y¢(€),z) der von & er-
zeugt wird. Das assozierte Geschwindigkeitsfeld wird mit dem zu & assozierten
infinitesimalen Erzeuger bestimmt:

sz) = S22 (2.33)

dE e=0

Die Wirkung beeinfluBt dabei den gesamten Phasenraum Z (vgl. Gonzalez [28]).

Noether-Theorem

Das Noether-Theorem besagt, dass zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines
mechanischen Systems eine Erhaltungsgrofie existiert und umgekehrt. Kontinu-
ierliche Symmetrie bedeutet, dass sich das hamiltonsche Prinzip unter Einwir-
kung einer Abbildung aus der Menge der Lie-Gruppen nicht verdndert: S(z) =
S(®(z)) = S(®g*"(q), ¢™P(p)) mit D¢ (z) = Py(pe(e),z). Das heiBt, das ha-
miltonsche Prinzip gilt auch nach der Abbildung:

tnt1
S:/ p-q— H(q,p)|dt — min (2.34)
St
tn+1_ d
= Se= / P (p) @G (@) — H(®G"(a), 5™ (p)) | dt — min  (2.35)
St

Da @¢(z) = z fiir ¢ = 0 gilt (vgl. 2.27) und S, nur noch eine Funktion von e ist,
folgt fiir das Minimum von S,:

ds.
de

=0 (2.36)

e=0
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Aufgrund der Kettenregel folgt fiir die Ableitung nach e:

n+1 dq)gimp( ) d(j[)6 kon( ) Lo 1mp( )d dds kon( )
de df & Py ae
tn
~ 0H  d®g*"(q) OH dcbgimp(p)] "
0y " (q)  de 00y (p)  de

(2.37)
und der teilweisen Auswertung an der Stelle ¢ = 0 sowie dem FEinsetzen von
Gleichung (2.13):

7L+

{dfbe 1mp( ) d dde kon(q) d dde kon( ) ' dq)gimp(p)

+po—t——+—p -
de a+Py 1 de

dt  de #P de } dt (238)

tn

Die Produktregel der Differentiation liefert:

tpt1 d d@e kon( ) thrldJ
e "(q e
— = = 2.
[ |5 (i) = [ S (2.30)
t

n n

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.33) wird die Erhaltungsgrofie J(q, p) :
7, — R definiert als:

J(q,p) = (p,0) - £4(2) (2.40)
unter Verwendung des infinitesimalen Erzeugers &€,(z) : Z — T,7Z. (vgl. Gleichung
(2.14)), der assoziierten Wirkung von § € T,G. Bewirkt die Abbildung ®, : Z — Z
eine Wirkung von g € G auf den symplektischen Vektorraum (Z,2), so gilt fiir
den infinitesimalen Erzeuger:

§2(2) = IV Je(z) = R(VJ(2)) (2.41)

Unter dieser Vorraussetzung existiert ein Integral J. = J-§ V& € T,G mit der
Impulsabbildung J : Z — T7G. Ist nun die Hamilton-Funktion # : Z — R
invariant gegeniiber einer Lie-Gruppen Abbildung, d.h.

H(®,(z) =H(z) VzeZ,geG (2.42)
so ist die Impulsabbildung J eine Erhaltungsgrofie. Aus Gleichung (2.42) folgt:
d
0= H(P(p(e),2))|ec0 = VH(z) - £4,(2) (2.43)
und zusammen mit Gleichung (2.41), vgl. auch Betsch & Hesch [14]:
d
C Jela) = Ve(z) -7
= VJg(Z) JVH(Z)
= —Ez(z) ( )

=0
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Daraus ergibt sich, dass J¢(z) fiir jedes beliebige Liealgebraelement £ eine Erhal-
tungsgroBe ist. Aufgrund der Definition des infinitesimalen Erzeugers bedeutet
dies, dass die Werte der assoziierten Impulsabbildung J ebenfalls erhalten blei-
ben.

Beispiel 1: Impulserhaltung Nach dem Noether-Theorem soll als erste Symme-
triegruppe eine Translation betrachtet werden. Eine zur Translation dquivalente
Lie-Gruppe ist eine Gruppe g € R" nach Gleichung (2.21):

pe(e) = €€
P(pe(e),z) = (qa+€€,p) (2.45)
§2(z) = (&0)

Nach Gleichung (2.41) folgt:

R™(&4(2)) = (0,€) = VJe(2) (2.46)

Das Integral kann bis auf eine Konstante fiir materielle Punkte q* € ngim, A =
1,2, ..., Nyode bestimmt werden:

"node

Je(z)=p-&= Y p*- ¢ (2.47)

mit p?, €4 € ngin. Gleichung (2.40) fithrt auf dasselbe Ergebnis: J¢(z) = (p, 0) -
(&,0) = p - €& Damit kann die zur Translation zugehorige Impulsabbildung

"node

Jz)= > p* (2.48)

als der Gesamtimpuls indentifiziert werden.

Beispiel 2: Drehimpulserhaltung Als zweite Symmetrie-Gruppe soll eine Ro-
tation des Systems betrachtet werden. Die zur Rotation dquivalente Lie-Gruppe
ist eine Gruppe g € SO(ngim). Unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.22) folgt
fiir die Lie-Gruppe: )

we(€) = exp(e )

D(pe(€),z) = (exp(ef) o z) (2.49)

§2(z) = (£0q,§op)

und nach Gleichung (2.41):

R™'(¢z(2)) = (€ op,€0q) = V() (2.50)

Dabei ist é € s0(ngim) eine sAchief-symmetrische Matrix; eine geschlossene Dar-
stellung des Ausdrucks exp(e€) ist durch die Rodrigues-Formel (vgl. Marsden &
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Ratiu [66]) gegeben. Diese Gruppe wirkt auf jedes Element von q4,p4 € Ndim,
d.h.

exp(cé) 07 = (exp(e)ay, . exp(eb)ay, . exD(E)Py, . exp(eb)p,,, . ) (251)

Zur Bestimmung des Integrals Je(z) = J(z) - £ wird &, der axiale Vektor von 3
d.h. ga = & x a Va € R"im, benotigt. Das System fithrt dabei eine Rotation

um den Pseudorotationsvektor & mit dem Winkel €||&]| aus. Die Integration von
Gleichung (2.50) ergibt:

"node "node "node
Je()= Y (6as) pa= D> (€xay) pa= > (quxps)-& (252
A=1 A=1 A=1

Als Impulsabbildung erhalten wir:

"node

J(z)= Y (qsxpys) (2.53)

A=1

dies entspricht der {iblichen Gleichung fiir den Drehimpuls.

Beispiel 3: Energieerhaltung Das Noether-Theorem lésst als Symmetrie-Gruppe
auch eine Abbildung in der Zeit zu. Fiir die Abbildungsgruppe gilt:

pe(e) = t+e
D(pele),z(t) = z(t+e) (2.54)
§2(2(t)) = 2
Wiederrum folgt nach Gleichung (2.41):
R (&2(2)) = (-, 4) = V,Je(2) (2.55)

Ein Vergleich mit den Gleichungen (2.14) und (2.17) identifiziert als Erhaltungs-
grofle Je(z) die Hamilton-Funktion H(z), die die totale Energie des Systems re-
prisentiert.

2.2. Kontinuumsmechanik

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass deformierbare Korper ein inneres
Potential Vi, besitzen. Andere Modelle sind moglich (vgl. z.B. Simo & Hughes
[87]) und kénnen unabhingig von den Kontaktalgorithmen Verwendung finden.
Wir beginnen die Herleitung des inneren Potentials mit einem Uberblick iiber die
Kinematik, gefolgt von den Bilanzgleichungen. Ausfiihrliche Darstellungen finden
sich uw.a. in Marsden & Hughes [65], Wriggers [105], Ogden [73], Holzapfel [46]
und etlichen anderen Werken, die sich mit dieser Thematik intensiv auseinander-
setzen.
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Abbildung 2.3.: Materielle Kinematik

2.2.1. Kinematik

Die Kinematik ist die Lehre von der Bewegung von Koérpern im Raum, ohne die
Ursachen der Bewegung zu betrachten. Die Position eines physikalischen Partikels
in der rdumlichen Konfiguration B; soll mit dem Ortsvektor x beschrieben werden.
Die Deformationsabbildung ¢ beschreibt die rdumliche Position x in Abhéngigkeit
des materiellen Punktes X, der sich in der materiellen Konfiguration By befindet,
und der Zeit ¢ (vgl. Abb. 2.3).

x=p(X,t) By — B (2.56)

Diese lagrangesche Betrachtungsweise beschreibt das Verhalten eines materiellen
Punktes X, wie es in der Festkérpermechanik {iblich ist. Die Beschreibung eines
raumlichen Punktes x iiber die rdumliche Deformationsabbildung ®:

X =®(x,t) B — B (2.57)

ist die sog. Eulersche Betrachtungsweise, wie es in der Fluiddynamik {iblich ist.
Der materielle Deformationsgradient F bildet den materiellen Tangentenraum
Tx By auf den rdumlichen Tangentenraum 7, B; ab:

F = Y%p(X,t) TxBy — T:B, (2.58)

Die zugehorige Jacobi-Determinante ist definiert als: J = det(F). Im Ausgangs-
zustand ist F = I, J = 1, so dass bei einer kontinuierlichen Deformation J > 0
gelten muss. Eine polare Zerlegung des Deformationstensors liefert:

F=RU=VR U, Vel?" ReO, (2.59)

mit dem rechten Strecktensor U, bzw. dem linken Strecktensor V, die Elemente
der Menge positiv definiter, symmetrischer Tensoren L7™ sind und dem Rotati-
onstensor R, Element der positiv definiten, orthogonalen Menge O .
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Abbildung von Linienelementen Fiir ein infinitesimales Linienelement folgt:
dx = —dX = FdX (2.60)

Damit berechnet sich der Betrag eines rdumlichen Linienelementes zu:
|dx|* = (FdX) - (FdX) = dX - FTFdX = dX - CdX (2.61)

mit dem rechten Cauchy-Green-Tensor C = U?. Fiir die Anderung der quadrati-
schen Betriige eines Linienelementes folgt:

|dx||> — [|dX |2 = dX - CdX — dX - IdX = dX - [C — IJdX (2.62)

Die Anderung der quadratischen Betrige kann als materielles Verzerrungsmaf
verwendet werden:

E = %[C —I] = %[%{u + W u + W utkul (2.63)

Dies ist der sog. Green-Lagrange-Verzerrungstensor E. Der Vorfaktor von % wird

eingefithrt, um im Grenzfall einen konsistenten Ubergang zur geometrisch li-
nearen Theorie (¢ = 1[Sku 4+ V'u]) zu erhalten. Zu bemerken gilt, dass der
Cauchy-Green-Tensor C invariant gegeniiber Translationsgruppen entsprechend
Gleichung (2.45) als auch gegeniiber Rotationsgruppen entsprechend Gleichung
(2.49) ist:
. dx+e€) dx+e) dx dx

C" = X T aX —ax X - C (2.64)
Die Translationsinvarianz des Cauchy-Green-Tensors folgt aus der Translations-
invarianz des Deformationstensors. Fiir die Rotationsinvarianz folgt mithilfe der

Rotationsmatrix Q = exp(e€) € SO(ngm):

_dQx dQx  dx dx dx dx

* _ e = . T —_— = — f — =
C - dX  dX  dX QQdX dX dX C (2.65)

Abbildung von Flichen- und Volumenelementen Fiir die Transformation von
Grofen zwischen der materiellen Konfiguration {e}y und der rdumlichen Kon-
figuration {e}, soll zwischen skalarwertigen und vektor-/tensorwertigen Groflen
unterschieden werden. Die Integration einer skalarwertigen Grofle weist folgenden
Zusammenhang auf (vgl. Kuhl [56]):

/{.}Odv _ /{.}t d = /%{o}odv (2.66)

Bo Bt

Daraus kann die Transformation eines infinitesimalen Volumenelementes By >
dV — dv € B; hergeleitet werden:

dv = JAV (2.67)
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Alternativ erfolgt die Herleitung iiber die Definition des Spat-Produktes:

dv = |[dxq,dxs,dxs]|
= |[FdXy, FdX,, FdX;]| (2.68)
= | det(F)[dX;, dX,, dXs]| = JdV

Fiir vektor-/tensorwertige Groen wird die Piola-Transformation angewandt:

[ B tohoav = [Sfopdo =[RS ahF a0

By By
Mithilfe des Gaufischen Divergenztheorems folgt:
/{o}odA = /{.}t da = / %{.}OFT da (2.70)
9B, OB 9By
womit sich die bekannte Nansonsche Formel zur Flachentransformation ergibt:
da = JF TdA = cof(F)dA (2.71)
Der Nachweis der Piola-Transformation erfolgt iiber die Piola-Idenditét:
V% - (cof(F)) =0 (2.72)
Zusammen mit Gleichung (2.69) resultiert:

Vi - {o}o = Yk - [{o}¢ cof(F)] = Yk - {o} JF ™" = % - {o},J (2.73)

Zeitableitungen Fiir ein materielles Feld (X t) ist die materielle Zeitableitung
auf die raumlichen Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfelder v und a definiert
als:

Dp O¢

X t)=_—X=_"T 2.74
V(X0 =50 = 5| (274

Dv  Ov e
Xt)=—=—| = 2.75
A0 =T = Ik 8t0t'X (275)

Wird eine Euler-Parametrisierung verwendet, folgt fiir die Beschleunigung;:
0

a(X, t) = 8—‘;|X + YVt (276)

mit dem raumlichen Geschwindigkeitsgradienten Y = Y, v. Fiir die Rate des De-
formationsgradienten gilt:

DF  9%p Py Ox
Dt 0Xat|x oxdt ot YE (2.77)
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Die Verzerrungsrate des Green-Lagrange-Tensors ergibt sich mit

— F4+FT=—
Dt Y Dr

DE 1 [DF" DF
Dt 2

(2.78)

1
= 5FT[YT +Y|F =F'DF

mit D = 1[Y" + Y], dem symmetrischen Anteil von Y.

2.2.2. Bilanzgleichungen

Nachdem in Abschnitt 2.2.1 die moglichen Bewegungen eines Korper beschrie-
ben wurden, werden nun deren mogliche Ursachen dargestellt. In der klassischen
Mechanik beruhen die Ursachen auf der Erfiillung von Bilanzgleichungen:

e Massenbilanz
e Impuls-/Drehimpulsbilanz
e Energiebilanz

Diese Bilanzaussagen miissen zu jedem Zeitpunkt sowie fiir jeden beliebigen Teil-
korper eines Kontinuums giiltig sein. Allgemeine Bilanzierungsregeln fiir Felder
werden durch Anwendung des Reynoldschen Transporttheorems hergeleitet (vgl.
Kuhl [56]). Fiir die lokale, rdumliche Form gilt:

1D d
jﬁ{.}o = &{‘}t + V% ({eh®v) (2.79)

mit dem Tensorprodukt ®. Im Spezialfall eines Tensorproduktes W zweier Vek-
toren {@} und {e} wird das Tensorprodukt definiert als:

W = {o} ® {8} = W,je; @ e, (2.80)

mit den Basisvektoren e; und e;. Fiir die lokale, materielle Form des Transport-
theorems gilt:

d D
Ja{'}t = D_t{.}o + V- ({e}o® V) (2.81)
mit der materiellen Ableitung %, definiert als:
D 0{e}
— = 2.82
Dt ot |x (2:82)
und der rdumlichen Ableitung %, definiert als:
d  0fe}
- 2.83
dt 9t |y (2.83)
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Integration von Gleichung (2.79) iiber das raumliche Gebiet ergibt:

/{ bodo = / {}tdv+/x-<{-}t®v>dv (2.84)

Entsprechend liefert die Integration von Gleichung (2.81) {iber das materielle Ge-
biet:

D D
ﬁ/{.}0 v = /E{.}Odv+/w({.}o®v) v (2.8)
B B B
Nach Anwendung des Divergenztheorems auf Gleichung (2.84) folgt:

/ fo},dv / C{odidu+ / ({o}: ® v)nda (2.86)

Bt OB

respektiv nach Anwendung auf Gleichung (2.85):

%/{.}0 dv = /%{-}odxu /({-}o®v)NdA (2.87)

0Bo

Die Verdnderung einer Groe f = f(x,t) (z.B. Massendichte, Energiedichte, aber
auch Impuls und Drehimpuls) kann nun durch ein allgemeines Bilanzierungs-
Prinzip (vgl. Holzapfel [46]) ausgedriickt werden

%B[f(m) dv:ZE(x,t) dv+/q>(x,t,n) dv (2.88)

0Bt

Der erste Term auf der rechten Seite Y (x,t) stellt dabei eine Produktionsdichte
im Gebiet dar. Der zweite Term ®(x,¢,n) besitzt die Charakteristik einer durch
die Normale gerichteten FluBidichte auf der Oberfléche.

Massenbilanz In einem geschlossenen System kann sich das Volumen &ndern,
wogegen die Gesamtmasse eine Erhaltungsgrofe darstellt. Uber die Oberfliche
hinweg findet damit kein Austausch von Masse statt, des Weiteren soll keine Masse
im Gebiet produziert werden. Im Gegensatz dazu beschreiben offene Systeme ein
bestimmtes Volumen, iiber dessen Oberfliche Masse und Energie ausgetauscht
werden kann. Die Massendichte in einem System wird definiert als:

Am
olat) = i 5y (259

Nach dem ersten Reynoldschen Transporttheorem sind unter den gegebenen Be-
schrinkungen eines geschlossenen Systems in Gleichung (2.88) die Terme ¥ und
® gleich Null, woraus die Massenerhaltung folgt:

((iit prdv = —/podV—O (2.90)

Bt Bo
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S

Abbildung 2.4.: Einwirkende Krifte in beiden Konfigurationen

Da die Bilanzaussage des betrachteten geschlossenen Systems fiir jeden moglichen
Teilkorper Giiltigkeit besitzten muss, gilt auch die lokale Form

po(X) = pi(x, 1) (2.91)

Unter Verwendung der Massenbilanz folgt das 2. Reynoldsche Transporttheo-
rem:

%/pt{.}t dv = /pt%{‘}t dv (2.92)

Bt Bt

Impulsbilanz  Der Impulsbilanz liegen die Postulate des Cauchy-Theorems zu-
grunde:

e Es existiert ein differenzierbares Tensorfeld mit den Cauchyspannungen
o(x,t)
t(x,t,n) = o(x,t)n (2.93)

mit dem Spannungsvektor t und der Oberflachennormalen n (vgl. Abb. 2.4).
e Die Cauchyspannungen geniigen der Bewegungsgleichung

Dv

mit den eingepriagten volumenbezogenen Kréften b (vgl. Abb. 2.4). Der Gesam-
timpuls eines Systems ist definiert als:

L:/ptvdv (2.95)

Bt
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Die Impulsbilanz wird unter Verwendung des ersten und zweiten Reynoldschen
Transporttheorems aufgestellt:

d d Dv
—L=— = —dv = . 2.
dtL dt/ptvdv /pt D dv /bdv+/vx o dv (2.96)

Bt Bt Bt By

Mit dem Divergenzsatz in Verbindung mit Gleichung (2.93) folgt:

/Vx~adv:/anda: /tda (2.97)

Bt 88,5 aBt

Damit entspricht b dem Produktionsterm ¥(x,¢) und t dem Flussterm ®(x, ¢, n)
aus Gleichung (2.88). Ein push-back der Cauchy-Spannungen auf Basis der Piola-
Transformation auf die materielle Konfiguration ergibt:

P(X,t) = Jo(x,t)F! = o cof (F) (2.98)

mit dem 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor P. Dieser Spannungstensor ist
ein unsymetrischer Zweifeldtensor, da er die Beziehung zwischem einem rdum-
lichen Kraftelement dp und dem materiellen Fléachenelement dA liefert. Der 2.
Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor S wird vollstdandig auf die materielle Konfi-
guration bezogen:

S=F'P=JF'oF 7" (2.99)
Die lokale Impulsbilanz beziiglich der materiellen Konfiguration lautet damit:
DV

und unter Einbeziehung des ersten und zweiten Reynoldschen Transporttheo-
rems:

DV
Bo Bo Bo

Die Anwendung des Divergenztheorems liefert wiederum:

/%-Pdvz /PNdA: /TdA (2.102)
Bo

880 aBO

mit den eingepriagten materiellen volumenbezogenen Kriften B = Jb und dem
ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungsvektor T.

Drehimpulsbilanz Der Drehimpuls eines Systems ist definiert als

J = /q X ppv dv (2.103)
By
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Die Drehimpulsbilanz folgt unter Verwendung des ersten und zweiten Reynold-
schen Transporttheorems:

d B Dlgxv] Dv
EJ = & q X ptVd’U = /ptT dv = /q X ptﬁ dv (2104)
Bt Bt Bt

Einsetzen von Gleichung (2.94) liefert:

D
/qxptD—Zdv:/quX~adv+/q><bdv (2.105)
B B B,

und unter Verwendung des Divergenzsatzes und Gleichung (2.93):

/quX~adv:/qxtda (2.106)
By 0B

Ein push-back Aquivalent zur Vorgehensweise in Gleichung (2.98) fithrt auf die
materielle Darstellung der Drehimpulsbilanz:

DV
/qxpoD—th:/qudV+/qXTdA (2.107)
Bo Bo 0Bo

Energiebilanz Die Bilanz der Energie eines Systems kann aus der Impulsbilanz
hergeleitet werden. Dabei bilanzieren wir an dieser Stelle ausschliellich die An-
teile der mechanischen Energie, d.h. wir erstellen eine Bilanz der kinetischen,
potentiellen und externen Energie. Weitere Komponenten aus dem 1. Hauptsatz
der Thermodynamik, wie z.B. Beitrdge durch Warme oder innerer Energie wer-
den hier nicht berticksichtigt. Multiplikation der lokalen Impulsbilanz (Gleichung
(2.94)) mit v liefert die lokale Energiebilanz:

D
ptv~D—::V-(VX-a)+V~b (2.108)

D .
@ptD—t%:vx-(aTv)—a:D+v-b (2.109)

Eine Integration iiber B; und Anwendung des Divergenztheorems liefert in Ver-
bindung mit dem zweiten Reynoldschen Transporttheorem

% ptvévdv%—/o’:de:/v-bdv—l—/v-tda (2.110)
5 & . & m
di:, Pong Pext
d
LKt P =P (2.111)

mit der kinetischen Energie K, der inneren Leistung P, und der externen Lei-
stung Proy.-
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2.2.3. Konstitutive Gesetze

Um den Satz von Bilanz-Gleichungen mit der Kinematik in Verbindung zu brin-
gen, sind konstitutive Gesetze notwendig. Fiir ein einfaches St.Venant-Kirchhoff
Material gilt z.B.:

S(E)=Atr(E)I+2uE=E: E (2.112)

Hier stellt der Term E : E ein doppeltes Skalarprodukt und E den vierstufigen
Tensor

E=MNI+puII+IxI = NI+ ul (2.113)

und den Materialparametern A und p dar. Die komponentenweise Darstellung der
nicht standartméfiigen Tensorprodukte ® und ® wird wie folgt definiert:

{e}@{o} = {8t @ {0} wnd [{e}®{e}] ), = {e}u @ {8}, (2.114)

Existiert eine Verzerrungsenergie W, so dass

P(X,F) = M VX € By (2.115)
OF
bzw. oW (X, C)
W(X,
S(X,C) = 2T (2.116)

gilt, wird dass Material Hyperelastisch genannt. Fiir das St.Venant-Kirchhoff Ma-
terial ist die Verzerrungsenergiefunktion definiert als

W(C) = %E E:E (2.117)

Andere Verzerrungsenergiefunktionen werden héufig in den Invarianten von F
definiert, wie z.B. das kompressible Neo-Hooke Material:

W(C) = 211~ 8~ pn(VE) + 2 W (VE) (2.118)

wobei I; die Spur und I3 die Determinante der Matrix C ist. Gilt des Weiteren
WX, F)=W(X,FQ) vQec O, (2.119)

wird von isotroper Hyperelastizitit gesprochen. Das innere Potential Vi, aus der
lagrangeschen bzw. der hamiltonschen Formulierung (vgl. Kapitel 2.1) berechnet
sich in der materiellen Konfiguration als

Vi = [ W(C)dV (2.120)
/



24 2.3 - Diskrete Systeme

2.3. Diskrete Systeme

Fiir die bisher betrachteten kontinuierlichen Systeme - sowohl zeitlich kontinuier-
lich (vgl. Kapitel 2.1) als auch rdumlich kontinuierlich (vgl. Kapitel 2.2) - existie-
ren im Allgemeinen keine geschlossenen analytischen Losungen. Approximative
Verfahren wie die Anwendung finiter Elemente im Raum und in der Zeit ermogli-
chen eine néherungsweise Losung der Systeme (vgl. Zienkiewicz et al. [111], Wrig-
gers [105], Reddy [83], Hughes [48] und vielen anderen).

2.3.1. Diskretisierung im Raum

Betrachten wir eine Zerlegung des materiellen Gebietes By in einen finiten Satz
von Elementen &

B= U B (2.121)
Vec&h

Ein auf Verschiebungselementen basierender Ansatz ist aus kinematischer Sicht
eine Approximation der Deformationsabbildung aus Gleichung 2.56

"node

(X 1) = Y Na(X)q*(t) (2.122)

mit X € By, t € # = [0, T] und dem Positionsvektor g : .# — R"dim. Der Vek-
tor q beinhalted die Ortsfreiheitsgrade aller Knoten mit q = (qy, e de) €
R"dim™node. Der endlich-dimensionale Teilraum einer Bewegung ¢" (X, t) wird de-
finiert als (vgl. Laursen [59]):

C={ " Bl x # — Rrim|ph € CO(BY),
Pt (BY) € Py, " = " auf OB} Ve e &P

u

(2.123)

mit dem Satz polynomialer Ansatzfunktionen Py mit der Ordnung < N und dem
Dirichlet Rand 0B,. Die approximierte, materielle Geschwindigkeit ergibt sich

damit zu
"node

V(X 1) = Y NaX)a'(t) (2.124)
A=1

Aus Gleichung (2.122) folgt die Herleitung des diskreten Deformationsgradienten
und des diskreten rechten Cauchy-Green-Tensors (vgl. Betsch & Steinmann [18]).
Fiir den Deformationsgradient in der diskreten Form gilt:

"node

0
= 2= @@ %NAX) (2125)
A=1

F=x
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Entsprechend gilt fiir den diskreten Cauchy-Green-Tensor mit C = FTF:

"node

C= > a4 qs%Ns®%Np (2.126)
A,B=1

Damit liegen alle fiir die Kinematik notwendigen Grofien in der diskreten Form
vor. Zur vollstéandigen Beschreibung der Hamiltonfunktion in Gleichung (2.12)
muss die diskrete Form der kinetischen Energie K, der extern zugefiithrten Energie
Vixt und des inneren Potentials Vi, erstellt werden. Fiir die kinetische Energie folgt
nach Gleichung (2.1) und (2.124) in der materiellen Formulierung:

1 Nnode ) ] 1 Nnode ) )
K= > /pONAqA - Npg®dv = 5 > Mupa*-¢” (2.127)
AB=1p A,B=1
bzw. nach einer Legendre-Transformation:
1 "'node "'node
K=: > Mygp*-p” mit p* = > Mupg” (2.128)
A,B=1 B=1

Ebenfalls materiell wird die externe Energie formuliert:

"'node "node

Vea(q,t) == > qA/NAB av->Y q' / NAoTdA (2.129)
A=1 Bo A=1

- 8800’

woraus sich die auf den Knoten A einwirkende, externe Kraft Fi, herleitet:

A
Fext

(@) =WVilat =~ [NaBav - [ NyTda (2.130)
BO 8300’

Das innere Potential hingt vom verwendeten konstitutiven Gesetz (vgl. Abschnitt
2.2.3) und damit von der diskreten Form der Verzerrungsenergiefunktion W ab:

MM@z/WWMV (2.131)
Bo

Die auf den Knoten A einwirkende, aus der Verzerrung resultierende innere Kraft

Ffrllt wird aus der Verzerrungsenergiefunktion abgeleitet:
ow(C) oC 1 oC
FA - A — L — g — [ —
Bo Bo
"node (2132)

=> / N, - SSk N dVq”

B=1 Bo
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Die hamiltonschen Bewegungsgleichungen (2.13) lauten damit in der semidiskre-
ten Form fiir einen Knoten A:

"node

q‘t=) Mip”
B=1

pA = _(F?xt + Fﬁt)

(2.133)

Erhaltungseigenschaften Das semi-diskrete System (Gleichungen (2.133)) ist
impuls-/drehimpuls- und energieerhaltend, unter der Voraussetzung dass F4, = 0
gilt. Der Nachweis erfolgte bereits in Abschnitt 2.1.3 mittels des diskreten Pha-
senraumvektor z = (q, p) € R?". Eine dquivalente Darstellung der Erhaltungsei-
genschaften semi-diskreter Systeme ist in Betsch & Steinmann [18] gegeben und

wird hier vorgestellt.

Impulsbilanz Der Gesamtimpuls des semi-diskreten Systems ist nach Gleichung
(2.95) und (2.127) in Verbindung mit Gleichung (2.128) definiert als

"'node

L= /ptvdv => p’ (2.134)
A=1

Bt

Die zeitliche Anderung des Impulses liefert unter Beriicksichtigung von Gleichung
(2.133),:

node "'node

L= Z pA == Z (F?xt + Fﬁt) (2.135)

A=1 A=1

Da die internen Kréfte in ihrer Summe nach auflen keine Wirkung entfalten, d.h.

"'node "node "node
YFL=DY > /VXNA  SWNpq?dV =0 (2.136)
A=1 A=1 B=1 Bo

entspricht die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses der Summe der einwirken-

den externen Krafte:
"node

L=-) Fi (2.137)
A=1

Drehimpulsbilanz  Der Drehimpuls ist nach Gleichung (2.103) definiert als:

"node

J= /q X pyvdu = Z q? x pt (2.138)
2, A=1
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Fiir die zeitlichen Anderung des Drehimpulses gilt in Verbindung mit den Glei-
chungen (2.133) o:

"node "node ™node
J=>la* xp*+a* xp')= D [> Myp® xp* —aq’ x (F4, +Fi)l
A=1 A=1 B=1
"node ™node "node
= YOI MagpP xpt Y /WA-SWBquB < o' —q* x A,
A=1 B=1 B=1 Bo

(2.139)
Aufgrund der Symmetrieen von Mgé und f YNy - S NpdV und der Schief-
Bo

symmetrieen von p? x p? und qf x q? verschwinden die beiden ersten Terme
und es gilt:

"node

J=-> q"xF}, (2.140)
A=1

Energiebilanz Die zeitliche Anderung der Energie entspricht der zeitlichen An-
derung der Hamiltonfunktion:

H(z) = V,H(z) -2 = V,H(z) - JV,H (z) = Q(V,H(z), VH(z) =0 (2.141)

Die Energieerhaltung ist daher eine Folge der Schiefsymmetrie von J.

2.3.2. Diskretisierung in der Zeit

Das Anfangswertproblem ist durch die Bewegungsgleichungen (2.14), in einem
Zeitintervall .# = [0, T mit den Anfangswerten z, = z(ty) gegeben. In einem
Teilabschnitt [t,,, t,11] € S, thy1 —t, = At > 0 besteht die Problemstellung
darin, z,, aus den gegebenen Daten z, € 7Z zu bestimmen; im Weiteren werden
die Definitionen z,, 11 ~ z(t,11), z, ~ z(t,) und Z, 1 = %(zn+zn+1) verwendet.

Die Integration von Gleichung (2.14) liefert nach dem Hauptsatz der Integralrech-
nung folgenden Ausdruck:

tnt1 tn+1
/ zdt =2z, — 2, =1 / \,H (z)dt (2.142)

tn tn

Eine Mittelpunktregel approximiert Gleichung (2.142) zu:

Zpil — Znp N AtJVZH(szr%) (2.143)
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In Verbindung mit Gleichung (2.133) lautet demzufolge das zu 16sende Gleichungs-
system:

N At "node
Api1 — qn -5 Z MAB pn—l—l +pn] =0

B=1
pﬁ—l—l pn + At[ oxt(qn+ 7tn+ ) + F;erlt(qn—l—%)] = O

mit den analog zu z, 1 definierten Mittelpunktskonfigurationen ¢, 4= %(tn +

(2.144)

tpi1) und Uyl = 2(d,, + 9,11 )- Durch Einsetzen von Gleichung (2.144), in Glei-
chung (2.144), erhalten wir die fiir die Implementierung verwendete reduzierte
Form der diskreten hamiltonschen Gleichungen:

9 "'node

At Z MAB qn+1 qn] 2pn+At[ ext(qn—i- ) n-‘r )_I—Flnt(qn-‘r )] :0 (2145)
B=1

Erhaltungseigenschaften Unter der Voraussetzung, dass keine externen Krifte
und Momente einwirken, muss fiir einen diskreten Zeitschritt ¢,, — t,,1 sowohl
fiir den Impuls als auch fiir den Drehimpuls folgende Bedingung gelten (vgl. Simo
et al. [90] und Simo & Tarnow [89]):

L,1=L, und J,.1=1J, (2.146)

Das verwendete Integrationsverfahren wird im Allgemeinen keine algorithmische
Energieerhaltung in dem Sinn gewéhrleisten, so dass

Epi1 = E, (2.147)

fiir einen beliebigen Zeitschritt ¢, — t,,+1 Giiltigkeit besitzt. Im Folgenden werden
daher die notwendigen Bedingungen, die fiir eine algorithmische Energieerhaltung
des diskreten Systems erfiillt sein miissen, vorgestellt.

Ausgehend von Noethers Theorem, nachdem Je(z) fiir jedes beliebige Liealgebra-
element £ eine Erhaltungsgrofie darstellt, iibertragen wir Gleichung (2.44) auf den
zeitlich diskreten Fall:

C Jele) = Vi(z) -

tnt1 . tn+1
<~ / Jf(Z) dt = VZJS(Z) -z dt
i t”;n+1
o Jetm) = Je(zm) = / £,(z) - Jadi (2.148)
t7l
tn+1
& Jeloner) = Jem) = [ &a(a) () d
t7l

& Jean) = Jelm) = = [ &5la)- ()
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Zum Nachweis der einzelnen Erhaltungseigenschaften setzen wir nach Abschnitt
2.1.3 die entsprechenden Symmetriegruppen ein.

Impulserhaltung Einsetzen von Gleichung (2.45); fiir den infinitesimalen Er-
zeuger liefert:

Je(Tni1) — Je(z) = — / " (€,0) VH () dt
—¢. / " (2.149)

=& (Ppy1 — Pn)

Unter der Voraussetzung, dass keine externen Kréfte einwirken, gilt in Verbindung
mit Gleichung (2.1445):

Je(Zn41) — Je(2n) = § - AtFin(qy,, 1) (2.150)

Ein Vergleich mit Gleichung (2.47) und (2.136) zeigt, dass

"'node

J(Zn1) — I(z,) = At Z Fﬁt(qn—l—%) =0 (2.151)
A=1

der Gesamtimpuls unabhéngig von der Zeitschrittweite erhalten bleibt.

Drehimpulserhaltung Einsetzen von Gleichung (2.49); fiir den infinitesimalen
Erzeuger in Gleichung (2.148)5 liefert:

Je(Zr) — Je(z) = — / "Eoqéop) H()dt

- [ow p-op)aa 21y

Es ergibt sich wiederum unter der Voraussetzung, dass keine externen Kréfte
wirken, in Verbindung mit Gleichung (2.52) folgendes:

tn+1 'node
Tem) ~ Jem) =€ [ 3 @t xptratxpd (215)
A=1

Damit folgt fiir den Drehimpuls:

thrl”node

T —Jn= [ D (@ xp* +q* x p']dt (2.154)

P A=l
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Einsetzen von Gleichung (2.133) und Beriicksichtigung von Gleichung (2.144) er-
gibt fiir die Drehimpulsbilanz:

tn+1
"nnode Mnode

T —=Ju= [ DD Mup” xp* —q* x p*]dt (2.155)
n A=1 B=1
tn+1

"node
=-> / q’ x FA (q)dt (2.156)

A=1 [

Die Abwesenheit externer Kréifte und Momente wurde wiederum vorausgesetzt.
Ein Vergleich mit Gleichung (2.132) zeigt, dass der Drehimpuls fiir die Mittel-
punktsregel eine Erhaltungsgrofie darstellt.

Bedingungen fiir die Energieerhaltung FEinsetzen von Gleichung (2.54)3 fiir
den infinitesimalen Erzeuger in Gleichung (2.148)5 liefert:

T(2n1) — J(2,) = /t " H () - par (2.157)

Die Erhaltungsgrofie J entspricht der Gesamtenergie, représentiert durch die Ha-
miltonfunktion H. Fiir die nach Gleichung (2.143) approximierte Grofie folgt

H(zp41) — H(2zn) = VZH(Zn—i-%) (Zng1 — 2Zn) (2.158)

Die Gesamtenergie des Systems ist damit eine von der Approximationsgiite ab-
héngige Grofle.

2.4. Mechanische Integratoren

Aside from their physical and mathematical significance, from a numerical analy-
sis standpoint conserved quantities often lead to enhanced numerical stability.
Simo et al. [90], Introduction

Die gezeigte Mittelpunktsregel besitzt algorithmische Impuls- und Drehimpul-
serhaltungseigenschaften, versagt aber im Allgemeinen fiir das Energiekriterium.
Da die kinetische Energie quadratisch im Phasenraum 7 definiert ist, wird unter
der Voraussetzung einer konfigurationsunabhéngigen Massenmatrix, Gleichung
(2.144); exakt integriert, so dass der Integrationsfehler der Mittelpunktsregel aus
der Integration des Gradienten der potentiellen Energie in Gleichung (2.144), re-
sultiert. Korrekturen konnen prinzipiell sowohl auf Gleichung (2.144); als auch auf
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Gleichung (2.144), angewandt werden. Da sich das Gleichungssystem (2.144) auf-
grund der konfigurationsunabhéngigen Massenmatrix reduzieren 148t (vgl. Glei-
chung (2.145)) und damit der Impuls zum Zeitpunkt ¢,,1 erst in einem Nach-
laufschritt bestimmt wird, entspricht eine Korrektur der Gleichung (2.144); einer
Predictor/Korrektor Vorgehensweise (vgl. Simo et al. [90]). Eine Korrektur der
Gleichung (2.144), wurde u.a. in Gonzalez [28, 29, 31], Gonzalez & Simo [32] und
Betsch & Steinmann [17, 18] vorgestellt. Dabei erfolgt eine Modifikation des den
Integrationsfehler verursachenden Gradienten, der im Weiteren in der modifizier-
ten Form , diskreter Gradient* genannt wird.

2.4.1. Impuls Update

Das Verfahren nach Simo et al. [90] stellt eine explizite Projektion des Phasen-
raums Z auf die Ebene konstanter Energie dar. Im Predictor-Schritt wird eine
unmodifizierte Mittelpunktsregel angewendet, die konstruktionsbedingt Impuls-
und Drehimpulserhaltende Ergebnisse, gekennzeichnet mit {®} liefert. Der Impuls
berechnet sich nach der Auswertung von Gleichung (2.145) mit:

. 2 ~

Im Korrektor Schritt wird ein zusétzlicher Term p, eingefiihrt:

pn+1 = ﬁn—i—l + pc7 qn+1 = Ein+1 (2160)

Eine algorithmische Erhaltung des Impulses respektive Drehimpulses erfolgt unter
den Bedingungen:

"node "node

dopl=0, > qi,xpl=0 (2.161)
A=1 A=1

Fiir die Energiebilanz betrachten wir die Auswirkungen von p, auf den kinetischen
Anteil der Energie K:

1 . .
Kpy = i(pn-i-l +p.) M 1(pn+1 +p,.)

1 L ) 1. e
= 5P M 7'p, B,y - M Dot Syt M By (2.162)

1 _ _ _ ~
- §pc M 1pc + Ppt1- M 1pc + KTL+1

Unter der Annahme, dass keine externen Krifte einwirken, lautet die Bedingung
fiir Energieerhaltung;:

Hn+1 - Hn = Kn—l—l - Kn + ‘/intn—l—l - ‘/intn =0 (2163>
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Eingesetzt in Gleichung (2.162) folgt:
0.5p, - M™'p, + P,y - M 'p, + (Hoy1 — Hy) =0 (2.164)

Da die Gesamtenergie des Systems ein Skalarwert ist, reicht ein skalarwertiger
Korrekturfaktor s aus. In Simo et al. [90] wird der Gradient des inneren Potentials
zur Konstruktion von p,. verwendet:

P, = £V Vintns1 (2.165)

da dieser nach Gleichung (2.136) und (2.140) die Bedingungen nach Gleichung
(2.161); und (2.161), erfiillt. Es folgt das quadratische Gleichungssystem

1~ i~ N L~ ~
5 (YaVinini1-M N Vintns1)E2 4+ (Brr M N Vinena1 )6+ (Hpy1 —H,) = 0 (2.166)

Diese quadratische Gleichung besitzt reelle Losungen, wenn die Diskriminante
grofler oder gleich Null ist. Dabei signalisiert eine Diskriminante kleiner Null ein
Ansteigen der Energie, was durch die gezeigte explizite Projektion nicht korri-
giert werden kann. Die Mittelpunktsregel ist ein Verfahren mit einer Genauigkeit
von zweiter Ordnung in der Zeit. Die Projektion veréndert die Genauigkeit der
im Prediktorschritt durchgefiihrte Mittelpunktsregel auf ein Verfahren erster Or-
dung, wie in Simo et al. [90] und in Laursen & Love [62] dargelegt ist.

2.4.2. Diskreter Gradient

Ausgehend von der hamiltonschen Gleichung (2.14): z = Xpy(z) wurde in Ab-
schnitt 2.1.3 gezeigt, dass die Hamiltonfunktion eine Erhaltungsgrofie und damit
ein erstes Integral von Gleichung (2.14) ist, d.h.

H(z(t)) = H(z(0)) Ytel0,T] (2.167)
Gleichung (2.167) entspricht der Orthogonalitdtsbedingung
H=VH -2=N}H Xy(z)=0 (2.168)
Die Integration von Gleichung (2.14) liefert:
Zoni1 — Zn = At Xy (Zn, 2p1) = AINH (20, Zns 1) (2.169)

Eingesetzt in die integrale Form von Gleichung (2.168) folgt als Bedingung fiir
die Energieerhaltung in Verbindung mit Gleichung (2.158):

H(zpy1) — H(zy) = VH (20, Zns1)(Zni1 — 2) = 0 (2.170)
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Der diskrete Gradient - zur besseren Kennzeichnung im Folgenden mit V darge-
stellt, wird nach Gonzalez [28] definiert als:

VZH(ZTM Zn+1) = VZH(Zn—i-%)
H() — Hlo) = GH () - (i1 — )

[(Zn 41 —2z) 12

(Zn+1 - Zn)

(2.171)
Die Aquivalenz zur Aussage in Gleichung (2.170) kann durch Multiplikation des
diskreten Gradienten mit (z,.; — z,) nachgewiesen werden:

Vo H (20, 2011) (2041 — 20) = VH(2,,1) (2041 — 20)
H(zp41) — H(2zp) — VZH(Zn-i-%) (Zng1 — 2Zn) 9
P (Zn+1 - Z”)
[(Znt1 — 20) ||

= H(zp11) — H(z) (2.172)

und
VZH(ZW Zni1)(Zna1 — Zn) = AtVZH(zn, zn+1)JvzH(zn, Zny1) =0 (2.173)

Der diskrete Gradient, definiert nach Gleichung (2.171), erhilt somit algorith-
misch die Hamilitonfunktion. Im Allgemeinen verliert das System durch den dis-
kreten Gradienten die Drehimpulserhaltung, da der Term (z,.; — z,) nicht in-
variant gegen die Einwirkung einer Rotationsgruppe ist. Daher definieren wir als
néchstes den diskreten Gradienten fiir Lie-Gruppen invariante Funktionen.

G-dquivarianter diskreter Gradient Ein G-dquivarianter diskreter Gradient ei-
ner glatten Funktion f : Z — R ist eine Abbildung Vf : Z x Z — R" der unter
einer Wirkung @ (vgl. Gleichung (2.20)) folgende Eigenschaften aufweift:

1. Aquivarianz

T f (@(2,), B(2041)) = [V (2, )] 7 - Vf (2, Za1) VO, € G (2174)

2. Orthogonalitét o
vZf(va ZTL+1> ! £Z(Zn+%) = 0 (2175)

Der Nachweis und die Auswirkungen der beiden Eigenschaften sind in Gonzalez
28, 29] ausfiihrlich dargelegt und sollen hier am konkreten Beispiel fiir die Kon-
stuktion eines G-dquivarianten diskreten Gradientens durchgefiihrt werden. Dazu
erfolgt eine Reparametrisierung von H mithilfe maximal quadratischer Invarian-
ten m; : Z — R, die aus Elementen der Mengen

S(z) = {llya-y5l* 1 <A< B < npode, ya € A, Pal} (2.176)
T(z) = {det(y4,¥5), 1 <A< B < Npode, Y4 € [da,Pal} (2.177)
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in Ubereinstimmung mit dem Cauchyschen Darstellungstheorem aufgebaut sind
(vgl. Betsch & Hesch [14], Truesdell & Noll [97]). Gleichung (2.177) ist giiltig
fiir ngym = 2, die Darstellung in héher dimensionalen Rdumen erfordert eine ent-
sprechende Anpassung des Argumentes der Determinante. Die Reparametrisie-
rung der Hamiltonfunktion erfolgt mithilfe des Vektors der Invarianten m(z) =
(71(2), ..., ma(2z)] T N

H(z) = H(w(z)) (2.178)

Entsprechend der Kettenregel erfolgt nun die Definition eines G-adquivarianten
diskreten Gradienten:

N H (2, 7011) = N (2, 1) N H (70 (2,), 0 (2011) (2.179)

}N[(Trn-i-l) - ﬁ(ﬂ'n) - vﬂ’ﬁ(ﬂ-n—i-%) (g1 — )

[CerIE (s =)
(2.180)
und .
Tl = 5(7‘&'”“ + ) (2.181)

Definitionsbedingt sind die Invarianten maximal quadratisch und es gilt:
N (2, Zng 1) = Vzﬂ'(szr%) (2.182)

Die Aquivarianz des diskreten Gradienten nach Gleichung (2.179) ist eine Folge
der Invarianz von 7, d.h. 7(®4(z)) = 7(z), hieraus folgt:

Vrn(®y(2)) = V() - [Vy(z)] (2.183)

Eingesetzt in Gleichung (2.179) zeigt die Aquivarianz im Sinne von Gleichung
(2.174):

(7 (Pg(2n)), 7(Pg(2n41)) - VI (Pg(2,11))
(1(22), 7 (011)) - e (201 - [Ny (2,001)]

= [vzq)g(ZnJr%)]_TvzH(Zm Zni1)

(2.184)

Zum Nachweis der Orthogonalitéitbedingung (Gleichung (2.175)) wird wiederum
die Invarianz von 7 ausgenutzt:

d

0= - T(Pe(pele),2))l—0 = Vim(2) - €4(2) (2.185)
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Impuls- /Drehimpulserhaltung Die Anwendung des Hauptsatzes der Integral-
rechnung auf eine Impulsabbildung zeigt

tn+1
Tetn) = Jelzn) = [ Nidela) i
tn

= €Z(Zn+%) J(Znt1 — Zn)
= €2(2,41) - AN H (2, 2041) (2.186)
= _AtvzH(zm Zn—l-l) ! £Z(Zn+%)

= —Atﬁﬁ(ﬂ'(zn), 7T(Zn+1)) ’ Vzﬂ-(zn—l—%)ﬁZ(zn—l—%)
=0
Das Einsetzen der Symmetriegruppen nach Gleichung (2.45) und (2.49) zeigt so-

wohl die algorithmische Erhaltung des Impulses als auch die algorithmische Er-
haltung des Drehimpulses.

Energieerhaltung Nach Gleichung (2.170) erhalten wir (vgl. Betsch & Hesch
[14]):

NLH (Z; Zng1) * (Zng1 — 2Zn) = ﬁ

(2.187)
Durch Einsetzen von Gleichung (2.169) folgt aufgrund der Schiefsymmetrie von
J:

VZH(ZM Zni1) * (Zpe1 — 2p) = AtVZH(zn, Zni1) -JvzH(zn, Zni1) =0 (2.188)

Ein Vergleich von Gleichung (2.187) und (2.188) liefert H(z,1) = H(z,), woraus
die algorithmischen Erhaltung der Energie folgt.

Algorithmische Spannungsberechnung Als Beispiel einer G-dquivarianter Dar-
stellung soll die algorithmische Spannungsberechnung dienen. Fiir den Gradienten
der diskreten Verzerrungsenergiefunktion gilt nach Gleichung (2.132):

(a) = / WgéC) gf dv (2.189)

Bo
mit dem 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor S:

oW (C)

S(C) = 27—

(2.190)
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Wie in den Gleichungen (2.64) und (2.64) dargelegt, sind die Komponenten des
Cauchy-Green-Tensors C sowohl translations- als auch rotationsinvariant. Zur
Darstellung des Invariantenvektor 7t in der Mittelpunktskonfiguration eignet sich
die Voigtsche Notation:

- Cn((ﬁr%)
W(Clay1)) = Wim(ann). mlal,y) = | Calal ) (2.191)
2C12(ay, 1)

Durch die Einfithrung des diskreten Gradientens nach Gleichung (2.180) erhalt
man:

_ W (m, —Wﬂ'n —%Wﬂ'nl (T — T,
= QVWW(W,H_%)—O—Q ( +1) ( ) ( ||—;2) ( - )(T‘-n-i-l_ﬂ-n)

(2.192)

(11

(i1 — 70)

mit den algorithmischen Spannungen = (vgl. Gonzalez [31]).
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3. Zwangsbedingungen

3.1. Eigenschaften von Zwangsbedingungen

Mechanische Systeme, die Zwangsbedinungen beinhalten, erfahren eine Einschrén-
kung ihrer Dimensionen (Marsden & Ratiu [66]). Zwangsbedingungen gliedern
sich allgemein in 2 Klassen: Holonome Zwangsbedingungen stellen Bedingun-
gen an den Konfigurationsraum V, nichtholonome Zwangsbedingungnen stellen
Bedingungen an den Geschwindigkeitsphasenraum TV. Kontakt-Zwangsbedin-
gungen konnen als geometrische Einschrénkung des Konfigurationsraums inter-
pretiert werden und gehoren damit zu den holonomen Zwangsbedingungen der
Form

®(q)=0, P,:R"—R (3.1)

Sie schrinken einen n-dimensionalen Konfigurationsraum V = R” bei einer An-
zahl von m Zwangsbedingungen auf einen n—m dimensionalen Unterraum @ C V,
mit Q = R"™™ ein (vgl. Betsch [11]). Die damit erfolgte Einschriankung des Tan-
gentenbiindels T'Q) C T'V schriankt demzufolge die Lagrangefunktion L : TV — R
auf Ly : TQ — R bzw. die Hamiltonfunktion H : 7"V — R auf H : T"Q — R

eln.

Zwangsbedingungen werden in der Regel auf zwei unterschiedlichen Wegen einge-
fordert: Entweder durch eine Regularisierung, im Folgenden anhand der Penalty-
Methode dargelegt, oder durch die Einfiihrung von lagrangeschen Multiplikatoren.
Diverse Mischformen beider Methoden sind ebenfalls bekannt, exemplarisch wird
die augmented Lagrange Formulierung vorgestellt, da sie haufig in der Kontakt-
Mechanik Anwendung findet (vgl. Laursen [58]). Fiir ein konservatives System
gilt die Annahme der Energieerhaltung auch fiir das um holonome Zwangsbe-
dingungen erweiterte System, da die Zwangskréfte im skleronomen Fall keine
Arbeit leisten. Daher betrachten wir den Einflul der verschiedenen Verfahren auf
die Energiebilanz. Impuls- und Drehimpulserhaltung héngen von der jeweiligen
Zwangsbedingung ab. Sofern die Zwangsbedingungen weder den Impuls noch den
Drehimpuls beeinflussen, stellen sie eine einfache Erweiterung des Potentials dar.
Damit héngen die Erhaltungseigenschaften wiederum von dem eingesetzen Verfah-
ren zur Diskretisierung des Systems ab (vgl. Kapitel 2.3). In Abschnitt 3.1.4 wer-
den verschiedene Moglichkeiten eingebracht, das um die lagrangeschen Multipli-
katoren erweiterte Sattelpunktsystem nachtraglich auf ein Minimierungsproblem
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zu reduzieren. In Kapitel 3.2 werden schliellich impuls- respektiv drehimpuls- so-
wie energieerhaltende Verfahren fiir allgemeine, nichtlineare Zwangsbedingungen
vorgestellt.

3.1.1. Penalty-Methode

Fiir die um Zwangsbedingungen erweiterte Hamiltonfunktion gilt:

H.(q.p) = H(a.p) + 5| ®(a)|’ (3:2)

Dabei ist € ein vorgegebener Penalty-Parameter. Die Herleitung der hamiltonschen
Gleichungen (vgl. Abschnitt 2.1.2) findet dquivalente Anwendung;:

q=M"-p
p=-VYV(q) —&®(q) VP(q) (3.3)

Der Einsatz eines direkten Gleichungslosers zur Losung des aus dem Newton-
Verfahren resultierenden Gleichungssystems ist moglich, obwohl haufig die Zwangs-
bedingung iterativ bis zur Erfiillung eines vordefinierten Konvergenzkriteriums
angendhert wird. Der Iterationsparameter ¢ ist dabei eine monoton wachsende
Folge positiver Penalty-Parameter, wobei € — oo fiir £ — oo gilt. Es gilt dabei zu
beachten, dass die Konditionszahl der Systemmatrix mit einem Vielfachen von e
wiichst (vgl. Benzi et al. [8]). Zur Gewihrleistung der Energieerhaltung muss die
zeitliche Anderung der Hamiltonfunktion gleich Null sein:

d
—H = 4
1z (a,p) =0 (3.4)
Hierbei stellt
1 -
H(q,p) = 5p-M " p+V(q) (3.5)

die totale Energie des Systems mit Zwangsbedingungen dar. Mithilfe der Ketten-
regel folgt fiir die zeitliche Anderung der erweiterte Hamilton-Funktion:

d oOH OH

R = — - — 7 @ ° @ :
dtHE(q, P) 8qq+ app+ek (@) - Vy®(q)q 56
d .
= EH(q, p) +&®(q) - V,P(q)q

Energieerhaltung ist daher nur im Grenzfall fir ®(q) = 0 korrelierend mit der
Bedingung ¢ — oo gewéhrleistet. Somit erhélt das Penalty-Verfahren im Allge-
meinen nicht die Energie.
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3.1.2. Lagrangesche Multiplikatoren

Die Einfithrung von lagrangeschen Multiplikatoren A als eigenstédndige Variablen
des Systems wird durch die erweiterte Hamilton-Funktion beschrieben:

H(q,p,A) = Ha(q,p) = H(q,p) + - ®(q) (3.7)

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen in Abhéngigkeit von holonomen Zwangs-
bedingungen fiihrt auf einen Satz von differential-algebraischen Gleichungen (sog.
DAEs) mit einem Differential-Index 3 (vgl. Eich-Soellner & Fiihrer [22]):

q=M"p
p=-VV(a) - X Y®(q) (3.8)
0=®(q)

Das resultierende Sattelpunktproblem ist im Allgemeinen sehr schlecht kondi-
tioniert (vgl. Benzi et al. [8], Abschnitt 3.1.4). Die Verwendung eines direkten
Gleichungslosers ist moglich; zudem werden die Zwangsbedingungen im Rahmen
des Abbruchkriteriums des Newton-Verfahrens exakt erfiillt.

Die totale Energie von konservativen Systemen mit holonomen Zwangsbedingun-
gen dndert sich nicht mit der Zeit:

oOH OH | oP

Tt I p A =0 3.9
8qq+8pp+ g (3.9)
d d
—H — P = 1
= 1 (q,p)+>\dt 0 (3.10)

Da die Zwangsbedingungen nach Gleichung (3.8) exakt erfiillt werden, ist auch
deren zeitliche Anderung gleich null. Die Erhaltung der totalen Energie im kon-
tinuierlichen ist daher eine Folge der Konsistenzforderung an Zwangsbedingun-
gen.

3.1.3. Augmented-Lagrange-Methode

Als Beispiel fiir eine Mischform zwischen Penalty-Verfahren und der Methode
der lagrangeschen Multiplikatoren (vgl. Wriggers [106]) wird hier die augmented
Lagrange Methode unter Verwendung des Algorithmus von Uzawa vorgestellt.
Diese Vorgehensweise findet u.a. im Bereich der Fluid-Dynamik (vgl. Benzi et al.
[8]), aber auch in der Kontaktmechanik (vgl. Laursen & Chawla [60], Laursen
& Love [62]) hdufig Verwendung. Die erweiterte Hamiltonfunktion wird definiert
als:

H.(a,p) = H(a.p) + 5|1 8(a)]* + Ac - 8(q) (3.11)
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exakter Wert

=Y

Abbildung 3.1.: Update des lagrangeschen Multiplikators

Ein Zwei-Schritt Algorithmus zur Losung dieser, im Allgemeinen nichtlinearen
Problemstellung ist in Nour-Omid & Wriggers [72] zu finden. Da das nichtlineare
Gleichungssystem mithilfe eines Newton-Verfahrens iterativ gelost wird, Ay aber
ebenfalls iterativ, im Gegensatz zur Vorgehensweise in Abschnitt 3.1.2 aber nicht
innerhalb des gleichen Newton-Verfahrens, bestimmt wird, miissen zwei iterative
Verfahren gekoppelt werden. Beide Iterationen kénnen entweder gleichzeitig aus-
gefiithrt werden, oder es erfolgt zuerst die Losung des nichtlinearen Gleichungssy-
stems, gefolgt von einem Update der lagrangeschen Multiplikatoren (vgl. Simo &
Laursen [88]):

1) Initialisiere Aq
2) Iterations-Schleife:

I) Zu l6sen ist das nichtlineare System in einer inneren Schleife bis das
zugehorige Konvergenzkriterium erreicht wurde:

g=M"p

b— WVl - @@V - A G

IT) Iterationsupdate, bis das Konvergenzkriterium ||®|| < TOL erreicht wur-
de:
)\k+1 = Ak + E(I)k—l—l (313)

Der Parameter ¢ hat eine doppelte Funktion: Zum FEinen als Penalty Parameter
in Gleichung (3.12), zum anderen stellt er den Relaxationsparameter des iterati-
ven Losungsverfahrens dar. Der schematische Iterationsprozess des lagrangeschen
Multiplikators folgt dem in Bild 3.1 gezeigten Verlauf (vgl. Wriggers [106]). Der
Vorteil des Verfahrens liegt in der Entkopplung des algebraischen Anteils des Sat-
telpunktproblems, das bei der Verwendung lagrangescher Multiplikatoren entsteht
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(vgl. Abschnitt 3.1.4). Die Zwangsbedingungen werden im Rahmen des Konver-
genzkriteriums des iterativen Verfahrens erfiillt. Der verwendete Penalty Parame-
ter muss dabei zwei Forderungen aufgrund seiner doppelten Funktion gentigen:

e Er darf die Konditionszahl der Systemmatrix nicht soweit verschlechtern,
dass das System nicht mehr 16sbar ist,

e cr darf die Konvergenz des iterativen Verfahrens nicht gefdhrden.

Die Konvergenzkriterien fiir den Algorithmus von Uzawa konnen fiir ein lineares
System einfach hergeleitet werden, da der Algorithmus in diesem Fall einem sta-
tiondren Richardson-Verfahren entspricht (vgl. Benzi et al. [8]). Das Richardson-
Verfahren konvergiert, wenn fiir den Relaxationsparameter e € [0,2/p] gilt, wobei
p der grofite Eigenwert des Schur-Komplements darstellt (vgl. Quarteroni et al.
[80]). Fiir die Wahl des Penalty Parameters muss demzufolge zwischen der Kondi-
tion der Systemmatrix und der Konvergenz-Rate abgewogen werden. Die Einord-
nung des Algorithmus von Uzawa in eine Reihe von iterativen Verfahren ist in Li
et al. [64] untersucht worden, detaillierte Informationen und Konvergenzstudien
finden sich in Golub et al. [27].

3.1.4. Sattelpunktsysteme

Das Gleichungssystem, das in jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens ge-

16st wird, hat die Struktur
A B"|[Aq] [R
o o)1) a0

A=YR; B=WR; C=Vd (3.15)

mit

und dem zu losenden Residuum R, entsprechend der diskreten Form der Glei-
chungen (3.8); und (3.8)2 nach Abschnitt 2.3.2 bzw. Kapitel 3.2. Die Matrix in
Gleichung (3.14) ist symmetrisch, d.h. B = C, falls R und ® nach der vollstindi-
gen Diskretisierung zum gleichen Zeitpunkt ausgewertet werden. Der Begriff des

Sattelpunktes erklart sich dadurch, dass fiir jede Losung a, 1*), ;\ der Gleichungen
(3.8) folgende Bedingung erfiillt sein muss (vgl. Benzi et al. [8]):

* *

H(q,p,A) < H(q,p,A) < H(q, p, \) (3.16)

Zusétzlich wird gefordert, dass @ ... ®,, nicht ineinander iiberfithrbar sind, bzw.
B = V,® vollen (Spalten-) Rang hat:

rank(B) =m (3.17)
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Ist A symmetrisch und positiv definit und hat mindestens den Rang n — m gilt:
Die Matrix ist nicht-singulér, wenn

ker(A) Nker(B) = {0} (3.18)

gilt. Ist die Matrix nicht singulér, kann unter Umstédnden die numerische Losung
des linearen Gleichungssystems dennoch nicht moéglich sein. Zur Abschitzung der
Losbarkeit eines Problems dient die Konditionszahl. Die Konditionszahl ist da-
bei ein Maf fiir die Sensitivitdt einer Matrix gegeniiber Rundungsfehlern (vgl.
Strang [93]). Die allgemein sehr schlechte Konditionszahl von Sattelpunktspro-
blemen beeinflusst das Konvergenzverhalten iterativer Gleichungsloser negativ,
da die Konvergenzgeschwindigkeit durch den Spektralradius |p|max der Iterations-
matrix bestimmt wird.

Holonome Zwangsbedinungen, die unter Verwendung lagrangescher Multiplikato-
ren eingebunden werden, erzeugen Abhéngigkeiten zwischen einzelnen Freiheits-
graden. In der analytischen Mechanik ist es dabei iiblich, mit einem minimalen
Satz von (n — m) generalisierter Koordinaten zu arbeiten (vgl. u.a. Meirovitch
[68], Laursen [59]). Da die Einfiihrung sinnvoller generalisierter Koordinaten nur
fiir verhéltnismafBig einfache Systeme moglich ist, muss fiir allgemeine Mecha-
nische Systeme mit Zwangsbedingungen das Sattelpunktproblem mit (m + n)
Koordinaten aufgestellt werden. Eine nachtrégliche Reduktion der redundanten
Koordinaten kann entweder durch eine Kondensation (vgl. Simo & Armero [85],
Kasper & Taylor [50], Wriggers [106], Wohlmuth & Krause [102], Wohlmuth &
Lamichhane [103]) oder mithilfe einer diskreten Nullraummatrix (vgl. Betsch [12],
Betsch [13], Betsch & Leyendecker [15], Benzi et al. [8]) erfolgen.

Nullraum-Methode Ausgehend von der diskreten Gleichung (3.14) wird eine
n X (n —m) Matrix P gesucht, die der Bedingung

range(P) = null(B) (3.19)
geniigt. Damit folgt:
BP =0 (3.20)

womit P die diskrete Nullraummatrix zu B ist. Aus der Forderung nach zeitlicher
Konsistenz der Zwangsbedingungen folgt, dass die Zeitableitung der Zwangsbe-
dingung null ist, bzw. nach der Kettenregel

B(a)g = 0 (3.21)

Da der Geschwindigkeitsvektor q auf den Tangentenraum 7,V C R" beschrénkt
ist, gilt
T,V = null(B) (3.22)

Gleichung (3.21) ist ein moglicher Ausgangspunkt fiir die Herleitung einer explizit
berechneten Nullraummatrix (vgl. Betsch [12]). Ist eine explizite Darstellung nicht
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moglich, kann P auch numerisch entweder mittels einer QR-Zerlegung oder durch
eine Eigenwert-Zerlegung von B erzeugt werden. Vormultiplizieren von P auf

Gleichung (3.14); liefert:
PTA PR
P aa= |75 (3.23)

Eine weitere Reduktion des Systems kann mithilfe generalisierter Koordinaten
u erfolgen. Dabei wird die Existenz der Abbildung F : R"™™ — R™ unter der
Bedingung vorausgesetzt, dass

q=F(u) VqeV,ueQ (3.24)

Die Ableitung V,F(u) ist wiederum eine diskrete Nullraummatrix, die gegebenen-
falls auch numerisch bestimmt werden muss. Numerisch bestimmte generalisierte
Koordinaten besitzen allerdings keinen physikalischen Bezug mehr. Daher ist fiir
eine Interpretation der Ergebnisse eine Nachlaufrechnung zur Bestimmung der
urspriinglichen Freiheitsgrade notwendig.

Kondensation Die hier verwendeten holonomen Zwangsbedingungen beschrei-
ben geometrische Abhéngigkeiten zwischen den verschiedenen Freiheitsgraden;
z.B. werden im Kontaktfall die Oberflichenfreiheitsgrade eines Korpers q,, in
Abhéngigkeit von den Oberflichenfreiheitsgraden der am Kontakt beteiligten
Korpers q, gebracht. Bezeichnen des Weiteren q, alle Freiheitsgrade, die nicht
in die Zwangsbedingungen eingebunden sind, kann das Sattelpunktproblem aus
Gleichung (3.14) wie folgt aufgeschliisselt werden:

A Ay Ay O Ag; R,
Asi Asm Ass D Aqs - Rs (325)
0 T K ©0 AX ®

Prinzipiell kénnen q,, und q, beliebig aus der Menge aller von den Zwangsbedin-
gungen eingebundenen Freiheitsgrade gewéhlt werden, vorausgesetzt die Matrix
D ist quadratisch und hat vollen Rang:

rank(D) = rank(B) =m (3.26)

Die dritte Zeile aus Gleichung (3.25) kann zur expliziten Darstellung der lagran-
geschen Multiplikatoren genutzt werden:

AN =D 'R, - AyAq; — A, Aq, — Ay Aqy) (3.27)

Dies setzt die geforderte Invertierbarkeit von D voraussetzt. Um zur urspriing-
lichen Darstellung aus Gleichung (3.14) zuriickzukehren, wird die Matrix W =
[0, 0, D] eingefiihrt:

AN=W(R - AAq) (3.28)
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Das Einsetzen von Gleichung (3.28) in Gleichung (3.14) fiihrt nach kurzem Um-
formen zu folgender Gleichung;:

(3.29)

[(I — BEWT)A] Aq = {(I - B;WT)R}

wobei I eine Einheitsmatrix ist. Ein Vergleich von Gleichung (3.29) und (3.14)
zeigt, dass (I-BT"WT)B” = 0 gilt, und damit (I-B*W?*) = P” cin Element von
ker(B”) ist. P entspricht damit der Definition einer diskreten Nullraummatrix.
Das Gleichungssystem (3.29) ist iiberbestimmt, daher ist eine weitere Reduktion
notwendig. Dies kann durch Vormultiplikation mit der Matrix [I, —AW]? er-
folgen. Im Terminus der FEM (vgl. Jung & Langer [49]) entspricht dies einer

Einschrankung der Testfunktionen. Es folgt fiir eine symmetrische Systemmatrix
(d.h. B=C):

[PAP" - B"W"AWB| Aq = [PR— AW @] (3.30)
Ist die Systemmatrix nicht symmetrisch, folgt:
[PTA - AWC]Aq = [P'R - AW (3.31)

Die statische Kondensation der enhanced modes, wie sie von Simo et al. [86] bzw.
von Kasper & Taylor [51] beschrieben ist, folgt dem gleichen Prinzip.

3.2. Zwangsbedingungen in diskreten Systemen

3.2.1. Gleichheits-Zwangsbedingungen

Fiir die zeitliche Diskretisierung von Gleichung (3.8):

z = JVH

0 (3.32)

wird ein von Betsch & Steinmann [19] entwickelter, Galerkin basierter Ansatz
verwendet. In einem charakteristischen Zeitschritt At = t,,,1 —t,, wird eine lineare
Approximation der Zeit mit:

z"(a) = (1—-0a)z, — az,., Yae[0,1] (3.33)

vorgenommen und an der Stelle @ = 1 ausgewertet. Im Gegensatz zur kontinu-

2
ierlichen Approximation des Phasenraums TV werden die lagrangeschen Multi-

plikatoren als konstant in jedem Zeitschritt angenommen:

M= A\ (3.34)
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Zusammengefasst ergibt sich die sogenannte mized Galerkin (mG(1)) Methode:

Zp41 — Zp = AtJVzH)\(Zna Zn—l—l)
0 - (ﬁ(qn—l—l)

Fiir die um den Term \-® erweiterte Hamiltonfunktion H, gelten die gleichen Er-
haltungseigenschaften fiir den Impuls und den Drehimpuls, analog zur Darstellung
in Abschnitt 2.3.2. Die Bedingungen fiir die Erhaltung der Gesamtenergie werden
entsprechend auf das um die Zwangsbedingungen erweiterte System angewandt,
wobei die Systematik zur Konstruktion Mechanischer Integratoren (Kapitel 2.4)
weiterhin Verwendung findet. Korrekturen konnen demzufolge fiir die Gleichung
(3.8); bzw. fiir die Gleichung (3.8) eingefithrt werden. Zusétzlich besteht die
Mboglichkeit, Modifikationen an der Zwangsbedingung an sich (Gleichung (3.8)3)
durchzufiihren.

(3.35)

3.2.2. Algorithmische Energieerhaltung

Im Folgenden werden verschiedene Moglichkeiten zur Konstruktion energieerhal-
tender Verfahren vorgestellt. Die Auswirkungen auf ein einfaches System beste-
hend aus 2 Massepunkten und einer Feder, die einer nichtlinearen Zwangsbedin-
gung unterliegen, ist im Anhang (Abschnitt A.3) dargelegt.

Modifikation der Zwangsbedingung Die Konstruktion eines Verfahrens zur al-
gorithmischen Erhaltung der Energie durch Modifikation der Zwangsbedingung
wurde erstmalig fiir den Fall reibungsfreien Kontaktes von Laursen & Chawla
[60] vorgestellt. Zeitgleich erschien die Arbeit von Armero & Petocz [2], in der
die gleiche Vorgehensweise anhand einer Penalty-Formulierung eingefiihrt wurde.
Die Anwendung auf Kontaktvorginge mit Reibung ist in Laursen & Chawla [61]
beschrieben. Das Verfahren ist unabhéngig von kontaktspezifischen Algorithmen
und wird im Folgenden fiir allgemeine, nichtlineare und holonome Zwangbedin-
gungen beschrieben.

Ein mit der mG(l)_.Methode ausgewerteter Gradient einer Zwangsbedingung ®*
fithrt zu folgender Anderung in der Energiebilanz:

AHY = N1 V@ (A1) - (Ay — G) (3.36)
d.h. Energieerhaltung folgt unter der Bedingung, dass
V(A1) (Gyr — @) =0 (3.37)

erfiillt wird. Daraus wird eine neue Zwangsbedingung formuliert mit:

R CHEDRCIEY (3:38)
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Da sich der in Gleichung (3.35); einwirkende Gradient nicht verdndert, sondern
nur durch eine Verdnderung in A,,; skaliert wird, bleiben die Impuls- bzw. Dre-
himpulseigenschaften erhalten. Festzuhalten ist allerdings, dass die urspriingliche
Forderung ®4 = 0 nur im Grenzfall fiir At — 0 erfiillt wird.

Impuls-Update Eine explizite Projektion des Phasenraums auf die Ebene kon-
stanter Energie entsprechend der Vorgehensweise in Abschnitt 2.4.1 kann dquiva-
lent auf Systeme mit Zwangsbedingungen Anwendung finden. In der Arbeit von
Laursen & Love [62] wird die Vorgehensweise fiir spezielle Kontakt-Elemente im
Rahmen der NTS-Methode beschrieben. Prinzipiell ist ein einzelner, skalarwer-
tiger Korrekturfaktor fiir die Energiebilanz ausreichend, iiblicherweise wird aber
fiir jede Zwangsbedingung ®* ein separater Korrekturfaktor x* fiir die von der je-
weiligen Zwangsbedingung verursachte Anderung in der Energiebilanz berechnet.
Fiir den Korrektor-Schritt (vgl. Gleichung (2.160)) folgt:

Pt = Puii+ D Pl Qo = A (3.39)
A=1
Zur Erhaltung der urspriinglichen Impuls- bzw. Drehimpulseigenschaften kann
der Gradient der Zwangsbedingung verwendet werden:

p) = 'V (q, 1) (3.40)

Eingesetzt in die Energiebilanz ergibt sich dquivalent zu Gleichung (2.164) eine
quadratische Gleichung;:

%KJAVq‘I)A(QnH)'M_IKA%‘I)A(%H)WLﬁnH‘M_IKA%‘I)A(%H)ﬂL(HnH—Hn) =0

(3.41)
Wie bereits in Abschnitt 2.4.1 gezeigt, ist das Vorhandensein einer reellen Losung
abhéngig von der Diskriminante der quadratischen Gleichung. In Laursen & Love
[59] folgt fiir die verwendeten Kontaktelemente, dass eine reelle Losung vom Vor-
zeichen der Relativgeschwindigkeit beider sich im Kontakt befindlichen Korper,
ausgewertet zur Mittelpunktskonfiguration, abhéngt.

G-aquivarianter diskreter Gradient Die G-dquivariante Darstellung von Zwangs-
bedingungen wird u.a. in Betsch & Steinmann [19] und Betsch [13] verwendet.

Erste Arbeiten zur Anwendung der Methodik auf spezifische Kontakt-Zwangs-

bedingungen (NTS-Methode) finden sich in Hauret & Tallec [39]; aufgrund der

unvollstindigen Aquivarianten-Darstellung allerdings ohne Erhaltung der Dre-

himpulseigenschaften.

Wie in Abschnitt 2.4.2 gezeigt, ist eine Reparametrisierung der erweiterten Ha-
miltonfunktion fiir eine G-dquivariante Darstellung notwendig:

Ha(z) = Ha(m(2)) (3.42)
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Da sich die erweiterte Hamiltonfunktion additiv zusammensetzt, d.h.

H(2) = 50 M7'p+ Via) + A~ B(a) (3.43)

ist ebenfalls die Reparametrisierung der holonomen Zwangsbedingungen notwen-
dig:

®(q) = ®(w(q)) (3.44)
wobei die Invarianten 7m; : V — R wiederum aus den Elementen der Mengen S

und T (vgl. Gleichung (2.176) und (2.177)) aufgebaut werden. Damit folgt fiir
den G-dquivarianten, diskreten Gradienten einer Zwangsbedingung ®4:

VP (A Gsr) = V(1) G0 (m(q,), () (3.45)

mit

G (1, 1) = ()

A a1 A T, —VTE)A 1) (T — 7,
(Tnt1) () (||22) ( )(wn+1—7rn) (3.46)

(g1 — 70)

Die Auswirkungen der drei hier vorgestellten Modifikationen zur Konstruktion
energieerhaltender Verfahren auf ein einfaches Beispiel mit nichtlinearen Zwangs-
bedingungen wird in Anhang A gezeigt.

3.2.3. Ungleichheits-Zwangsbedingungen

Einer der anspruchsvollsten Vorgénge bei Kontakt von nichtlinearen, stark defor-
mierbaren Korpern ist - sowohl von mathematischen Aspekten als auch von der
technischen Implementierung her - die Suche nach der aktuellen Kontaktzone. Die
Suchkriterien fiir aktive Kontakt-Zwangsbedingungen konnen als Ungleichheits-
Zwangsbedingungen, den sog. Karush-Kuhn-Tucker (vgl. Kuhn & Tucker [57])
Bedingungen, ausgedriickt werden. Derartig gelagerte Ungleichheits-Bedingungen
konnen unter Zuhilfenahme von active-set Strategien (vgl. Bergounioux et al. [9]
und Hintermiiller et al. [45]) eingebunden werden. Eine Anwendung dieser Stra-
tegien auf Kontakt-Zwangsbedingungen ist in Wohlmuth & Hiieber [101] bzw. in
Hartmann et al. [38] beschrieben.

Die Zwangsbedingungen in Normalenrichtung ®4 gehen direkt in die Karush-
Kuhn-Tucker Bedingung ein:

Py >0, M <0, Met =0 (3.47)

Angewandt auf einen Kontaktvorgang wird die Forderung A* < 0 dahingehend
interpretiert, dass im Kontaktfall Druck zwischen den beiden Oberflichen beste-
hen muss. Eine Ausdehnung der Grenze in den positiven Bereich kann z.B. zur
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Beschreibung von Adhésionsvorgingen benutzt werden. Die Forderung ®4 > 0
wird geometrisch interpretiert: Es besteht kein Kontakt, falls zwischen beiden
Oberflachen ein Abstand besteht.

Die Problemstellung nach Gleichung (3.47) kann dquivalent als Gleichgewichts-
bedingung ausgedriickt werden:

C(PE, A =0 (3.48)
mit
C(P%, A\ = A\ —max(0, \ + ¢ &%) (3.49)

wobei ¢ > 0 und angemessen hoch ist. Fiir die reformulierte erweiterte Hamilton-
funktion folgt:

Ha(a, p) = H(q,p) + Y _ MC(P3, \Y) (3.50)
A=1

Hieraus werden wiederum entsprechend der Vorgehensweise in Gleichung (3.8) die
hamiltonschen Gleichungen hergeleitet:

g=M"p

p=-NV(q) - V> MC(@y, A\ (3.51)
A=1

0="N3) MC(D4, 1)
A=1
Voraussetzung fiir die Reformulierung in Gleichung (3.48) ist die (komponenten-
weise) Differenzierbarkeit der max-Funktion und die Konvergenz des Verfahrens

(vgl. Chen et al. [21]). Fiir eine beliebige Funktion v — max(0,v) hat der Gradi-
ent V,(max(0,v)) = G(v) nur Eintrdge auf der Hauptdiagonalen:

1if v >
Gu—{t vzl (3.52)
0 if v; <0

Gleichung (3.52) entspricht dabei einer Heavisidefunktion oder Sprungfunktion
von v auf der Hauptdiagonalen. Fiir den Gradienten von C(®4, \4) nach q und
A konnen abhéngig vom Vorzeichen des Argumentes der max-Funktion zwei ver-
schiedene Aussagen definiert werden: Falls das Argument > 0 ist folgt:

V(AO(@y, A1) = G = (W 4 cdy)]) = —ed? - Wy

3.53
VMO (0, M) = —cdy 3:59)
oder, falls das Argument < 0 ist:
MO(@4, A1) = (A M =0]) =0

V(AAC(D4, A1) =204
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Der erste Fall beschreibt die urspriingliche Zwangsbedingung, skaliert um einen
Faktor c. Der zweite Fall entspricht mit der Forderung

M=0 (3.55)

von der Struktur her einer Dirichlet- bzw. essentiellen Randbedingung, angewen-
det auf den lagrangeschen Multiplikator. Die Zwangsbedingung aus Gleichung
(3.48) zerlegt damit die Gruppe aller moglich Zwangsbedingungen S in zwei Un-
tergruppen, einer Aktiven Gruppe A und eine Inaktive Gruppe 7:

A={ieS: N+c- P, <0}; T={ieS:\+c D, >0} (3.56)
Zur Implementierung kann die primal-dual active set Methode verwendet werden,
deren Algorithmus im Folgenden dargestellt ist:
1. Initialisiere A; und 7,
2. Losung des Systems nach den Unbekannten q und A
3. Setze Ap.q und Ty, auf

Ak+1:{268)\2+0®2<0}
776+1:{Z€S)\Z+C(I)ZZO}

4. Abbruch unter der Bedingung A, = A1 und 7, = 7.1, anderenfalls
Initialisierung einer Schleife beginnend mit Schritt 2

Beschreibt nun die Menge N alle Freiheitsgrade, die nicht in den Zwangsbedin-
gungen eingebunden sind, kann das Sattelpunktsproblem aus Gleichung (3.14)
wie folgt aufgeschliisselt werden:

Avy Ant, Ang 000 Aqyy Ry

AN Axyn Asa, 0 By Aqy, | = | Ra, (3.57)
o 0 0 I, 0 AN, Az,

0 0 Cy O O Ady, D,

Die primal-dual active set Methode wurde bisher fiir Kontakt-Probleme mit linea-
rer Elastizitdt und damit max. quadratischen Potentialen und allgemein nichtli-
nearen Zwangsbedingungen angewendet (vgl. Wohlmuth & Hiieber [101]). Unter
diesen Voraussetzungen ist es moglich, den Update der aktiven und inaktiven Sets
nach jedem Iterations-Schritt eines iterativen Gleichungslosers anzuwenden, was
unter der Bezeichnung inexact active-set Strategie bekannt ist.

Bei allgemein nichtlinearen Problemen zeigen sich Instablilitéiten, die eine Konver-
genz der active-set Strategie verhindern. Eine Interpretation der Zwischenergeb-
nisse des Newton-Verfahrens durch die active-set Strategie zeigte in Einzelfillen
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ein periodisches Springen einzelner Elemente zwischen dem aktiven und dem in-
aktiven Set, so dass sich keine Konvergenz des Verfahrens einstellte. Alternativ
dazu kann vor jedem Update das nichtlineare System vollstindig gelost werden.
Dies fiihrt zu einem deutlich hoheren Rechenaufwand, da das nichtlineare System
mindestens zweimal in jedem Zeitschritt durchlaufen werden muss, dafiir ist das
Konvergenzverhalten jedoch stabil.

Die Diskretisierung von Gleichung (3.51) mit der mG(1) Methode entsprechend
Gleichung (3.35) liefert in Verbindung mit einer G-aquivarianten Beschreibung
des diskreten Gradientens nach Gleichung (2.179) und (3.45):

qn—l—l - qn = AtM_ler_%

Pni1 —Pn = At(_qu(qrm qn—l—l) - v01 Z )‘AC(@]I%(qna qn+1)> )‘A)) (358)
A=1

0=VA Y MCO(@N(a,1), A
A=1

Der Algorithmus der active-set Strategie fithrt die Zerlegung der Menge aller
Zwangsbedingungen S in eine aktive Menge A und eine inaktive Menge 7 auf-
grund der Auswertung des Terms C(®4(q,.1), A*) zum Zeitpunkt ¢, durch.
Wird eine Zwangsbedingung ®4 von der inaktiven Gruppe 7 in die aktive Grup-
pe A verlegt, ist die Zwangsbedingung zum Zeitpunkt ¢,, im Allgemeinen nicht
erfiillt. Diese Verletzung der Konsistenzforderung fiithrt nach Gleichung (3.10) zu
einer Anderung in der Energiebilanz. Eine Korrektur ist, wie schon in Abschnitt
3.2.1 gezeigt, wiederum durch Modifikationen in den Gleichungen (3.58)1, (3.58)2
oder (3.58)3 moglich.

3.2.4. Algorithmische Energieerhaltung

Modifikation der Zwangsbedingung Wird eine Modifikation der Zwangsbedin-
gung, wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben, vorgenommen, ist eine weitere Korrektur
nicht notwendig. Die Anderung in der Energie berechnet sich auch fiir inkonsisten-
te Zwangsbedingungen nach Gleichung (3.36), so dass die neue Zwangsbedingung
nach Gleichung (3.38) wiederum die Erhaltung der Gesamtenergie erzwingt. Eine
weitere Moglichkeit zur Modifikation besteht darin, die inkonsistente Zwangsbe-
dingung in eine konsistente umzuwandeln:

2 (d 1) = 2 (Apyy) — () (3.59)

Da @ﬁ eine Konstante fiir den Zeitschritt ¢,, — ¢,,.1 darstellt, bleiben der Gradient
und damit die Impuls- und Drehimpulseigenschaften des urspriinglichen Systems
erhalten.
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Impuls-Update Wird ein Impuls-Update Verfahren, wie in Abschnitt 3.2.2 be-
schrieben, eingesetzt, ist ebenfalls keine weitere Korrektur notwendig. Der mit
Gleichung (3.41) berechnete Korrekturfaktor x* beriicksichtigt auch die durch die
Inkonsistenz verursachte Anderung in der Energiebilanz, da diese in dem Term
H, ., — H, bereits enthalten ist. Das Impuls-Update Verfahren projiziert un-
abhéngig von der Ursache das System auf die Ebene konstanter Energie, sofern
die resultierende quadratische Gleichung eine reelle Losung besitzt.

Modifizierter G-aquivarianter diskreter Gradient Eine G-dquivariante Dar-
stellung des diskreten Gradienten kann dazu verwendet werden, gezielte Ande-
rungen in der Energiebilanz vorzunehmen, ohne in die Impuls- bzw. in die Dre-
himpulsbilanz einzugreifen. In den Arbeiten von Armero & Romero [4, 5] wird eine
entsprechende Formulierung mit dem Ziel, ein dissipatives Zeit-Schrittverfahren
zur stabilen Losung numerisch steifer Systeme mit hoch-frequentem Verhalten,
entwickelt. Ein die Dissipation repréisentierender Term D,, wird hierfiir in den
diskreten Gradienten aus Gleichung (2.180) eingebaut:

ﬁrﬁ(ﬂ-m 7Tn+1) = Vrﬁ(wn_;_%)

ﬁ(ﬂ'n-i-l) - }N[(ﬂ'n) — Dy, — vﬂ’ﬁ(ﬂ-n—i-%) (g1 — )

(3.60)

(g1 — 70)

Eine #quivalente Ubertragung auf den Gradienten der Zwangsbedingungen er-
gibt:
VA (10, 1) = V@A ()
(1) = $A(m,) = Dy = G, y) - (s = )
_'_

(71— 7o) |2

=

(Trn—l—l - Trn)
(3.61)
Ein Anpassen des Terms D,, an die durch die Inkonsistenz verursachte Anderung

in der Energiebilanz mit B
D, = ®*(m,,) (3.62)

ergibt folgenden modifizierten G-dquivarianten diskreten Gradienten:
G (1, 1) = (1)

A (7r,,11) — VGDA(,,,

(g1 — 70)

) ’ (Trn—i-l - 7Tn)
2

1
2

(g1 — ) (3.63)

Anzumerken ist, dass diese Darstellung zu mangelhaft konditionierten Systemen
fithren kann. Als Beispiel dient hier ein System, das von einer einzigen Invarianten
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m abhéngt: N N
4 (mp41) — P4(mn)

Tp+1 — T

VM (M, Tng1) = (3.64)
Eine Modifikation des Differenzen-Terms A®4/Ax hin zu ®4(m,41)/A7 zeigt,
dass insbesondere in den ersten Schritten des Newton-Verfahrens, d.h. m,; —
7, << ®4(7m,41) der diskrete Gradient sehr hohe Werte annehmen kann.
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4. Nichtkonforme
Gebietszerlegungsmethoden

In diesem Kapitel werden Zwangsbedingungen eingefiihrt, die der Zerlegung eines
globalen Gebietes in verschiedene Teilgebiete dienen. Die Bedeutung des Begriffs
der Gebietszerlegung (domain decomposition) hangt dabei wesentlich von dessen
Anwendung ab. Gebietszerlegungen werden zur Optimierung der Diskretisierung,
z.B. durch die Verwendung unterschiedlicher Elementtypen oder zur Kopplung
physikalischer Gebiete, deren zugrunde liegenden partiellen Differentialgleichun-
gen unterschiedlich strukturiert sind, z.B. bei Fluid/Solid-Interaktionen, einge-
setzt. Des Weiteren finden sie Einsatz im Zusammenhang mit hocheffizienten, ite-
rativen Gleichungslosern (Mehrgitter-Verfahren, vgl. Hackbusch [34] und Wohl-
muth [99, 100]) und Methoden zur Parallelisierung. Im Rahmen von Kontakt-
Vorgéngen konnen Gebietszerlegungen zur Beschreibung von Haftvorgéngen zwi-
schen den beiden in Kontakt stehenden Oberflichen verwendet werden.

Im einfachsten Fall wird die Diskretisierung dergestalt vorgenommen, dass die
jeweiligen Randknoten der Teilgebiete iibereinstimmen. Ist eine solche konforme
Zerlegung nicht moglich, wird der Einsatz nichtkonformer Gebietszerlegungsme-
thoden notwendig. Im Folgenden wird in Kapitel 4.1 eine auf Gebietszerlegungen

Abbildung 4.1.: Beispiel fiir eine nichtkonforme Gebietszerlegung

abgestimmte node-to-segment (NTS) Methode vorgestellt. In Kapitel 4.2 folgt
die Mortar Methode, einer integralen Formulierung der Interface-Bedingungen.
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Die Mortar Methode besteht den Patch-Test (Veubeke [98], Zienkiewicz & Tay-
lor [110], Taylor et al. [96] und Zienkiewicz et al. [109]) und erfiillt die LBB-
Stabilitdtsbedingung (Yang et al. [108]).

4.1. NTS-Methode

4.1.1. Zwangsbedingung

Die am h&ufigsten implementierte Kontakt-Formulierung ist die NTS-Methode
(siche u.a. Hallquist [36], Hallquist et al. [37] und Wriggers et al. [107]). Diese
Methode beruht auf der Projektion eines Knotens der diskretisierten Oberfliche
des ersten Korpers (sog. Slave-Seite) auf die diskretisierte Oberfliche des zweiten
Korpers (Master-Seite). Dabei wird im Zusammenhang mit 2D-Problemen von
der node-to-segment und im Zusammenhang mit 3D-Problemen von der node-to-
surface Methode gesprochen (siehe Wriggers [106]). Die Projektion erfolgt dabei
orthogonal auf die gegeniiberliegende Master-Seite. In Abb. 4.2 ist ein représen-

T X

s e

+— ¢

Abbildung 4.2.: Reprisentatives NTS-Element

tatives NTS Kontakt-Element dargestellt. Befindet sich der Slave-Knoten Xg in
Kontakt mit dem Master-Segment Y;Y5, kann die Position von Y mithilfe von zur
Diskretisierung der unterliegenden Korper konformen Ansatzfunktionen beschrie-
ben werden:

y(€) =51 =&y, + 1+£ Y2 = ZNAYA (4.1)

Orientiert sich die Ordnung der Ansatzfunktionen N4 an der Ordnung der darun-
terliegenden Elemente, wird der Kontaktpunkt auf dem Master-Segment Y;Y5 -
bezeichnet mit y = y(¢) - durch die Minimierung der Funktion f(§) = ||x,—y(¢)]]
unter Zuhilfenahme der Orthogonalitdtsbedingung

(xs —y(&)-y' =0 (4.2)

mit dem Tangentenvektor y’ = %(y2 —y,), bestimmt. Einsetzten von Gleichung
(4.1) in Gleichung (4.2) liefert:

(xs —3(y1+¥2) - 3(ya —y1)
15(y2 — y1)l?

£= (4.3)
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Xs

Abbildung 4.3.: Projektion auf eine nichtkonvexe Oberfliche

Aus der Definition der Orthogonalitidtsbedingung in Gleichung (4.2) resultieren
zwei geometrische Probleme:

a)

Ist die Oberfliche nichtkonvex, ist die Projektion unter Umsténden nicht ein-
deutig, wie Abb. 4.3 zeigt. In der Praxis entstehen daraus im Allgemeinen keine
Probleme (vgl. Laursen [58]), da zum einen nur lokale Konvexititen bei der
Evaluierung des aktiven Sets entsprechend Abschnitt 3.2.3 beriicksichtigt wer-
den miissen. Dies fiihrt zu einer erheblichen Reduzierung derartiger Vorfille,
zum anderen ist die Orthogonalitét fiir jeden lokalen Minimierer der Funktion
f(&) gewihrleistet.

Ist die Oberfliche konvex, existiert unter Umstédnden keine giiltige Projektion
auf den diskreten Rand der Master-Seite, wie Abb. 4.4 zeigt. Derartige Si-

\.XS/

n; ‘ ns
Y,
Y Y3

Abbildung 4.4.: Projektion auf eine konvexe Oberfliche

tuationen treten erfahrungsgeméfl haufig auf. Verhindert werden kénnen diese
Zusténde durch eine Glattung der Oberfliche wie sie z.B. in Wriggers [106]
beschrieben sind. Dabei wird eine kiinstliche Oberfiche z.B. mit Hilfe C* ste-
tiger Hermite Polynome konstruiert, auf der alle fiir den Kontakt relevanten
Groflen definiert werden. Soll die Projektion auf die diskrete Master-Oberfldche
durchgefiihrt werden, geniigt es, wiahrend der Evaluierung des aktiven Sets ei-
ne Interpolation des Normalenvektors mit Hilfe der Ansatzfunktionen N4 nach
Yang et al. [108] vorzunehmen, um die Eindeutigkeit der Projektion sicherzu-
stellen.

Die NTS-Methode ist dergestalt konzipiert, dass ein Knoten der diskreten Ober-
fliche der Slave-Seite nicht durch die diskrete Oberfliche der Master-Seite dringen
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Slave-Seite

Master-Seite

Abbildung 4.5.: Diskretisierung einer kiinstlichen Oberflache

darf, d.h. fiir einen aktiven Knoten gilt die Zwangsbedingung;:
®(q) = x5 —y(§) = x5 — Z Na(€)ya=0 (4.4)
A

mit

q= (X57 Yi y2) S IR‘6 (45)
Wird zusétzlich gefordert, dass die Knoten der diskreten Oberfliche der Master-
Seite nicht durch die diskrete Oberfliche der Slave-Seite dringen diirfen, wird von
einer 2-Pass NT'S-Methode gesprochen. Dies fiihrt allerdings haufig auf ein over-

constrained System, das ein Verriegeln (locking effect) der Oberfliche zur Folge
hat.

Wie beschrieben, konnen die Projektionen auf kiinstlich generierte Oberflichen
durchgefiihrt werden (siehe u.a. McDevitt & Laursen [67], Miyazaki & Park [70],
Park & Felippa [75], Park et al. [76] and Rebel et al. [82]). In den Arbeiten von
Park zur Lokalisierung der lagrangeschen Multiplikatoren wird diese kiinstliche
Oberflache (intermediate line) mit eigenen Verschiebungsfreiheitsgraden versehen
und mit 1-dimensionalen, massenlosen Elementen approximiert. Die Zwangsbe-
dingungen werden wie in Abb. 4.5 gezeigt, zwischen den Knotenpunkten der bei-
den Oberflichen der Koérper und der kiinstlichen Oberfliche eingebunden. Die auf
die kiinstliche Oberflache einwirkenden Kréfte, repréisentiert durch die lagrange-
schen Multiplikatoren Ag und A\, erzeugen die in Abb. 4.6 dargestellte Verteilung
der Kréfte und Momente

M(z) =Y Mx*@) = > M) (4.6)
A B
mit den Abschnitten

x*P ()

A/B

r — 248 wenn x2$A/B
0 wenn r <X
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Abbildung 4.6.: Einflu} der lagrangeschen Multiplikatoren auf die kiinstliche
Oberflache

Die Knotenpunkte der diskreten kiinstlichen Oberfliche werden an den Stellen z,
unter der Bedingung M (Z) = 0, positioniert. Diese Konstruktion ermoglicht das
Bestehen des Patch-Tests, wie in Rebel et al. [82] nachgewiesen wurde.

4.1.2. Erhaltungseigenschaften

Die Zwangsbedingungen in Gleichung (4.4) sind unter der Voraussetzung objek-
tiv, dass die Zwangsbedingung schon wéahrend der Netzgenerierung erfiillt wer-
den (vgl. Puso [77]). In Kontaktsituationen, in denen das genannte Kriterium
zwangsldufig nicht erfiillt ist, wird die Rotationsinvarianz der Zwangsbedingung
durch eine Zerlegung in einen normalen und einen tangentialen Anteil hergestellt.
Im Weiteren wird gezeigt, unter welchen Bedingungen die Erhaltung insbesondere
des Drehimpulses gewéhrleistet ist.

Impulserhaltung Fiir die Verdnderung des Gesamtimpulses infolge der Einwir-
kungen einer Zwangsbedingung gilt:

L =) AVd, (4.8)

mit den zur k-ten N'TS-Element gehérenden lagrangeschen Multiplikatoren Ay.
Da die lokale Parametrisierung ¢ keine Verdnderung in der Zeit erfihrt, ist die
Zwangsbedingung linear in der Konfiguration. Es folgt:

L =X(1—) NHI=0 (4.9)
A

mit dem Einheitsmatrix I € R™im*™dim. Die Erhaltung des Gesamtimpulses
ist damit gewihrleistet. Die Impulserhaltung ist assoziert mit der Invarianz der
Zwangsbedingungen gegeniiber Translationen ¢ € RS:

®(q+c)=(xs+¢) =Y Nalys+c)=2(q) (4.10)
A
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Drehimpulserhaltung Fiir die Verdnderung des Drehimpulses infolge der Ein-
wirkung der Zwangsbedingung aus Gleichung (4.4) gilt:

T => (V@) x @ (4.11)

Einsetzen des Gradienten der Zwangsbedingung liefert:

jk:)\kXXS—Z)\kNAXyA (4.12)
A

Da die Drehimpulsbilanz fiir beliebige lagrangesche Multiplikatoren erfiillt werden
soll, folgt:

Xg— Y Nay, = ®4(q) =0 (4.13)

Der Drehimpuls stellt eine Erhaltungsgréfie dar, solange die Zwangsbedingungen
exakt erfiillt werden. Insbesondere gilt dieser Zusammenhang fiir die Referenz-
konfiguration (vgl. Puso [77]) und ist somit eine Konstruktionsbedingung fiir die
Generierung des FE-Netzes. Die Erhaltung des Drehimpulses ist assoziiert mit
der Objektivitat der Zwangsbedingungen:

?(Qoq) =Q-xs— > NaQ y,=Q ®(@ VYQeESO(ngm)  (4.14)
A

Auch hier zeigt sich als Bedingung zur Erhaltung des Drehimpulses, dass die
Zwangsbedingungen in allen Konfigurationen exakt erhalten werden miissen.

Energieerhaltung Fiir die Energieerhaltung gelten die in Kapitel 3.2.1 darge-
legten Bedingungen:

V(A1) (s — d,) =0 (4.15)
Die in Gleichung (4.4) vorgestellte Zwangsbedingung ist linear in der Konfigura-
tion definiert, ihr Gradient ist somit konstant. Es gilt:

VM (ys) - (s — @) = DLy — B =0 (4.16)
Damit weisen die in der Konfiguration linearen Zwangsbedingungen aus Gleichung

(4.4) unter Verwendung eines Mittelpunktverfahrens nach Gleichung (3.35) eine
algorithmische Energieerhaltung auf.

4.2. Mortar-Methode

4.2.1. Fehlerabschitzung

Die in Abschnitt 2.2.2, Gleichung (2.96) bzw. (2.101) beschriebene Impulsbilanz
kann fiir ausreichend glatte Funktionen als variationelles Problem aufgefasst wer-
den (vgl. Hughes [48]):

A(w,q) = (w,f) (4.17)
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wobei w die klassische Testfunktion einer Variationsformulierung und q die exakte
Losung des Problems in Gleichung (4.17) darstellt und wie folgt definiert wird:

V={ q :Q— R"|qe H(Q),q=q auf 9Q,} (4.18)
Q={ w :Q—Rwe H(Q),w =0 auf 0Q,} (4.19)

H'(Q) kennzeichnet hier einen Sobolev-Raum. Die vektorwertige Grofie f fasst
alle duBeren Lasten zusammen, A(e, e) ist eine symmetrische Bilinearform auf
dem Raum V x V und (e, e) eine Linearform auf V. Exemplarisch folgt fiir die
lineare Theorie:

A(w,q) = /VW co(q) dV (4.20)
(w,f) = [w-tdA+ [ w-bdV (4.21)
[re]

Das diskrete Problem wird folgendermaBen definiert: Finde q* € ¥ C V, so
dass:
AN g") = (wh, ) (4.22)
Hierbei ist ¥ entsprechend Gleichung (2.123) definiert; analog folgt die Definition
der Testfunktionen w" € 2:
¥V ={ q" : Q" - Ruim|q" € C°(O") Ve € &M,
Q" (2°) € Py, q" = q" auf 901}
2={ wh : Q" 5 Ruim|wh € CO(O") Ve € &N,
wh (Q°) € Py, w! =0 auf 90"}

(4.23)
(4.24)

Wird das Gebiet {2 im Rahmen eines Gebietszerlegungsverfahrens in K Teilgebiete
QW) mit k = [1, K] zerlegt, gilt:

K
Ja® =0 ud 00® noQ® =1 mit =1, K],k #1 (4.25)
k=1

Unter der Voraussetzung, dass die Teilgebiete unabhéngig voneinander diskreti-
siert werden, sind die Grenzflichen auf den diskreten Teilgebieten nicht konform
zueinander. Die Bilinearform in Gleichung (4.22) setzt sich additiv iiber alle Teil-
gebiete zusammen:

AWt q") =) ap(w", q") (4.26)

k=1

Die Testfunktion w" wird ebenfalls in den Teilgebieten definiert:

— w®" (4.27)
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Abbildung 4.7.: Zerlegung eines Gebietes in drei Teilgebiete

«h
Wird eine Losung q unter der Bedingung

«h
q : inf A"(q—w" q—w") (4.28)
wheo

gesucht, entspricht ah unter Berticksichtigung einer konformen Diskretisierung im
Rahmen eines Galerkin-Verfahrens der Losung ", was einer Projektion von q € V
in den Raum 7 entspricht (vgl. Hughes [48]). Infolge der aus Gleichung (4.26)
resultierenden Nichtkonformitit der Testfunktionen auf dem Rand I'*! stimmen

«h
die Losungen q und q" im Allgemeinen nicht iiberein. Des Weiteren erfiillt in
diesem Fall die exakte Losung q Gleichung (4.22) nicht:

ANw" q) # (w f) (4.29)

Dies fiihrt zusétzlich zu den bekannten Approximationsfehlern zu einem Konsi-
stenzfehler. Der Diskretisierungsfehler ||q — g"|| ;n, abhéingig von der Norm:

o] = [A"(e,0)]2 (4.30)

wird beschrankt durch die Gleichung:

. Ah Whaq _Ah Whaqh
la—allo = inf la-wlp+ s EERDZIOODI gy
(S

wheo who Wi | 4n

wobei der erste Term auf der rechten Seite aus der Dreiecksungleichung wird, und,
basierend auf dem Ergebnis dieser Ungleichungsbeziehung, mithilfe der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung der zweite Term der rechten Seite hergeleitet werden kann
(siche Laursen [59]):

«h % h
la—a" |l <lla—q llm+lla —q"[m
(4.32)

IN

h
. *
inf [lg—w"[n+lla —a'lm
wic2
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Die zweite Zeile ist giiltig, da g" € ¥, gemessen in der Energie-Norm || e || ;», am
néichsten zu q liegt und w" ein Element von 2 ist. Fiir den zweiten Term folgt:

[AMa =" W) < lla "L - W] (4.33)

und da q die Projektion von q € V nach ¥ ist, gilt: A%(wh, q ) = A%w", q),
woraus zusammen mit den Eigenschaften einer Bilinearform folgt:

+h Ah h —Ah h h
||C1 _qhHAh — sup ‘ (W ,C[) (W ! )| (434)

wheo who W] 4n

Unter Verwendung einer H; Norm ||| e ||| mit

|||-|||=Z/[---1+[v--v-]dv (4.35)

kZIQ(k)

kann Gleichung (4.31) entsprechend Strangs lemma (vgl. Strang & Fix [94]) ge-
schrieben werden als:

|AM(wh, q) — AP (w", ")

lla—da"[l= inf [[la—w"|| + sup
wheo , wheo wh o [[[wh]]]
Approximationsfehler Konsistenzfehler

(4.36)
Daraus folgt, dass der absolute Wert des Konsistenzfehlers mafigeblich von der
Differenz |A"(wh q) — A%(w", q")| und die Konvergenzrate von dem Verhiltnis
dieser Differenz zu |||w"||| beeinflusst wird. Fiir die Differenz folgt

AMw", q) — AM(w",q") = / Vw':o(q) dV —ap(w", q")

LO(k)

M 1M

/ W'Y o(q) AV - ab(w, q")
LO(k)

B
Il
—

+ /Wha(q)n dr'+ / w'o(q)n d A

0(k) a0 (k)

/ whif dV — al(w", q") + / w'o(q)n dT
k) PO

M> 1M

w'o(q)n dT (4.37)

B
Il

Laqk)
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Jede Grenzfliche kann eindeutig diskretisiert werden:

00w = | J " (4.38)
leM (k)

mit M(k) C [1, K] VoQW N Q¥ Die Grenzfliche kann mit einer Menge K
eindeutig beschrieben werden (Wohlmuth [100]):

K={J |J ™" (4.39)
)

k=11eM(k

b =

mit M (k) C M (k). Zusammen mit einer neu definierten Sprung-Funktion [w
W(k) |k,l — W(k)ll’k fOlgtI

AP (wh q) — AM(w", q") = /t [w" dar (4.40)

K

Gleichung (4.40) verdeutlicht in Verbindung mit Gleichung (4.4) den Konsistenz-
fehler, der durch die Verwendung der N'TS-Methode entsteht, da anstelle einer
integralen Formulierung eine Punktweise Auswertung in K vorgenommen wird.

4.2.2. Zwangsbedingung

Basierend auf der in Abschnitt 4.2.1 gezeigten Fehlerabschitzung ist die sog.
Mortar-Methode entwickelt worden. Die Zwangsbedingung dieser Methode leitet
sich direkt aus Gleichung (4.40) her, wie es u.a. in Bernadi et al. [10] und in
Wohlmuth [99] gezeigt ist. Die integrale Formulierung in Gleichung (4.40) stellt
einen Teil der Impulsbilanz dar, also nach Gleichung (3.8) den Gradienten der
erweiterten Hamilton Formulierung in Gleichung (3.7). Werden des Weiteren die
einwirkenden Oberflichenkréifte PN = t als lagrangesche Multiplikatoren A in-
terpretiert, kann die diskrete Zwangsbedingung ® definiert werden als:

A-B(q) = / Al x@ 0 g (4.41)

K

Auf der Seite I'*!, oft auch als non-Mortar-Seite bezeichnet, werden sowohl die
Geometrie X(l)h, als auch die lagrangeschen Multiplikatoren definiert. Auf der
Seite T'*, der sog. Mortar-Seite, wird die Geometrie x®" definiert, wobei (¢)1:2
die entsprechende Seite angibt. Die Diskretisierung der Grofien erfolgt konform



Kapitel 4 - Nichtkonforme Gebietszerlegungsmethoden 63

NERNE)
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Abbildung 4.8.: Reprisentative Mortar-Segmente

mit der Diskretisierung der Oberfliiche der Teilgebiete Q*):
A=) " Na(EM)Au
A
h 1
=3 Np(E)xy (4.42)
B

h
X" = 3 No(e )
C

Im Allgemeinen gilt dabei Ny = Np; Anwendungen, in denen der Grad der An-
satzfunktionen der lagrangeschen Multiplikatoren gegeniiber dem Grad der An-
satzfunktionen der Geometrie um eins erniedrigt wurde, finden sich z.B. in Puso et
al. [79]. Da die Parametrisierungen ¢ und £® auf nichtkonformen Oberflichen
ausgefiithrt werden, ist eine Segmentierung entsprechend Abb. 4.8 vorzunehmen,
wie sie in dhnlicher Form von Simo et al. [91] vorgeschlagen wurde. Modifizierte
Formen der Segmentierung sind u.a. in Taylor & Papadopoulos [95], McDevitt
& Laursen [67] und Yang et al. [108] zu finden. Der zur orthogonalen Projektion
der Knotenpunkte auf die gegeniiberliegenden Flachen verwendete Normalenvek-
tor soll im Folgenden grundsétzlich auf der non-Mortar Seite definiert werden.
Die hier verwendete Definition ermoglicht es, die Integration iiber ein Segment
mit einem konstant bleibenden Normalenvektor durchzufithren, was insbesonde-
re im Kontakt-Fall von Bedeutung ist. Andere Definitionen des Normalenvektors
sind moglich (u.a. Wriggers [106], Laursen [59] and Yang et al. [108]), werden
im Weiteren aber nur zur Sicherstellung der Eindeutigkeit der Projektionen (vgl.
Abschnitt 4.1.1) verwendet.

Zunichst betrachten wir ein repriisentatives Mortar-Segment I''!. Die fiir dieses
Segment relevanten Knotenpunkte an den Réndern der Elemente konnen in einem
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Vektor zusammengefasst werden:
a*® = (xi",x) x? V) e RS (4.43)

Das Mortar-Segment wird dabei begrenzt durch die lokalen Parameter &(Ll), él),
@ 22). Da die lokalen Parameter 521) und 552) (gefiillte Kreise in Abb. 4.8) nicht
konfigurationsabhéngig sind, miissen nur die Parameter &(11) und 5152) fiir dieses

Segment bestimmt werden:

¢ — X~ 1 V=1

(4.44)
(2" — X =) - () = ")

Da die Projektionen vom aktuellen Mortar-Segment abhéngig sind, gilt z.B. fiir
das Mortar-Segment I'>!:

6% = () x 1 ) e R (4.45)
und fiir die lokale Parametrisierung:

1 1 2 1
2(xy) — xM) - (x —x{")

L _ _ 1) _ _
N
(4.46)
1 2 2 1 1
€@ =1 o _ (23" —x? —x) - () —x1")
[ b T

(x5 = xP) - (= = x{Y)

Zwei weitere Kombinationen (Projektion beider Knoten der non-Mortar auf die
Mortar Seite bzw. umgekehrt) sind moglich und setzen sich entsprechend aus
Gleichung (4.44) und (4.46) zusammen. Die numerische Integration iiber das re-
prisentative Mortar-Segment I''! wird unter Zuhilfenahme einer isoparametri-
schen Transformation, hier am Beispiel einer linearen Abbildung [-1, 1] 3 n —
£(®) gezeigt, ausgefiihrt:

1

€9 = S(1—mel + 5(1+ el (4.47)

Damit folgt fiir die diskreten Grofen:

A
" =3 Ny (D () (4.48)
B
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Das Einsetzen der Beziehungen aus den Gleichungen (4.48) in Gleichung (4.41)
liefert die diskreten Zwangsbedingungen der Mortar-Methode:

®4(q) = J2W(@ (4.49)
seg
mit den Segment-Beitragen:
seg [ — seg,(1 1 seg,(2 2
(@) = Y nipxp = niExg (4.50)
B c

und den zugehorigen Mortar-Integralen:

Wit = [ N E N ) ar

e (4.51)

seq,(2)

wia® = [ N EO@IN €2 m) ar

T'seg

Die Tangente entlang des Segments ['*°® wird in der Referenzkonfiguration be-
schrieben mit:

dx0" g
o~ 1 - XE" - (452)

Konsistent damit folgt:

1 1 1 1
dr = 2%5" = X{Vllg" — &) (4.53)

Die Vorgehensweise fiir 3-dimensionale Strukturen ist dquivalent (vgl. Puso [77]
und Puso & Laursen [78]). Anstelle von ein-dimensionalen Segmenten entstehen
zwei-dimensionale Polygonziige, iiber die integriert werden muss. Vertiefende Ana-
lysen insbesondere des Einflusses der Ansatzfunktionen der lagrangeschen Mul-
tiplikatoren finden sich in Kim et al. [52], Flemisch et al. [25] und in Wohlmuth
[99]. In der zuletzt genannten Arbeit finden sich spezielle Ansatzfunktionen N4
fiir die lagrangeschen Multiplikatoren mit der Figenschaft:

/ N4Ng dT = é45 / Ny dr (4.54)
K K

Bedingt durch diese Orthogonalitdtsbedingung wird die in Gleichung (3.25) auf-
gefithrte Matrix D diagonal besetzt, was die zur Kondensation der lagrangeschen
Multiplikatoren notwendige Invertierung von D (vgl. Gleichung (3.27)) erheblich
vereinfacht (siehe u.a. Wohlmuth & Krause [102] und Wohlmuth & Lamichhane
[103]).
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4.2.3. Erhaltungseigenschaften

Fiir die segmentweise definierten Zwangsbedingungen der Mortar-Methode in
Gleichung (4.50) gelten fiir die Erhaltungseigenschaften die gleichen Bedingun-
gen wie sie schon fiir die NTS-Methode hergeleitet wurden.

Impulserhaltung Die Mortarintegrale aus Gleichung (4.51) werden in der Refe-
renzkonfiguration ausgewertet und sind damit nicht von der aktuellen Konfigura-
tion abhéngig. Daher folgt fiir die Impulsbilanz entsprechend Gleichung (4.8):

Li=JM\ an =y T nia® (4.55)
seg C

aufgrund der fundamentalen Eigenschaft von Ansatzfunktionen
> Np=> Ne=1 (4.56)
B c
folgt fiir beliebige Werte von A 4:

seq,(1 seq,(2
Z[”A%( ) ”Ag( )] =0 (4.57)
B,C

Die Translationsinvarianz, wie sie schon in Gleichung (4.10) verwendet wurde,
liefert das gleiche Ergebnis:

‘I) U [Z nseq (1 Z nseq (2 )

seg

= ®4(q) (4.58)

Drehimpulserhaltung Fiir die Drehimpulsbilanz folgt nach Gleichung (4.11):

5y e x lz WSO L e

seg C

(4.59)

womit wiederum aufgrund der Beliebigkeit der lagrangeschen Multiplikatoren

folgt:

seg B C

Fiir die Drehimpulserhaltung gelten daher die gleichen Forderungen, die schon fiir
die NTS-Methode formuliert wurden: Der Drehimpuls stellt eine Erhaltungsgrofie
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dar, solange die Zwangsbedingungen exakt erfiillt werden, insbesondere in der Re-
ferenzkonfiguration (Puso [77]). Die Priifung auf Rotationsinvarianz entsprechend
Gleichung (4.14) liefert die gleiche Aussage:

@,4(Qoq) =J D mipQ-xy = > nid?qQ g

seg B C

=Q - ®a(q) VQeSO(2)

(4.61)

Energieerhaltung Fiir den EinfluBl der Zwangsbedingung auf die Energiebilanz
gelten die gleichen Aussagen wie in Abschnitt 4.1.2: Da die Zwangsbedingung
linear in der Konfiguration definiert ist, ist deren Gradient konstant. Dies fiihrt
nach Gleichung (4.16) dazu, dass die Energiebilanz unabhéngig von der Zwangs-
bedingung ist.

4.2.4. Nitsche-Methode

Interessant ist des Weiteren die zur Mortar-Methode eng verwandte Nitsche-
Methode (siehe u.a. Nitsche [71], Stenberg [92], Becker et al. [7], Heinrich &
Poenitz [41], Heinrich & Jung [40] und Fritz [26]), die anstelle der Einfithrung
zusétzlicher Freiheitsgrade in der Form von lagrangeschen Multiplikatoren auf ei-
ner Erweiterung der Bilinearform fiir geometrisch lineare Probleme beruht (vgl.
Mergheim et al. [69]):

AP (wh M) :/VSymWh )dV — /{0' bar

Jtewnsatans S fo

mit der Durchschnittsbildung {e} = 1(e; + e5), dem Sprung [e] = (e; — e,), der
Elementlidnge h und einer Penalty—Konstanten O. Auch wenn die Nitsche-Methode
hier nicht vertiefend betrachtet werden soll, stellt sie aufgrund ihrer Flexibilitéit
durch die Verwendung eines Penalty-Terms eine interessante Ergénzung dar.

(4.62)
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5. Kontakt

Allgemeine Kontakt-Zwangsbedingungen sind im Unterschied zu den im vorheri-
gen Kapitel vorgestellten Gebietszerlegungsverfahren als Ungleichheits- Zwangs-
bedingungen

(Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen, Gleichung (3.47)) definiert. Da diese Bedin-
gungen normal zur Oberflache definiert werden, ist eine Ausrichtung der Zwangs-
bedingungen in einen normalen und einen tangentialen Anteil notwendig. Die Im-
plementierung der Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen erfolgt mithilfe der Active-
Set Strategie, wie sie schon in Abschnitt 3.2.3 fiir allgemeine Zwangsbedingungen
vorgestellt wurde. Die diskrete Form dieser Strategie beinhaltet eine Verletzung
der Konsistenzforderung mit zweierlei Auswirkungen: Zum einen wird die Energie-
bilanz verletzt, zum anderen entstehen starke Oszillationen in den lagrangeschen
Multiplikatoren. Diese Oszillationen kénnen durch eine Modifikation der Massen-
matrix, erzeugt durch eine gezielte Verdnderung der Quadratur-Formel, wie es in
Hager et al. [35] und Brunssen et al. [20] gezeigt wird, verhindert werden. Die
mechanischen Eigenschaften der Koérper bleiben dabei erhalten.

Wie folgend gezeigt wird, gewéhrleistet die Zerlegung der Zwangsbedingung in
einen normalen und in einen tangentialen Anteil die Objektivitdt der Zwangs-
bedingungen und damit deren Erhaltungseigenschaften. Die orthogonale Projek-
tion der Geometrie ist abhéngig von der aktuellen Konfiguration, so dass u.a.
die Mortar-Integrale (Gleichung (4.51); und (4.51)9) ebenfalls in der aktuellen
Konfiguration ausgewertet werden miissen.

Neben zahlreichen Werken zur NTS-Methode (siehe u.a. Hallquist [37], Wriggers
[106] und Laursen [59]), existieren eine Reihe von Abhandlungen zur Anwendung
der Mortar-Methode auf den Kontakt-Fall, u.a. McDevitt & Laursen [67], Puso
& Laursen [78], Hiieber & Wohlmuth [47], Fischer & Wriggers [23] und Fischer &
Wriggers [24].

Weiter wird in Kapitel 5.1 die NTS-Methode, in Kapitel 5.2 die Mortar-Methode,
angewandt auf den reibungsfreien Kontakt, sowie die G-dquivariante Darstellung
beider Methoden hergeleitet.
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5.1. NTS-Methode

5.1.1. Zwangsbedingung

Die NTS-Methode basiert auf der Projektion von diskreten Knoten einer Slave-
Oberfliche auf eine Master-Oberfliche, wie in Abb. 4.2 gezeigt. Fiir die Zwangs-
bedingung in Normalenrichtung folgt nach Gleichung (4.4):

Ox(@) = (xs — > Naya)-m (5.1)
A

mit dem normierten und normal zur Oberflache stehenden Vektor n:

n=—A(y, —y)/ly: =yl (5.2)

und der konstanten Matrix A:

Fiir lineare Elemente folgt:

©,(a) = (x5 = 5(1 =y, — 5(1+&)ya) ' m (5.4)

Das Einsetzen von Gleichung (5.2) in Gleichung (5.4) liefert unter Zuhilfenahme
der Eigenschaften der schiefsymmetrischen Matrix A, mit

AT=A"1"=—-A und A*=-1 (5.5)
die folgende, vereinfachte Form der Zwangsbedingung;:

(Yo —y1) - Alxs — 3(y1 +¥2))
ly2 — il

Oy = (5.6)

Die orthogonale Projektion von xg auf die Master-Oberfldche mithilfe des lokalen
Parameters ¢ (Gleichung (4.3)) ist dabei nicht konstant, da sie sich mit der jeweils
aktuellen Konfiguration &ndert. Dennoch ist der Gradient von Gleichung (5.4)
aufgrund von Orthogonalitéitsbedingungen relativ einfach strukturiert:

(1-¢mn (5.7)
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5.1.2. G-dquivariante Darstellung

Zur Reparametrisierung der Zwangsbedingung aus Gleichung (5.6) werden 2 qua-
dratische Invarianten definiert:

(@) = (y2 = y1) - A (x5 = 3 (y1 +¥2)) (5.8)
m(q) = (Yo — ¥1) - (Y2 — ¥1) (5.9)
Fiir die Zwangsbedingung folgt damit:

m1(q)

T2(q)

Die Invariante m2(q) ist dabei ein Element der Menge S (vgl. Gleichung (2.176)).
Die Invariante 7 (q) kann reformuliert werden als:

Oy (q) = Dy (w(q)) = (5.10)

m(q) = yo - Axs +y, - Ay, + X5 - Ay, (5.11)

Da die Beziehung a - Ab = det([a, b]) gilt, ist m1(q) ein Element der Menge T
(vgl. Gleichung (2.177))

5.1.3. Erhaltungseigenschaften

Aufgrund ihrer Definition sind Invarianten und alle Zwangsbedingungen, die aus-
schliefllich von Invarianten abhéngig sind, objektiv. Unterliegen die Invarianten
und damit auch den in den Invarianten definierten Zwangsbedingungen einer kon-
tinuierlichen Symmetrie, so existiert nach dem Noether-Theorem (vgl. Abschnitt
2.1.3) eine Erhaltungsgrofie und umgekehrt. Im Folgenden wird, wie schon in
Abschnitt 4.1.2 als auch im Abschnitt 4.2.3, als Symmetriegruppe eine Transla-
tiongruppe zum Nachweis der Impulserhaltung und eine Rotationsgruppe zum
Nachweis der Drehimpulserhaltung verwendet.

Impulserhaltung Fiir den Nachweis der Impulserhaltung geniigt es, die Trans-
lationsinvarianz der Invarianten zu zeigen, da

Ox(q+c) = Pn(m(a+c) = Dn(w(@) = Pn(a) (5.12)
gelten muss. Es folgt fiir die Invariante 7y:

m(@+c)=((yos+¢)—(y; +¢) - Al(xs +¢) = 5(y; +c+y,+¢))

— (2~ y2) Alxs — b(v1 +¥2) = m(@) 19
und fiir die Invariante my:
m(q+c) = ((yo+¢) = (y1+¢))( Y2_+ c)— (y, +c)) (5.14)
= (Y2 —¥1) (Y2 —y1) = m(Q)



Kapitel 5 - Kontakt 71

Zuriickkommend auf die urspriingliche Definition der Erhaltungseigenschaft als
Anderung des Impulses in der Zeit (Gleichung (4.8)) folgt:

Ly =X\(1=) Nan=0 (5.15)

Dies weist wiederum die Impulserhaltung nach.

Drehimpulserhaltung Auch der Nachweis der Drehimpulserhaltung hat hier,
entsprechend dem Abschnitt iiber die Impulserhaltung, iiber die Rotationsinvari-
anz der Invarianten m; und m, zu erfolgen:

m(Qoq) = —Qy,) - A(Qxs — 5(Qy, + Qy,))
y1) - Q" AQ(xs — 5(y1 +¥2))

(Qy
= (¥
(

5.16
Vo= 1) Als — 2y, +v2) 10
(@ vV QesS0(2)
Fiir die zweite Invariante folgt:
m(Qoq) = (Qy, — Qy1) - (Qy, — Qyy) (5.17)

=(y2—¥1)" QT -Q(y2 —y1) = m(q)

Das gleiche Ergebnis folgt aus der Definition der Determinanten fiir beliebige
Invarianten der Menge T

m(Qa, Qb) = Qa - AQb = det(Q|a, b]) = det([a, b]) = 7w(a, b) (5.18)

Die Definition der Erhaltungseigenschaft als Anderung des Drehimpulses in der
Zeit (Gleichung (4.11)) liefert:

Jp=XMmnx (xs =Y Nay,) =0 (5.19)
A

Der letzte Schritt in Gleichung (5.19) folgt aus der orthogonalen Projektion des
Slave-Knotens xg auf die Master-Oberfliche, die somit parallel zu dem Norma-
lenvektor n erfolgt. Hieraus begriindet sich auch der Verlust der Erhaltungseigen-
schaft, der haufig bei der Verwendung nicht standardgeméfer Normalenvektoren
eintritt.

Energieerhaltung Die NTS-Methode besteht aus nichtlinearen Ungleichheits-
Zwangsbedingungen und ist daher nicht energieerhaltend (vgl. Abschnitt 3.2.3,



72 5.2 - Mortar-Methode

Armero & Petocz [2, 3] und Laursen & Love [62]). Eine Anwendung des diskreten
Gradienten nach Abschnitt 3.2.2 liefert:

1
v7T(T>A(7Tn> 7Tn+1) = ﬁ

L
QA (M pp1) — O () — [_\{:—2 ] [ — ]
73
+ 2\/7; [ﬂn+1 - 7Tn]
171 — 7o
(5.20)
mit dem Vektor m = [m; mo]”. Damit folgt fiir den Gradienten:
(s A1) = D (A r) GO (0, 7001) (5.21)
it T _ T T _ T T _ T
. (y2 =y1)A (x5 —y2)A (y1 —xg)A
Dt = 5.22
(Gnry) 0 2(yf —v3) 20v3 —¥1) (5:22)

Durch die Anwendung des diskreten Gradienten nach Abschnitt 3.2.2 respektive
unter Beachtung der Modifikationen nach Abschnitt 3.2.4 folgt die Energieerhal-
tung fiir die Zwangsbedingung.

5.2. Mortar-Methode

5.2.1. Zwangsbedingung

Eine Anwendung der Mortar-Methode, wie sie in Kapitel 4.2 hergeleitet wurde,
auf den Kontaktfall, u.a. beschrieben in Yang et al. [108], Puso & Laursen [78]
und Wohlmuth & Hiieber [101], liefert, dquivalent zur Vorgehensweise fiir die
NTS-Methode (vgl. Hesch & Betsch [42]), folgende Zwangsbedingung in Norma-

lenrichtung:

A ®(q) = / On)® - (xO — x@") d4 (5.23)

pyC

Hierbei ist eine Auswertung der resultierenden Mortar-Integrale (Gleichung (4.51);
und (4.51)3) in der aktuellen Konfiguration notwendig. Dies erfolgt sowohl auf-
grund der sich permanent dndernden Segmentgrenzen, als auch aufgrund der
durch die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen verursachte Anderung der Integra-
tionsgrenzen. Daher miissen die 4 lokalen Koordinaten eines Mortar-Segmentes
[(zl), él),&(?) und 522) in jedem Iterationsschritt des Newtonverfahrens neu be-
stimmt werden und beeinflussen damit sowohl die erste als auch die zweite Ablei-

tung. Fiir die diskreten Groflen folgt nach Gleichung (4.48) wiederum aufgrund
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der Reparametrisierung nach Gleichung (4.47):
A= NaEW () Aa

A

xM" = ZNB@(”(U))X? (5.24)
B

X" = 37 Ne(e® (n)xg
C

Bedingt durch die segmentweise Definition des Integrationsbereiches folgt fiir die
Zwangsbedingung ® 4:

®a(q) = | 5E(@) (5.25)

seg

O (a {Zni?% X}y Z e Xc} (5.26)

und den Mortar-Integralen:

Wi = [ NN ) do

~seg

wi® = [ NPE )N ) o

~seg

mit

(5.27)

5.2.2. G-dquivariante Darstellung

Eine mogliche Reparametrisierung der segmentweise definierten Mortar-Zwangs-
bedingungen

%5 (q) = 5 (m(q)) (5.28)
wird hier anhand linearer Formfunktionen
N = 21 - €)
2 (5.29)
N (€)= 51 +€9)

vorgestellt. Hiebei beschranken wir uns auf einen minimalen Satz von 5 Invarian-
ten (vgl. Hesch & Betsch [43]); andere Darstellungen mit mehr Invarianten sind
moglich. Ausgehend von den repriasentativen Mortar-Segmenten in Bild 4.8 lassen
sich fiir die Reparametrisierung der lokalen Parameter des ersten Segmentes:

1 1 2 1
e _ 20 =37 (7 =)
‘ x5 — x{V)2

1 2 2 1 1
o _ (2x) —x{¥ —x7) - (x5 — 1)

(x5 = xPy- (x8) = x{Y) ‘

—1 eV =1
(5.30)




74 5.2 - Mortar-Methode

bzw. fiir das zweite Segment:

1 1 2 1
o 268 = x) - (x - x(Y)

& =1 & = M _ D)2 -l
(0 _1 ®_ (2X§1) _ x§2) _ X;2)) . (Xgl) _ Xgl))
C b (7 = x?) - () = )
drei quadratische Invarianten aus der Menge $ bestimmen:
(@) = () — ) - (- x0") )
(@) = () — ) - (2 -0 533
(@) = () - (2 — ) 530
Damit folgt fiir das erste Segment:
fn =21y 0 =
27” (5.35)
o M7 £ —
b T3 — Ty a
und fiir das zweite Segment:
~ ~ 2
&l =1 =T
! (5.36)
f2) _ q f2) _ "3 " M2
gc - b
T3 — T2

Alle weiteren moglichen Segmente ergeben sich wiederum als Kombination der
beiden vorgestellten, reprisentativen Segmente. Gleichung (4.47) kann nun eben-
falls in den Invarianten definiert werden:

1 o1 .
¢ = 51— e + S1+mE, : (5.37)
Fiir einen Segmentbeitrag ®]*® folgt fiir lineare Ansatzfunktionen:

B3 — s {nielg,(l)xgl) i niegg’(l)xél) _ (nielgv(Z)X?) + niezg,@)xg?))} (5.38)
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Einsetzen der Gleichungen (5.27) zusammen mit der Gleichung (5.29) und (5.37)
liefert:

1
(I)icg — . (Xgl) + Xgl) . ng) . Xg2)> / d’}/

seg

_|_

.
_2X§1)+ 52)+X§2)> /5(1) dy
Y

seg

(
# () [ &0y (530
(

,Yscg
) [ e
~seg
N2
B (Xg)_xgl)) / <£(1)> dy
~seg

Auch hier ist der Normalenvektor definiert als (vgl. Gleichung (5.2)):
n=—A(xy—xp)/[|x2 — x1| (5.40)
Zusammen mit der Beziehung (vgl. Gleichung (4.53)):
dy =3I e - &) (5.41)
folgt unter Verwendung der beiden zusétzlichen Invarianten aus der Menge T:
mi(@) = (387 = x") A (—ax ) (5.42)
) = () ) & (57 x) 519

fiir die reparametrisierte Zwangsbedingung:

O3 (m(q)) = % (&" &) m/l (60 1) d77+7r5/1 (62— &0 ay
A J

(5.44)
Die Integrale sind in der Integrationsvariablen 7 maximal quadratisch, daher
kénnen sie mithilfe einer 2-Punkt Gaussintegration exakt bestimmt werden. Fiir
die Zwangsbedingung ®5*® folgt entsprechend:

Be(m(a) = = (57 &) {m, / (69 +€96) dy—m / (0 +1) an
el -1

(5.45)
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Damit ist die Reparametrisierung der Mortar-Methode vollstandig. Zu beachten
gilt, dass nach jedem Lauf des Newton-Verfahrens bis Erreichen der Konvergenz-
kriterien, nicht nur der aktive Set, sondern auch die Zusammenstellung der Seg-
mente gepriift und gegebenefalls das Newton-Verfahren auch bei unverdndertem
aktiven Set neu gestartet werden muss.

5.2.3. Erhaltungseigenschaften

Wie schon fiir die NT'S-Methode gezeigt wurde, ist die Translationsinvarianz der
Hamilton-Funktion assoziiert mit der Erhaltung des Impulses. Des Weiteren ist die
Rotationsinvarianz mit der Erhaltung des Drehimpulses assoziiert. Daraus folgt,
dass fiir jede Zwangsbedingung, die sich vollstéindig in (sowohl translatorische
als auch rotatorische) Invarianten zerlegen list, sowohl der Impuls als auch der
Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie darstellt.

Impulserhaltung Fiir die vorgestellten 5 Invarianten kann die Translationsinva-
rianz in der Form:

m(xY e x8 + e, x4 e, x4 ¢) = m(x(, x(V, x1? x(P) (5.46)
einfach gepriift werden. Damit ist sowohl die Grundform als auch die in einer G-

dquivarianten Form des diskreten Gradientens (siehe Gleichung (3.45)) geschrie-
bene Mortar-Methode impulserhaltend.

Drehimpulserhaltung Fiir die Rotationsinvarianz gilt:

Der Nachweis auf Rotationsinvarianz fiir Invarianten aus den Mengen $ und T
ist bereits in Gleichung (5.17) respektive in Gleichung (5.18) vorgenommen wor-
den. Damit ist wiederum sowohl die Grundform als auch die reparametrisierte
und mithilfe des diskreten Gradientens geschriebene Form der Mortar-Methode
drehimpulserhaltend.

Energieerhaltung Sowohl aufgrund des nichtlinearen Charakters der Zwangs-
bedingung der Mortar-Methode als auch der Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen
ist die Mortar-Methode angewandt auf einen Kontakt-Vorgang nicht energieer-
haltend. Dies folgt erst mit der Verwendung des diskreten Gradientens nach Ab-
schnitt 3.2.2 und unter Beriicksichtigung der durch die diskrete Form der Active-
Set Methode inkonsistenten Zwangsbedingungen nach Abschnitt 3.2.4.
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6. Numerische Beispiele

6.1. Simulation eines Lagers

Das erste numerische Beispiel simuliert die reibungsfreie Rotationsbewegung eines
2-dimensionalen Gleitlagers, wie es in Bild 6.1 dargestellt ist: Die duflere Lager-

Abbildung 6.1.: Referenzkonfiguration der Lagerschalen

schale mit einem Radius von 100 ist an ihrem #ufleren Rand fest eingespannt;
zudem ist der innere Radius (80) der dufleren Lagerschale in der Referenzkonfigu-
ration kleiner als der dufiere Radius (80.1) der inneren Lagerschale. Diese verfiigt
iiber einen Innenradius von 50. Damit muf3 in einem ersten, rein statischen Schritt
der Kontakt zwischen beiden Bauteilen etabliert werden (vgl. Bild 6.2). In einem
zweiten Schritt startet die Zeitintegration mit einer Zeitschrittweite von ¢ = 0.001.
Im Bereich von ¢t = [0, 0,5] wird die innere Lagerschale mit einem Drehmoment
von

sin(5t) fir 0<t<0,5

) (6.1)
0 fir 0,5<t<2

M(t) = 2500f(t) mit f(t):{

dergestalt belastet, wie in Bild 6.3 dargestellt. Im Folgenden Bereich t = [0.5, 2]
rotiert die innere Lagerschale reibungsfrei. Dieses innere Bauteil ist mit 10x40
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s

Abbildung 6.2.: Statischer Kontakt der Abbildung 6.3.: Belastung des inneren
Lagerschalen Bauteils

(Anzahl der Ringe mal Anzahl der Segmente auf der Schale), das duflere Bauteil
mit 10x48 nichtlinearen 4-Knoten Kontinuumselementen diskretisiert. Das kon-
stitutive Gesetz beider Schalen entspricht einem St.Venant-Kirchhoff Gesetz mit
einem E-Modul von E = 10° und einer Querkontrationszahl von v = 0.1 sowie
einer Dichte von p = 0.001.

NTS-Methode Die erste Gruppe von Abbildungen (Abb. 6.4) zeigt die Ergeb-
nisse der NTS-Methode. Die Hamiltonfunktion sowie der Impuls und der Dre-
himpuls stellen eine Erhaltungsgrofie dar. Dabei bleibt die Verdnderung der drei
genannten Groflen je Zeitschritt unabhéngig von der gewéhlten Zeitschrittweite
unterhalb der Toleranzgrenze des Newton-Verfahrens durch die Verwendung des
G-aquivarianten diskreten Gradientens nach Abschnitt 5.1.2.

1 4
2.5 <10 : : : 10
2 L
Lo —105 05 i 5 2
B t
1F 0.x10?
—Kinetische Energie
Mg ud—Verzerrungsenergie | .
—Gesamtenergie Ry
0.5 J
—4.5

115 2 : 0.5 1 1.5 2

-
~+

Abbildung 6.4.: NTS-Methode, Linkes Bild: Energieverteilung E iiber die Zeit,
rechte Bilder: Gesamtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber
die Zeit, Zeitschrittweite: 0.001
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1 4
2.5 210 ‘ : : 10
|
2r L
1.5+ _
105 05 1 5 2
E t
1t ] 0 x10*
—Kinetische Energie
— Verzerrungsenergie (MMM
—Gesamtenergie
0.5 J
1 1 L W
0 0.5 ! 15 2 455 05 I 15 2

Abbildung 6.5.: NTS-Methode, Linkes Bild: Energieverteilung E iiber die Zeit,
rechte Bilder: Gesamtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber
die Zeit, Zeitschrittweite: 0.0001

Zur Bestimmung der Impuls- und der Drehimpulsdiagramme wurden die Dirichlet
Randbedingungen zum Zeitpunkt ¢ = 0.5 entfernt, um externe Einfliisse zu un-
terbinden. Dargestellt ist die Summe aller Komponenten. Die potenzielle und die
kinetische Energie zeigen eine fiir die NT'S-Methode charakteristische Schwingung.
Dieser Konsistenzfehler konvergiert nicht mit kleiner werdenen Zeitschrittweite,
wie es in Abb. 6.5 demonstriert ist. Hierbei wurde die Zeitschrittweite gegeniiber
der Simulation, deren Resultate in Abb. 6.4 gezeigt sind, um den Faktor 10 auf
At = 0.0001 verringert.

4
2.5 10 : : : 1
ANNAAANAANAN AN
1.5¢ 1 1
E 0 0.5 1 1.5 2
t
1 0,x10*
—Kinetische Energie
— Verzerrungsenergie
—Gesamtenergie
0.5} J
0 0.5 1 15 2 —4 05 ) 5 2
t t

Abbildung 6.6.: NTS-Methode, Linkes Bild: Energieverteilung E iiber die Zeit,
rechte Bilder: Gesamtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber
die Zeit, Penalty-Methode nach Abschnitt 3.1.1
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4
2.5 <10 : : : 1
2 L
1.5+ —1
0 0.5 1 1.5 2
E § t
1 0 x10
—Kinetische Energie
— Verzerrungsenergie
—Gesamtenergie
0.5 i J
" “ —4
0 0.5 1.5 2 0 0.5 1.5 2
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Abbildung 6.7.: NTS-Methode, Newmark-Verfahren, Linkes Bild: Energievertei-
lung E iiber die Zeit, rechte Bilder: Gesamtimpuls L und Ge-
samtdrehimpuls J iiber die Zeit

Fiir die néchste Gruppe von Abbildungen (Abb. 6.6) wurden die Zwangsbedin-
gungen durch einen Penalty-Faktor von € = 10* entsprechend Abschnitt 3.1.1
eingefordert. Die verwendete Mittelpunktsregel erhélt dabei weiterhin sowohl den
Impuls als auch den Drehimpuls. Die letzte Gruppe von Abbildungen (Abb. 6.7)
im Rahmen der NTS-Methode zeigt die Resultate eines Newmark-Verfahrens. Der
Penalty-Faktor betrigt ¢ = 103. Festzuhalten ist, dass das Newmark-Verfahren
den Drehimpuls nicht erhélt, auch wenn die Abweichungen in diesem Beispiel
relativ gering sind.

6000 ; ; ‘ 1
L
4000 r
-1
0.5 1 1.5 2
E t
0.x10*
2000 | —Kinetische Energig
— Verzerrungsenergie
—Gesamtenergie
J
—25¢ 05 5 2

h—

Abbildung 6.8.: Mortar-Methode, Linkes Bild: Energieverteilung F iiber die Zeit,
rechte Bilder: Gesamtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber die
Zeit
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Mortar-Methode Die Ergebnisse der Mortar-Methode sind in Abb. 6.8 darge-
stellt. Fiir die Simulation wurde der diskrete Gradient entsprechend Abschnitt
5.2.2 verwendet; damit bleiben sowohl die Energie, als auch der Impuls und der
Drehimpuls erhalten. Im Gegensatz zur NTS-Methode (vgl. Abb. 6.4 und Abb
6.5) wird der Konsistenzfehler und die daraus resultierenden Schwingungen mini-
miert.

6.2. Nichtkonforme Gebietszerlegung

In diesem numerischen Beispiel wird, ausgehend von dem Beispiel eines Gleit-
lagers aus Kapitel 6.1, eine Gebietszerlegung durchgefiihrt. Eine mdgliche und
sinnvolle Anwendung einer Gebietszerlegung im Rahmen eines Kontaktvorgangs
besteht darin, die Kontaktoberfliche 7. deutlich feiner als die eigentlichen Korper
zu diskretisieren. Hierzu wurden zwei Ringe mit 512x1 Element auf die beiden

Abbildung 6.9.: AusschnittsvergrofSerung der Gebietszerlegung

Kontaktoberflichen aufgebracht, wie es ausschnittsweise in Abb. 6.9 zu sehen ist.
Der Durchmesser beider Ringe wurde um die Breite einer Elementreihe verringert,
damit sich die beiden zusétzlichen Ringe, die ebenfalls die Breite einer Elemen-
treihe aufweisen, einfiigen lassen. Alle weiteren Rahmendaten wie Einspannung,
Lastaufbringung und Diskretisierung der Korper entsprechen den Daten aus Ab-
schnitt 6.1.

NTS-Methode Fiir die erste Gruppe von Abbildungen (Abb. 6.10) wurden so-
wohl fiir die Gebietszerlegung als auch fiir den Kontakt die NTS-Methode ange-
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Abbildung 6.10.: Gebietszerlegung: NTS-Methode, Kontakt: NTS-Methode, Lin-
kes Bild: Energieverteilung E iiber die Zeit, rechte Bilder: Ge-
samtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber die Zeit

wandt. Fiir die Auswertung des Impulses sowie des Drehimpulses wurden wieder-
um zum Zeitpunkt ¢ = 0.5 alle Dirichlet-Randbedingungen entfernt. Fiir den Be-
reich von ¢ = [0.5, 2] fiihrt das System somit eine freie Bewegung im Raum durch.
Aufgrund des verwendeten diskreten Gradientens nach Abschnitt 5.1.2 bleiben die
drei GroBen Energie, Impuls und Drehimpuls erhalten. Als Slave-Seite wurden die
grob diskretisierten, dufleren Ringe gewahlt, so dass zwischen den Ringen 40 bzw.
48 Zwangsbedingungen aktiviert wurden.

4
35 x10 ‘ ‘ ‘ 1
3 L
L
2571
2t —1
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Abbildung 6.11.: Gebietszerlegung: NTS-Methode, Kontakt: Mortar-Methode,
Linkes Bild: Energieverteilung E iiber die Zeit, rechte Bilder:
Gesamtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber die Zeit
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4
3.5 <10 : : : 1
3 L
L
2571
2 —10 05 1 5 2
t
1.5} 1 0,x10
—Kinetische Energie
1t — Verzerrungsenergie
—Gesamtenergie
J
0.5¢
. . . -5
0 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
t t

Abbildung 6.12.: Gebietszerlegung: Mortar-Methode, Kontakt: Mortar-Methode,
Linkes Bild: Energieverteilung E {iiber die Zeit, rechte Bilder:
Gesamtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber die Zeit

Wird anstelle der NTS-Methode zur Beschreibung der Kontakt-Zwangsbedin-
gungen die Mortar-Methode verwendet und die NTS-Methode weiterhin fiir die
Gebietszerlegung angewandt, ergeben sich die in Abb. 6.11 dargestellten Resulta-
te. Auch hier bleiben die drei Gréflen Energie, Impuls und Drehimpuls im Bereich
t =1[0.5, 2] erhalten.

Mortar-Methode Die Verwendung der Mortar-Methode sowohl fiir den Kon-
taktbereich als auch fiir die Gebietszerlegung minimiert wiederum den bei der
NTS-Methode demonstrieten Konsistenzfehler. Ein Vergleich von Abb. 6.12 mit
Abb. 6.8 zeigt keinen qualitativen Unterschied in der Energieverteilung, quan-
titative Unterschiede sind auf Anderungen in der Referenzkonfiguration zuriick-
zufithren. Die drei Groflen Energie, Impuls und Drehimpuls werden algorithmisch
erhalten. Fiir die Ergebnisse in Abb. 6.13 wurde die Mortar-Methode als Zwangs-
bedingung im Kontakt-Bereich durch die NTS-Methode ersetzt. Fiir die Gebiets-
zerlegung wurde weiterhin die Mortar-Methode verwendet. Der Konsistenzfehler
wurde aufgrund der besseren raumlichen Approximation im Vergleich zu Abb. 6.4
deutlich verringert, ist aber weiterhin vorhanden. Energie, Impuls und Drehimpuls
werden weiterhin in Folge des verwendeten diskreten Gradientens algorithmisch
erhalten.
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Abbildung 6.13.: Gebietszerlegung: Mortar-Methode, Kontakt: NTS-Methode,
Linkes Bild: Energieverteilung E iiber die Zeit, rechte Bilder:
Gesamtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber die Zeit

6.3. Kollision zweier deformierbarer Korper

Im Gegensatz zur Lagersimulation miissen fiir die Simulation einer Kollision zwei-
er deformierbarer Korper die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen aller in Frage
kommenden Zwangsbedingungen im Rahmen der Active-Set Strategie nach Ab-
schnitt 3.2.3, ausgewertet werden. Angeregt wurde dieses Beispiel urspriinglich
von Wriggers et al. [107] und ist von Laursen & Chawla [60, 61] aufgegriffen
worden. Zur Demonstration der hier gezeigten Algorithmen wurde dieses Beispiel
weiter modifiziert. Zwei elastische Ringe bewegen sich mit einer Anfangsgeschwin-
digkeit vy = [10, 10] versetzt in einem 45° Winkel so aufeinander zu, dass der in
Abb. 6.14 dargestellte Bewegungsablauf entsteht. Beide Ringe sind jeweils aus 64
nichtlinearen 4-Knoten Kontinuumselementen aufgebaut worden, deren konstitu-
tives Gesetz wiederum einem St.Venant-Kirchhoff Gesetz entspricht. Als Material-
parameter wurden ein Elastizitdtsmodul von E = 100, eine Dichte von p = 0.001
und eine Querkontrationszahl von v = 0.1 verwendet, um entsprechend starke De-
formationen zu gewahrleisten. Die Zeitschrittweite betrigt At = 0.01. Wie spater
noch gezeigt wird, ist der Unterschied zwischen der NT'S- und der Mortar-Methode
in dieser Kollisions-Simulation marginal. Aufgrund der starken Ausrichtung der
Mortar-Methode auf lagrangesche Multiplikatoren sind Betrachtungen weiterer
Ansiitze wie eine Penalty-Formulierung nicht sinnvoll. Daher werden hier zuerst
die Ergebnisse der NTS-Methode in den verschiedenen Formulierungen gezeigt,
gefolgt von den Ergebnissen der Mortar-Methode.
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Abbildung 6.15.: NTS-Methode, Linkes Bild: Energieverteilung E iiber die Zeit,
rechte Bilder: Gesamtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber
die Zeit

NTS-Methode Nach Abschnitt 3.2.4 muss zusétzlich zur Korrektur der durch
die Nichtlinearitit der Zwangsbedingungen verursachten Verletzung der Energie-
erhaltung eine Korrektur der inkonsistenten Zwangsbedingungen erfolgen. Eine
Modifikation der Zwangsbedingung nach Gleichung (3.59) fiihrt zu den in Abb.
6.15 gezeigten Ergebnissen. Zur Demonstration der Robustheit dieser Vorgehens-
weise wurde die Simulation mit einer Zeitschrittweite von At = 1 durchgefiihrt;
die entsprechenden Ergebnisse sind in Abb. 6.16 dargestellt. Auch hier werden,
wie bereits die Ergebnisse in Abb. 6.15 zeigen, sowohl die Energie als auch der
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Abbildung 6.16.: NTS-Methode, Zeitschrittweite: 1, Linkes Bild: Energievertei-
lung E iiber die Zeit, rechte Bilder: Gesamtimpuls L und Ge-
samtdrehimpuls J iiber die Zeit

Gesamtimpuls respektive der Gesamtdrehimpuls unabhéngig von der Zeitschritt-
weite erhalten. Als néchstes sind in Abb. 6.17 die Ergebnisse des modifizierten
diskreten Gradienten nach Gleichung (3.63) dargestellt. Auch hier werden so-
wohl die Gesamtenergie als auch der Gesamtimpuls und der Gesamtdrehimpuls
algorithmisch erhalten. Der dritte Vorschlag aus Abschnitt 3.2.4 beruht auf einer
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Abbildung 6.17.: NTS-Methode, modifizierter diskreter Gradient, Linkes Bild:
Energieverteilung F iiber die Zeit, rechte Bilder: Gesamtimpuls
L und Gesamtdrehimpuls J iiber die Zeit

nachtriglichen Anderung des Impulses zusitzlich zu dem eingesetzten diskreten
Gradienten. Die zu l6sende quadratische Gleichung ist nach Laursen & Love [59]
abhéngig von dem Vorzeichen der relativen Geschwindigkeit beider Korper zuein-
ander, ausgewertet in der Mittelpunktskonfiguration, (algorithmic gap rate) eine



Kapitel 6 - Numerische Beispiele 87

1400 ————— 1

1200 ¢

1000 r

800 | ] -1

600 -

—Kinetische Energie
400 | — Verzerrungsenergie
—Gesamtenergie

200 r

0 5 10 15 20 25 30 35 40 5959 5 10 15 20 25 30 35 40

Abbildung 6.18.: NTS-Methode, Impuls-Update Algorithmus, Linkes Bild: Ener-
gieverteilung F iiber die Zeit, rechte Bilder: Gesamtimpuls L
und Gesamtdrehimpuls J iiber die Zeit

reelle Losung. Wie in Abb. 6.18 zu sehen, kann die quadratische Gleichung nicht
immer gelost werden. In diesem Fall wurde die Veranderung in der Gesamtenergie
des Systems zur Dokumentation zugelassen. Eine Anderung der Menge an akti-
ven Zwangsbedingungen entsprechend den Vorgaben aus Laursen & Love [59] ist
notwendig, um reelle Losungen des Problems zu gewéhrleisten. Letzlich impliziert
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Abbildung 6.19.: NTS-Methode, Penalty-Formulierung nach Abschnitt 3.1.1, Lin-
kes Bild: Energieverteilung FE iiber die Zeit, rechte Bilder: Ge-
samtimpuls L und Gesamtdrehimpuls J iiber die Zeit

diese Vorgehensweise, dass die Entscheidung, ob eine Zwangsbedingung aktiviert
wird oder nicht, davon beeinflufit wird, inwieweit die qudratratische Gleichung
des Verfahrens eine Losung hat. Ein derartiger Eingriff in die Active-Set Strate-
gie kann daher zu einer Verletzung der Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen fiihren.
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Abbildung 6.20.: NTS-Methode, Newmark-Verfahren, Linkes Bild: Energievertei-
lung E iiber die Zeit, rechte Bilder: Gesamtimpuls L und Ge-
samtdrehimpuls J iiber die Zeit

Die Auswirkungen einer Penalty-Formulierung zur Einbindung der Zwangsbedin-
gungen nach Abschnitt 3.1.1 sind in Abb. 6.19 dargestellt. Im Gegensatz zu dem
Gesamtimpuls und dem Gesamtdrehimpuls stellt die Energie keine Erhaltungs-
grofle dar. Noch gravierender zeigt sich der Unterschied bei der Verwendung eines
Newmark-Verfahrens (v = 0.5, § = 0.25), dessen Ergebnisse in Abb. 6.20 darge-
stellt sind. Die einzig verbliebene Erhaltungsgrofie ist hierbei der Gesamtimpuls,
weder die Energie noch der Gesamtdrehimpuls stellen Erhaltungsgrofien dar.
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Abbildung 6.21.: NTS-Methode, zentrales Differenzenverfahren, Linkes Bild:
Energieverteilung F iiber die Zeit, rechte Bilder: Gesamtimpuls
L und Gesamtdrehimpuls .J iiber die Zeit

Aufgrund der bei Kontaktvorgingen notwendigen kleinen Zeitschrittweiten wer-
den héaufig explizite Verfahren wie das zentrale Differenzenverfahren eingesetzt.
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Die Zwangsbedingungen werden dabei in der Regel mithilfe eines Penalty-Verfah-
rens eingefordert. Fiir das hier vorgestellte Beispiel wurde ein Penalty-Faktor von
50 und eine Zeitschrittweite von 0.001 verwendet. Ein groflerer Penalty-Faktor
bzw. eine grofere Zeitschrittweite waren fiir diesen Beispielfall nicht moglich. Wie
schon beim Newmark-Verfahren stellt der Gesamtimpuls die einzige Erhaltungs-
grofle dar.
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/. Zusammenfassung

Diese Dissertation umfasst die Herleitung und Analyse von Zwangsbedingungen
fiir den Kontakt diskreter, deformierbarer hyperelastischer Korper. Explizit wur-
de auf die Auswirkungen dieser Zwangsbedingungen auf die Integration in der
Zeit eingegangen. Dabei wird mit der Verwendung mechanischer Integratoren ei-
ne exzellente numerische Stabilitdt angestrebt.

Es kann gezeigt werden, dass eine algorithmische Erhaltung sowohl der Ener-
gie als auch der Impulsabbildungen moglich ist. Dies erscheint nicht nur von
der numerischen Seite sondern auch von der physikalischen Seite her sinnvoll, da
Zwangskrafte im Allgemeinen keine Arbeit leisten sollen. Die Einforderung der
Zwangsbedingungen erfolgt mithilfe lagrangescher Multiplikatoren. Das Verhalten
der aus dieser Vorgehensweise resultierenden Sattelpunktsprobleme in diskreten
Systemen wurde in Kapitel 3.2 sowohl fiir Gleichheits- als auch fiir Ungleich-
heitsbedingungen dargelegt. In diesem Zusammenhang fand auch die Herleitung
mechanischer Integratoren fiir beide Klassen von Zwangsbedingungen statt.

Der favorisierte G-dquivariante diskrete Gradient konnte in der Vergangenheit
erfolgreich auf Gleichheits-Zwangsbedingungen angewendet werden (sieche Gon-
zalez [28] und Betsch [11]). Die Erweiterung dieses Ansatzes auf Ungleichheits-
Zwangsbedingungen erfordert die hier gezeigten Anderungen. Die notwendige Re-
parametrisierung der Zwangsbedingung zeigte dabei den unerwarteten Nebenef-
fekt, dass sich sowohl die fiir den Hamilton-Formalismus notwendige erste Ablei-
tung als auch die fiir das Newton-Verfahren notwendige zweite Ableitung, insbe-
sondere der sehr komplexen Mortar-Methode, deutlich vereinfachten. Die gewéhlte
Reparametrisierung ist somit - selbst wenn die Erweiterung durch den diskreten
Gradienten nicht angewandt wird - sinnvoll.

Im Gegensatz zu bisherigen Arbeiten auf diesem Gebiet in denen die Zwangsbe-
dingungen an sich verdndert bzw. ein Eingriff in die Impulshilanz vorgenommen
wurde, ist durch die Anwendung des diskreten Gradienten nicht nur die Erhal-
tung der fundamentalen Eigenschaften sondern auch die Erhaltung der urspriing-
lichen Zwangsbedingungen sowie der Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen moglich.
Die Auswirkungen der verschiedenen energie- und drehimpulserhaltenden Ver-
fahren auf ein mechanisches System mit Zwangsbedingungen ist in Anhang A.3
veranschaulicht worden. Auch hierbei zeigen sich deutlich die Vorteile der hier
vorgeschlagenen Verfahren.
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Die durchgefiihrte vollstdndige Ableitung der Mortar-Methode zeigt ein perfek-
tes Verhalten besonders hinsichtlich des Drehimpulses. Bisherige Ansétze (vgl.
(78, 108]) zeigen dagegen erhebliche Defizite in der Erhaltung der Impulsabbil-
dungen. Dies ist insbesondere im Hinblick auf die Langzeitstabilitdt von enor-
mer Bedeutung. Zur Charakteristik der Mortar-Methode gehort das Bestehen des
Patch-Test (vgl. Anhang A.2). Insbesondere bei der Simulation eines Gleitlagers
(vgl. Kapitel 6.1) zeigen sich die Vorteile dieser variationell konsistenten Beschrei-
bung gegeniiber etablierten Verfahren wie der NTS-Methode. Das Gleiten iiber
gekriimmte Oberflachen fithrt bei der NTS-Methode zu erheblichen Konsistenz-
Fehlern. Die aus der Minimierung dieser Fehler hergeleitete Mortar-Methode fiihrt
in derartigen Situationen zu bedeutend besseren Ergebnissen, deren Giite bei Ver-
wendung der NTS-Methode nicht einmal durch eine drastische Verfeinerung der
Kontakt-Oberflache erzielt werden kann, wie das Beispiel aus Kapitel 6.2 zeigt.

In dieser Arbeit wurden einige Bereiche der Kontakt-Mechanik nicht mit ange-
sprochen und sollten in zukiinftigen Werken gepriift werden. Dazu zdhlen insbe-
sondere:

e Eine Erweiterung auf reibungsbehaftete Vorgénge fithrt auf einen weiteren
Satz von Ungleichheits-Zwangsbedingungen, die in das System mit einge-
bunden werden miissen. Dabei existieren bereits eine Reihe von Arbeiten
zu diesem Thema (u.a. von Armero & Petocz [3], Laursen & Chawla [61],
Fischer & Wriggers [24] sowie die Arbeiten von Konyukhov & Schweizerhof
[53, 54, 55]). Die Erweiterung mechanischer Integratoren auf dissipative Sy-
steme ist Gegenstand aktueller Forschungsprojekte und sollte auf dissipati-
ve Funktionen wie einem Coulombschen Reibungsgesetz angewandt werden
konnen.

e Eine Erweiterung auf 3-dimensionale Korper ist eine mehr technische Frage.
Im Rahmen der Mortar-Methode miissen dazu in jedem Zeitschritt mehr-
fach die aktuellen Segmente (im 3-dimensionalen Fall handelt es sich dabei
um Fliachenelemente) gesucht werden; dies ist allerdings extrem schwierig
von der programmtechnischen Seite her darzustellen. Der grundlegende Al-
gorithmus hierzu ist in einem Artikel von Puso [77] vorgestellt worden. Des
Weiteren muss ein neuer Satz von Invarianten gesucht werden.

e Durch die Verwendung lagrangescher Multiplikatoren bei Kontakt-Vorgén-
gen werden hochfrequente Schwingungen in ihnen erzeugt. Diese Schwin-
gungen sind nur zum Teil physikalischer Natur. Dieser Anteil kann durch
sehr kleine Zeitschrittweiten (kleiner 107°) erfasst werden. Ein anderer Teil
der Schwingungen wird durch die Numerik erzeugt. Aktuelle Arbeiten zur
Unterdriickung dieser Schwingungen basieren auf einer gezielten Verinde-
rung der Quadratur-Formel, die bei der Erzeugung der Massenmatrix ver-
wendet wird (vgl. Hager et al. [35]). Die Verdnderung erfolgt dabei unter
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Beriicksichtigung aller mechanischer Figenschaften des Systems. Eine weite-
re Untersuchung dieser Vorgehensweise, insbesondere auf die Auswirkungen
auf den physikalisch bedingten Anteil der Schwingungen, erscheint sinnvoll.
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A. Erganzungen

In diesem Kapitel werden weitere Eigenschaften sowohl der N'T'S- als auch der
Mortar-Methode behandelt. Diese werden anhand zweier statischer Beispiele dar-
gelegt; ein drittes Beispiel dient zur Analyse des Verhaltens holonomer Zwangs-
bedingungen bei Anwendung energieerhaltender Verfahren ensprechend Kapitel
3.2.2.

A.1. Aufblas-Studie

Fiir das erste Beispiel wird ein 2-dimensionaler Ballon, dessen Oberfliche mit-
hilfe nichtlinearer 2-Knoten Seilelemente mit einem E-Modul von E = 200000
und einer konstanten Querschnittsfliche von A = 4 - 10~* diskretisiert wurde,
solange mit einer normal zur Oberfliche wirkenden Drucklast p aufgeblasen, bis
er in Kontakt mit der in Bild A.1 dargestellten, fest eingespannten Oberfléche,
tritt. Der zweite Korper, in Bild A.1 als Kissen bezeichnet, wurde hierbei mit
nichtlinearen 4-Knoten Kontinuumselementen diskretisiert. Das konstitutive Ge-
setz entspricht einem St.Venant-Kirchhoff Gesetz mit einem E-Modul von E = 40
und einer Querkontraktionszahl von v = 0.1.

Kissen

Ballon

AUV

\\\\/<\\\\\\\\\\\\

Abbildung A.1.: Aufblas-Studie
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Bild A.2 und A.3 zeigen die Referenzkonfiguration und die deformierte Konfigu-
ration des Beispiels. Fiir den Kontakt wurde ein reibungsfreies Verhalten ange-
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Abbildung A.2.: Aufblas-Studie, Refe- Abbildung A.3.: Aufblas-Studie, Mo-
renzkonfiguration mentankonfiguration

nommen. In Bild A.4 ist eine Auschnittsvergroferung des Kontaktbereiches bei
Verwendung einer sog. 1-pass NTS-Methode dargestellt. Die Knotenpunkte der

| .

Abbildung A.4.: 1-pass NTS-Methode - Auschnitt

Slave-Seite sind dabei auf die Oberflache der Master-Seite projiziert worden. Deut-
lich sind hierbei die UnregelméfBigkeiten der Oberflédche auf der Master-Seite zu er-
kennen. In Bild A.5 wurde die gleiche Simulation unter Zuhilfenahme einer 2-pass
NTS-Methode durchgefiihrt. Dabei wird sowohl das Durchdringen der Knoten der
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Abbildung A.5.: 2-pass NTS-Methode - Auschnitt

Slave-Seite durch die Oberfliche der Master-Seite, als auch das Durchdringen der
Knoten der Master-Seite durch die Oberfliche der Slave-Seite verhindert. In die-
sem Ausschnitt zeigt sich exemplarisch der bei dieser Vorgehensweise resultierende
Locking-Effekt. Die dritte Auschnittsvergrofferung in Bild A.6 zeigt das Ergebnis
der Simulation bei Verwendung der Mortar-Methode. Die integrale Formulierung

Abbildung A.6.: Mortar-Methode - Auschnitt

fithrt zu einer Glattung der sich in Kontakt befindlichen Oberflichen.

A.2. Patch-Test

Unter der Bedingung, dass die Kontakt-Oberflichen zweier sich in Kontakt befind-
lichen Kérper einem konstanten Spannungsfeld unterliegen, wird dieses Feld ex-
akt von einem Korper auf den anderen iibertragen. Patch Tests hoherer Ordnung
(vgl. Taylor et al. [96]) konnen ebenfalls verwendet werden. Diese Testmethode,
wie sie urspriinglich in Simo et al. [91] zu finden ist, kann hier als Benchmark
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Abbildung A.7.: Referenzkonfiguration des Patch-Tests

fiir Kontakt-Probleme dienen. Die Konfiguration ist in Bild A.7 dargestellt.Eine
gleichméfig verteilte Flachenlast von p = 100 ist auf der Oberseite angelegt. Die
Diskretisierung des oberen Korpers erfolgte mit 39x20, die des unteren Koérpers
mit 40x20 Elementen, so dass die Nichtkonformitét des Kontaktbereiches gewéhr-
leistet ist. Beide Korper sind mit nichtlinearen 4-Knoten Elementen diskretisiert
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Abbildung A.8.: Patch-Test der NTS-Methode

worden. Das konstitutive Gesetz entspricht einem St.Venant-Kirchhoff Gesetz mit
einem E-Modul von £ = 1000 und einer Querkontraktionszahl von v = 0.4. In
Bild A.8 sind die Ergebnisse der NTS-Methode gezeigt, die Farben repréisentie-
ren dabei von-Mieses Vergleichsspannungen. Aufgrund der UnregelméBigkeiten im
Kontaktbereich besteht die NTS-Methode den Patch-Test nicht. Demgegeniiber
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Abbildung A.9.: Patch-Test der Mortar-Methode

zeigt die Darstellung in Bild A.9 das Ergebnis der Mortar-Methode. Das konstante
Spannungsfeld wird exakt von einem Korper auf den néchsten Korper weiterge-
geben.

A.3. Wirkung mechanischer Integratoren

Die Auswirkungen der verschiedenen, in Abschnitt 3.2.2 behandelten Ansétze fiir
energieerhaltende Verfahren, angewandt auf Systeme mit holonomen Zwangsbe-
dingungen, werden hier anhand eines einfachen Beispiels vorgestellt. Zwei Mas-
senpunkte M; und M, unterliegen einer Gravitationslast m;g mit m; = 1 und
g = 9.81. Zwischen beiden Massenpunkten ist eine Feder mit einer Federsteifig-
keit von ¢ = 5000 gespannt. Der Gradient der in der Feder gespeicherten potenti-
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Abbildung A.10.: System mit holonomer Zwangsbedingung

ellen Energie wurde #quivalent zu einem Beispiel aus Gonzalez [30] als diskreter
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Abbildung A.11.: Energieverteilung der Referenzlosung

Gradient ausgefiihrt. Beide Massenpunkte unterliegen einer nichtlinearen Zwangs-
bedingung mit
1 1

yle) =~ bzw. ®(q) =y -~ (A.1)
mit deren Hilfe M; und M, auf die in Abbildung A.10 rot dargestellte Kurve
gezwungen werden. Die Impuls- und Drehimpulseigenschaften werden im Folgen-
den nicht weiter untersucht, da beide Groéflen fiir diese Zwangsbedingung keine
Erhaltungsgrofien darstellen.

Eine Referenzlosung wurde ermittelt, indem die Zeitschrittweite iterativ solange
verkleinert wurde, bis die Anderung der Energie pro Zeitschritt ein vorgegebe-
nes Kriterium unterschritten hat. Abbildung A.11 zeigt die Gesamtenergie des
Systems iiber die Zeit und die Energieverteilung in potentielle und kinetische
Energie. Wird die Zeitschrittweite auf At = 0.01 vergrolert, zeigt sich eine deut-
liche Anderung in der Energiebilanz zum Zeitpunkt ¢ = 1 (vgl. Abb. A.12), da
hier der nichtlineare Charakter der Zwangsbedingung am stiarksten zum Tragen
kommt. Alle weiteren Ergebnisse in diesem Abschnitt wurden mit der Zeitschritt-
weite At = 0.01 berechnet. Eine Modifikation der Zwangsbedingung nach Ab-
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Abbildung A.12.: Energieverteilung der mG(1) Methode

schnitt 3.2.2 fiithrt dazu, dass die urspriinglichen Zwangsbedingungen nicht erfiillt
werden. In Abbildung A.13 sind die beiden aus der Modifikation resultierenden
Bahnkurven der Massenpunkte und die Referenzkurve der Zwangsbedingung dar-
gestellt. Deutlich zu sehen ist die Verdnderung in den Bahnkurven. Entsprechend
verdndert sich auch die Energieverteilung (vgl. Abb. A.14). Die Gesamtenergie
bleibt unabhéngig von der Zeitschrittweite eine Erhaltungsgrofie. Das Impuls-
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Abbildung A.13.: Bahnkurven nach der Modifikation der Zwangsbedingung
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Abbildung A.14.: Energieverteilung nach der Modifikation der Zwangsbedingung

Update Verfahren erfiillt die geometrisch zu interpretierende Zwangsbedingung
exakt (vgl. Abb. A.15).
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Abbildung A.15.: Bahnkurven des Impuls-Update Verfahrens

In der Energieverteilung (vgl. Abb. A.16) zeigt sich der Einflufl der Impulsénde-
rung auf die Schwingungsmuster. Anzumerken ist, dass die Auswirkungen sehr
stark von den Anfangsbedingungen abhéingig sind.

Unabhéngig von den Anfangsbedingungen stellt die Gesamtenergie eine Erhal-
tungsgrofle dar.
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Abbildung A.16.: Energieverteilung des Impuls-Update Verfahrens

Zuletzt wurde das Beispiel mit dem diskreten Gradienten entsprechend Kapitel
3.2.2 simuliert. Abbildung A.17 zeigt, dass die Zwangsbedingung exakt erfiillt
wird.
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Abbildung A.17.: Bahnkurve des diskreten Gradienten

Die Energieverteilung und die Schwingungsmuster entsprechen den Ergebnissen
der Mittelpunktsregel, zusétzlich wird die Gesamtenergie erhalten.

x10*

O = NWPRERITOD 00 O
e A A e

—Kin. Energie
—Pot. Energie
—Totale Energie |]

7 8 10

=]
—_

Abbildung A.18.: Energieverteilung des diskreten Gradienten
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B. Ableitungen

B.1. Erste Ableitung eines NTS-Elementes

Die Zwangsbedingung der NTS-Methode in Normalen-Richtung lautet nach Glei-
chung (5.10):

D (@) = By(m(a) = LD (B.1)
T2(q)
mit den Invarianten
m(q) =a-A (XS - % (y1 + Y2)) (B.2)
m(d@) = a-a (B3)

mit a = y, — y;. Der Gradient der Zwangsbedingung folgt unter Zuhilfenahme
der Kettenregel:

Yoy = Uy - U (B.4)
N
A B
Fiir den Term A folgt:
~ 1 1 T
Oy = |— — = B.
iy [ = - 7@] (B.5)
Fiir den Term B folgt:
U =
(Aa)T (A(=0.5a+xg5 — 0.5(y; +y5)))T (A(=0.5a — x5+ 0.5(y; +y,)) T
0 —2a 2a
(B.6)

B.2. Erste Ableitung eines Mortar-Elementes

Die Zwangsbedingung der Mortar-Methode in Normalen-Richtung lautet nach
Gleichung (5.44):

O35 (m(q)) = % (]f” —ég”) m/l <§<1> _ 1) dn+7r5/1 (g@) _gu)g(z)) dn}

o o (B.7)
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mit den Invarianten:

(@) = (<0 — %) - (< - %) (B9
@) = (30— %) - (<2 - %) (B9
(@) = (0 — %) - (<2 — <) (3.10)
m@ = (0 —xP) A (o @ +x®) (B
(@) = (< %) - A (x? - x2) (B12)

Fiir die Ableitung der lokalen Koordinaten &(zl), 5;51)7 # und 5552) folgt soweit sie

ungleich —1 bzw. 1 sind:

[ 2 2
VW= -2 = 0 0 0
L T T
[ 2 2
el = -2 0 = 0 0
L T T
[ —T3 — 1 —T3 — 1
Ve =0 2T St R 0 0] (B.13)
(71'3—71'2) T3 — Mo (7'['3—7'('2) T3 — To
V§(2): 2 27T1—7T3—7T2_ 1
i |73 — T2 (m3 — mo)? Ty — T
2w — My — 1
- T 3 27'('2 o 0 0:|
(7T3—7T2) T3 — T2

Die Ableitung der Transformationsvorschrift aus Gleichung (5.37) folgt direkt aus

den vorherigen Ergebnissen:
- 1 o)
Vng(a) (Mgp) = 5(1 — Tgp) 7r§ (1 + Tgp) 7T€b (B.14)

mit den Gauss-Stiitzstellen ng,. Die Ableitung der Transformation flieit direkt in
die Ableitung von Gleichung (B.7) ein:

Vq)sog < ng ( Ngp) — Wéﬁ”(%)) X
((5( (130) = 1) 71+ (€2 m0p) = € 132 1)) 75 ) 0+
e (515 )(ng) éé”@ap)) X

wé@’ (lop) = € ()2 () = € (g) Ve (1) ) 5 )
~l§1)(7lgp) - 531)(779;;)) X

0 <é(1)(ngp> N 1) (é@) (Mgp) — 5(1)(77@)5(2) (n9p>)] Y
(B.15)
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mit den zu den Gauss-Stiitzstellen 7n,, gehorenden Gauss-Gewichten w,. Fiir die
Ableitung von V@5 folgt:

G = (% ) — B (1)
(= (EV ) + 1) 70+ (€2 () + EV )P () ) 75) it
- ((1)(779p) &) x
(~%E0 it
(Y () + S ()€ 1) + €0 (1) €@ 1) ) 75 ) 0,
1

16 ( (Mgp) — 5(1 (%p))
[0 00 — (5(1 (ng) + 1) (é(z) (ng) + 5(1)(77970)5(2) (77920)>] w
(B.16)
und fiir die Ableitung der Invarianten:
—9a —a — (ng) — xi”) —a— (x§2> - xgl) ]
2 1 2 1
Vq’ﬂ'l = 2(;1 Vq’]TQZ (Xg) _Xg )) vqﬂ'g: (Xg)_xg ))
0 a 0
0 a ]
A (—2a — 2x§1) + x§2) + ng))- [ A ng) — ng) ]
1 2 2 2 2
V= A( 2x§)+x()—|—xg)) Vs = —A xg)—xé)
—Aa Aa
i —Aa | i —Aa |
(B.17)

B.3. Zweite Ableitung eines Mortar-Elementes

Die zweite Ableitung des reparametrisierten Mortar-Elementes

A (U @@fﬂ) (B.18)

seg
mit o
V@1 = o1 - Y

(B.19)
V5 = V59 -
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fithrt unter Zuhilfenahme der Kettenregel auf folgenden Ausdruck fiir ein entspre-
chendes Mortar-Segment:

A (%) = A (%ei) Vo + Tot” - A (%m
= Ve A, (V077) G + G077 - A, (V)
- _ _ (B.20)
A (d5) = A (Va57) - VG + G057 A (W)

= V- A (05 G + 057 - A ()

Fiir die zweite Ableitung der Zwangsbedingung nach den Invarianten wird zu-
néchst die zweite Ableitung der isoparametrischen Tansformtion nach Gleichung
(5.37) aufgebaut:

~(a 1 ~(a 1 ~(a
A-VHED (gy) = 5 (1= M) AV 5 (14 13y) A VRE (B21)
mit
%—W—?%ooo' '%0—%00’
2
—= 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0
ANET =10 0 000 A%G'=|-20 0 00
0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 O_ i 0 0 0 0 0_
[0 0 0 0 0]
2 2(—mg—m2) 2(—m3—m2)
~(2) O —(m_mg(z (W?S—Sﬂz)‘?” 2_ (m_z?)g ) 0 0
_ —T3—T2 —TM3—TQ
AT(VT(SQ - O - (7_(3_—7_(_2)3 (7‘(3—7!’2)2 + (7|'3—7|'2)3 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0]
- ) ) 3
0 (m3—m2)? " (ms—m2)? 00
2 2 2(27r1—7r3—7r2) 2(27r1—7r3—7r2)
A V~(2) (m3—m2)? _(7r3—7r22)(22+ (Ws—)ﬂz)?’ 2_ (7r32—(72rz)3 ) 00
g T —T3—T2 T —T3—T2
mVrSh = B o T mammyr . O 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0]
(B.22)

Daraus folgt die zweite Ableitung der Zwangsbedingung ®5°® nach den Invarian-
ten:

AWVWEIS:SLeg =A (ng) + Bl(ﬁg;ﬂ) + Cl(ﬁy;ﬂ) (B.23)
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mit
Al(ngp)
16 (A vf vawgl(ll)) ((5(1)(77910) - 1) T4 + (5(2) (779111) - 5(1)(775]19)5(2) (ngp)> 775) +
= (HED — %) - (%W + (HED — GEVER) — EWGED)rs)
%6 (nglgl)_vwéf(zl)> : [0 00 <£(1 77gp _1> <£(2 77gp ngp)£(2)(77gp)>]

(B.24)
Bl(ngp)

= () — D ()

(%D tgp)ma + (€D (ngp) — €™ (15p)E@ (1gp) — €V () D (mgp) ) 75 ) +

1—16 (6" 0ap) = &0 (109) ) (An W€D () ma+

(ArYED (1gp) — Ar¥ED (13)E@ (1gp) = V€D () - € () -

V€D (1gp) - €D (1gp) — € (1) Ax Vo€ P (1) ) 75 ) +

& (80— &0 (1))

[0 0 0 %EW(ng,) VWE(Z)(UW)—wa(”(ngp)f(z)(ngp)—5(1)(77917)%5(2)(77@()]}3‘25)
C1(ngp) =
o () — % (1))
00 0 (€905) 1) (€D (ngp) = EV )@ (myp) )| +
& (87 )~ &0 ()
00 0 %EW(g) (V€@ ) — €D (1P (1) — £V () €@ () ) |

(B.26)

und fiir G5

vawzf)zeg = A2(779p> + B2(779:n> + C2(779P) (B.27)
mit

Az(ngp)
i o (A% - Ac%ED) (€0 0) — 1) i+ (82 ) + €D )P ) ) m5) +
= (BED D) - (W0 + (B + EWED) 1 EOGEO ) ) 4

= (%& —wé®) - Jo 0 0 (<€D 1) (€D (ngp) + €D (3)EP (mgp)) |
(B.28)
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Ba(ngp) =

o= (R ) — ()

(=D ngp)ma + () + VD (1)@ (105) + €D (1) e (1) ) 75) +
= (&7 ) = E0 1)) (- A ()t

(A V€D (1gp) + ArVED (13)E@ (159) + V€D () - €D () +

€D (gp) - HE® (gp) + €D (1) AnViE® (1) ) 75 ) +
(&)~ )

[O 00 _Vwé(l)(ngp) Vng(z)(ngp)"‘ng(l)(??gp)g@)(ngp)+§~(1)(779p)v7r5(2)(779(p)] )
B.29

Ca(ngp) =

e (% ) — D ()

00 0 (<€D =1) (E2 ) +ED ()P 1) ) | +
= (60 0) — €0 ) =

[0 00 _Vng(l)(ngp) (ng(z) (ngp) + %5(1)(77@)5(2) (Mgp) + 5(1)(779p)v7rg(2) (ngp)>]
(B.30)
Die zweite Ableitung der Invarianten fithrt auf folgende konstante Terme:

% —W—Z‘% 000 % 0 —W—Z‘% 00
-% 0 000 0 0 0 00
. 2 .
ANET =10 0 000 A%G'=|-20 0 00
0 0 000 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0 0 00
[0 0 0 0 0]
2 2(—mg—m2) 2(—m3—m2)
N 0 —(m_mg(ﬁ (”?Sj”)g 2_7“3—35(2)3 | 00
— _ 2(=m3—m2 —T3—T2
ﬂvﬂ'ga O (7_‘_3_7_‘_2)3 (7_‘_3_7r2)2+ (71'3—71'2)3 0 0
0 0 0 00
0 0 0 0 0]
- ) ) )
0 (m3—m2)? " (m3—m2)? 00
2 o 2 + 2(27r1—7'('3—7'('2) _2(27T1—7r3—7r2) 0 0
AV ~(2) (m3—m2)? (7F3—7T22)(22 (Ws—)ﬂz)?’ , (7r32—(72rz)3 )
= T —T3—T2 T —T3—T2
mVSh ) RN o T mmmyr . O 0
0 0 00
0 0 0 0 0]
(B.31)
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Zuletzt folgt die Ableitung des diskreten Gradientens nach den Invarianten:
— 1 -
ANLDA (7, Ths) = §A7rv7rq>/*(nn+%)+
VoA (m41) = Vi@, 1) = A, 1) (M — )
. 2 - Tn+1 — 7Tn)+
[ |
(AI;A(Wn ) = &)A(Wn> - V7r€f)A(7"'n 1) (41 — 70
i eI )(]I—21\/I®1\/I)
(71— 70) |
(B.32)
mit
Tpn+1 — Ty
M = (B.33)
(71 — 70|

und der 5 x 5 Einheitsmatrix I.
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