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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Erstellung energie-, impuls- und drehimpulskonsisten-
ter Zeitschrittverfahren fiir die Dynamik flexibler Mehrkorpersysteme mit grofien Verfor-
mungen. Der vorgestellte Ansatz basiert auf nichtlinearen Finite-Elemente-Methoden fiir
die rdumliche Diskretisierung flexibler Korper. Es wird gezeigt, dafl sich die Bewegungs-
gleichungen in Form von Algebrodifferenzialgleichungen (differential algebraic equations,
DAESs) schreiben lassen. Diese DAEs erlauben eine einheitliche Systematik fiir eine rota-
tionsfreie Formulierung flexibler Mehrkoérpersysteme, d.h. die Verwendung von Rotations-
freiheitsgraden wird wihrend des kompletten Diskretisierungsprozesses in Raum und Zeit
vermieden. Die rotationsfreie Formulierung wiederum erleichtert die direkte Einbeziehung
geometrisch exakter Schalen und Balken. Zuséatzlich erlaubt sie einheitliche energie- und
drehimpulskonsistente Zeitschrittverfahren fiir jegliche Arten von Mehrkérpersystemen.

Neben der Beschreibung der Zeitschrittverfahren erfolgt die der zugrundeliegenden Struk-
turelemente: einer Starrkorper-, einer Balken- und einer Schalenformulierung. Bei ersterer
handelt es sich um einen Spezialfall der sogenannten ,natiirlichen Koordinaten®, zweitere
ist eine rotationsfreie Balkenformulierung mit Simo-Reissner-Kinematik und letztere eine
Schalenformulierung mit Reissner-Mindlin-Kinematik.

Die Einbindung von Gelenken fiir die rotationsfreie Starrkérperformulierung wird auf eine
systematische Basis gestellt, die insbesondere fiir eine effiziente Implementierung, aber
auch fiir eine Bewahrung der obengenannten Erhaltungseigenschaften geeignet ist.

Linienférmige Verbindungen betreffen im Rahmen der flexiblen Mehrkorpersysteme ins-
besondere Balken und Schalenrander. Die Behandlung von Schalenverschneidungen als
flexible Mehrkorpersysteme zeigt die Universalitat des gewdhlten Ansatzes, insbesondere
da sich durch die integrale Betrachtung mit Mortar-ahnlichen Ansétzen selbst nicht-kon-
forme Netze miihelos verbinden lassen, ohne kiinstliche Versteifungseffekte hervorzurufen.
Auch hier wird die Wahrung der Konsistenzeigenschaften nicht beeintrichtigt.

Numerische Beispiele dienen der Demonstration der hervorragenden numerischen Stabili-
téatseigenschaften des vorgestellten Zeitschrittverfahrens sowie der Eignung der vorliegen-
den Systematik fiir reale Problemstellungen.






Einleitung und Motivation

Bei den Finite-Elemente-Methoden fiir nichtlineare Strukturmechanik und -dynamik auf
der einen Seite und der Mehrkorperdynamik auf der anderen Seite sind konvergente Ent-
wicklungen zu beobachen. Frithe Tendenzen dieser Konvergenz finden sich in der Retro-
spektive von Garcia de Jalén [Gar07], Entwicklungen in der Strukturdynamik bis zur
Jahrtausendwende fafit das Buch von Géradin & Cardona [GCO01] zusammen.

Wesentliche Bestandteile heutiger Finite-Elemente-Methoden (FEM) fiir die nichtlineare
Strukturdynamik sind zum einen geometrisch exakte Formulierungen, die auf nichtlinearen
Verzerrungsmaflen basieren und sowohl endliche Verzerrungen als auch beliebig grofie Starr-
korperbewegungen abbilden kénnen. Thre Verbindung mit Mehrkorpersystemen konnte in
den letzten Jahren viel Forschungsarbeit verbuchen: Die Kopplung zwischen nichtlinearen
Kontinuumselementen und Starrkérpern wurde beispielsweise von Puso [Pus02] und von
Gottlicher & Schweizerhof [GS05] behandelt. Nichtlineare Balkenelemente im Zusammen-
hang mit flexiblen Mehrkorpersystemen sind in der Vergangenheit ebenfalls Thema einiger
Veroffentlichungen geworden, so z. B. von Bauchau & Bottasso [BB99], Ibrahimbegovié
et alii [IMTCO00], Bottasso, Borri & Trainelli [BBT01], Jeleni¢ & Chrisfield [JCO01|, Taylor
|Tay01], Betsch & Steinmann [BS02a], Romero & Armero [RA02a] und Munoz & Jelenié
[IMJO6]. Nur wenige Verdffentlichungen befassen sich mit nichtlinearen Schalenelementen
im Kontext der Mehrkorperdynamik, so Bauchau, Choi & Bottasso [BCB02].

Zum anderen liegt auf der Ebene der Zeitschrittverfahren die Herausforderung darin, die
hochgradig steifen Differenzialgleichungen, die aus der raumlichen Diskretisierung entste-
hen, stabil zu losen. Hier kann die Entwicklung von den ersten Newmark-artigen dreh-
impulskonsistenten Zeitschrittverfahren von Simo, Rifai & Fox [SRF92] fiir die Dynamik
geometrisch exakter Schalen ausgehend betrachtet werden: Zum einen in die Richtung der
auf Rotationsmannigfaltigkeiten basierenden Formulierungen wie z. B. einer Erweiterung
auf Sandwich-Schalenstrukturen von Vu-Quoc, Deng & Tan [VQDTO01| und Weiterentwick-
lungen von Lubowiecka & Chréscielewski [LC02| sowie Brank, Korele & Ibrahimbegovié
[BKTI03]. Zum anderen kann in Richtung der energie- und (dreh-) impulskonsistenten Ver-
fahren die Entwicklung tiber ein energiekonsistentes Verfahren mit einer diagonalisierten
Massenmatrix von Simo & Tarnow [ST94|, ebenfalls fiir geometrisch exakte Schalen, iiber
von Kuhl & Ramm [KR99], Bottasso, Bauchau & Choi [BBC02] sowie von Romero &
Armero [RA02b] vorgeschlagenen energiedissipativen Verfahren bis hin zu den energieer-
haltenden Verfahren fiir flexible Mehrkoérpersysteme mit Schalenkomponenten von Betsch
& Séanger [BS09b| verfolgt werden.



In der nichtlinearen Strukturdynamik werden iiblicherweise die aus der rdumlichen Finite-
Elemente-Diskretisierung resultierenden semidiskreten Bewegungsgleichungen als gewohn-
liche Differenzialgleichungen auf der Mannigfaltigkeit von Rotationsparametern behandelt.
Dementsprechend sind die Rotationsparameter integraler Bestandteil der Zeitdiskretisie-
rung. Im Gegensatz dazu werden in der vorliegenden Arbeit die gewohnlichen Differen-
zialgleichungen auf der Rotationsmannigfaltigkeit als differenzialalgebraische Gleichungen
betrachtet. Diese Betrachtungsweise erweist sich insbesondere vorteilhaft in Bezug auf die
Verwendung geometrisch exakter Balken und Schalen in Mehrkoérpersystemen und allge-
mein bei der Entwicklung energiekonsistenter Zeitschrittverfahren.

Im englischen Sprachraum werden diese Zeitschrittverfahren , energy momentum schemes*
oder auch ,energy conserving time stepping schemes“ genannt, im deutschen Sprachraum
hat sich die Beschreibung ,energieerhaltende Zeitschrittverfahren* eingebiirgert. Diese mif3-
verstédndliche Bezeichnung suggeriert leider, dafi diese Integratoren fiir dissipative Systeme
weniger geeignet seien, obwohl durchaus dissipative Komponenten explizit berticksichtigt
werden konnen (siehe z.B. Grof§ & Betsch [GB10]). Deshalb wird im Rahmen dieser Arbeit
die Bezeichnung ,energie-, impuls- und drehimpulskonsistente Zeitschrittverfahren oder
kurz ,konsistente Zeitschrittverfahren bevorzugt.

Das im Rahmen dieser Arbeit so zentrale konsistente Zeitschrittverfahren basiert auf dem
sogenannten , Diskreten Gradienten“ von Gonzales [Gon96| und ist eine Variation der klas-
sischen Mittelpunktregel. Die Anwendung des diskreten Gradienten auf eine rotationsfreie
geometrisch exakte Balkenformulierung, so geschehen in Betsch & Steinmann [BS03], er-
gibt das konsistente Zeitschrittverfahren fiir Balken. Desgleichen auf die rotationfreie geo-
metrisch exakte Schale ergibt das erste konsistente Zeitschrittverfahren fiir Schalen mit
konsistenter Massenmatrix, zu finden in Betsch & Sanger [BS09b|. Die Anwendung des dis-
kreten Gradienten auf Zwangsbedingungen von hoherem als quadratischem Polynomgrad
erhélt die Konsistenzeigenschaften von Mehrkorpersystemen. Rotationsfreie Starrkorper-
formulierungen und maximal quadratische Zwangsbedingungen besitzen diese Konsistenz-
eigenschaften bei Verwendung der Mittelpunktregel ohne weitere Modifikation. Energie-,
impuls- und drehimpulskonsistente Mehrkorperdynamik ergibt sich also einfach durch die
konsistente Kopplung konsistenter Komponenten.

Die Betrachtung der Komponenten erstreckt sich von der Formulierung des Starrkorpers
iiber die eines Simo-Reissner-Balkens und einer Reissner-Mindlin-Schale bis zu den Zwangs-
bedingungen.

Die mittlerweile etablierte Starrkorperformulierung nach Betsch & Steinmann [BS01] konn-
te sich in der Vergangenheit zwar umfangreichen Betrachtungen in Bezug auf die Konsi-
stenzeigenschaften erfreuen, bot aber mangels einer expliziten Formulierung externer Mo-
mente noch nicht einmal die Méglichkeit der konsistenten Formulierung der Drehimpulsbi-
lanz. Nebst einer Erweiterung dieser Starrkorperformulierung auf eine Parametrierung im
nicht-Hauptachsensystem ist das Fiillen dieser Liicke ein wichtiger Schritt auf dem Weg zu
ihrer allgemeinen Verwendbarkeit.



Die grofle praktische Bedeutung von Schalenstrukturen in technischen Anwendungen spie-
gelt sich zwar im Rahmen der Strukturdynamik in der Anzahl der Veroffentlichungen wider,
wie aber schon oben erwahnt sind nur wenige Veroffentlichungen zu Schalenkomponenten
im Rahmen der flexiblen Mehrkorperdynamik bekannt. Das hier vorgestellte rotationsfreie
fiinf-Parameter-Schalenmodell pafit hervorragend in die DA E-basierte Systematik und eig-
net sich sowohl fiir grofle Verformungen als auch fiir groffe Starrkérperbewegungen.

Untersuchungen der Balkenformulierung nach Betsch & Steinmann [BS03] dienen der Voll-
standigkeit.

Bisherige Formulierungen zu holonomen Gelenkzwangsbedingungen fiir die rotationsfreie
Starrkorperformulierung (so z. B. Betsch & Leyendecker [BL06] sowie Uhlar [Uhl09]) basie-
ren auf geschlossenen Vektorketten. Sie erlauben eine konsistente Simulation, sind aber von
einer geschickten Parametrierung abhéangig. Eine deutlich robustere Parametrierung ohne
Einschrankungen in den Konsistenzeigenschaften erleichtert die Implementierung genauso
wie die Verwendung. Naturgeméaf riickt bei flexiblen Mehrkorpersystemen auch die Ver-
bindung der flexiblen Komponenten untereinander und mit Starrkérpern ins Zentrum der
Betrachtung. Bei Puso [Pus04] dienen integrale Ansétze iiber eine Verbindungsflache — ein
sogenannter Mortar-Ansatz — der Gebietszerlegung von Kontinuumselementen. Eine ana-
loge Behandlung von Schalenverschneidungen oder Schale-Balken-Verbindungen fiigt sich
nahtlos in die bestehende Systematik und erlaubt ihre Einbindung ohne die Notwendigkeit
aufeinander abgestimmter FE-Netze.

Eine Systematik fiir flexible Mehrkorpersysteme besteht neben der Behandlung der Einzel-
komponenten auch aus ihrer beliebigen Kombinierbarkeit. Aufgrund der DA E-Struktur 148t
sich dies problemlos tiber herkommliche Finite-Elemente-assembly-Prozeduren erreichen.
Voraussetzung dafiir ist die Verfiigbarkeit von administrativen Daten fiir diesen Zusam-
menbau. Diese bereitzustellen ist die Aufgabe eines im Rahmen dieser Arbeit entwickelten
Praprozessors.



Inhaltsuibersicht

Die Gliederung der Arbeit richtet sich nach Komponenten eines flexiblen Mehrkorpersy-
stems. Kapitel 1 widmet sich ausgewéhlten Zeitschrittverfahren fir die flexible Mehrkor-
perdynamik. Im Mittelpunkt steht das energie- und drehimpulskonsiste Zeitschrittverfah-
ren in Abschnitt 1.4. Die Einfiihrung erfolgt dabei anhand eines einfachen Modellproblems
tiber drei einfache klassische Zeitschrittverfahren (Mittelpunktregel, implizites Eulerver-
fahren und Trapezregel). In Abschnitt 1.3 folgt ein speziell fiir die Schalendynamik vor-
gesehenes Zeitschrittverfahren, das einer Mittelpunktregel, angewendet auf eine Repara-
metrisierung der Schalenkinematik, entspricht. Das zentrale energie- und drehimpulskon-
sistente Zeitschrittverfahren in Abschnitt 1.4 ist ebenfalls eng mit der Mittelpunktregel
verwandt. Das Verfahren in Abschnitt 1.5 ist eine Weiterentwicklung dessen aus Abschnitt
1.4, wahrend dasjenige in Abschnitt 1.6 termweise Variationen der Mittelpunktregel oder
des Trapezverfahrens entspricht. Nicht betrachtet werden dabei géngige Verfahren aus
dem Bereich der Mehrkorpersimulation (z. B. HHT-Verfahren) oder der Finite-Elemente-
Dynamik (z. B. Newmarkverfahren).

Kapitel 2 befait sich mit einer Starrkorperformulierung, die im weiteren als ,,Direktorfor-
mulierung® bezeichnet wird und einen Spezialfall der ,natiirlichen Koordinaten® bildet.
Neben einer Herleitung der Bewegungsgleichungen wird auf die Einbringung externer La-
sten besonderes Augenmerk gelegt.

Die Kapitel 3 und 4 beschreiben zwei zu der Direktorformulierung der Starrkérper passende
flexible Strukturelemente — Balken und Schalen.

Die Kapitel 5 und 6 behandeln die Formulierung von Gelenken und Verbindungen zwi-
schen Starrkorpern, Balken und Schalen. Unterschieden werden hierbei nulldimensionale
Gelenke, wie sie beispielsweise zwischen Starrkorpern auftreten und fir die vielfaltige ki-
nematische Paare bekannt sind, und hoherdimensionale Verbindungen, bei der die Anzahl
kinematischer Paare deutlich begrenzter ist.

Kapitel 7 schliellich erortert die Einbeziehung aller vorher behandelten Komponenten ei-
nes flexiblen Mehrkorpersystems in eine effiziente Programmstruktur. Aus Sicht der Pro-
grammierung behandeln alle vorhergenannten Kapitel Teile des sogenannten ,,solvers®, der
Aufstellung und Losung der Bewegungsgleichungen beinhaltet. In diesem Kapitel werden
dagegen Belange des Pré- und Postprozessors diskutiert, der notwendig ist, um die tat-
sachliche Anwendbarkeit der entwickelten Methodik zu demonstrieren.
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1 Zeitschrittverfahren

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Zeitschrittverfahren werden anhand eines Mo-
dellproblems vorgestellt. Das Modellproblem ist derart gewéhlt, dafl Charakteristika der
Direktorformulierung — auf der die in spateren Kapiteln behandelten Strukturelemente
basieren — abgebildet werden. Diese sind auch dafiir verantwortlich, dafl ausschlieSlich im-
plizite Zeitschrittverfahren zur Anwendung kommen.

Mit der Mittelpunkregel, dem implizitem Euler- und dem Trapezverfahren wird die Notati-
on anhand dreier Standardverfahren eingefithrt. Mit dem Verfahren von Simo, Rifai & Fox
(SRF-Verfahren) wird ein Sonderverfahren fiir die Behandlung von Schalendynamik be-
handelt, wihrend mit zwei energie- und drehimpulskonsistenten Zeitschrittverfahren etwas
modernere und trotzdem allgemeinere Verfahren fiir die Mehrkorperdynamik diskutiert
werden. Abschlul der Zeitschrittverfahren bildet ein zeitgeméfer variationeller Integra-
tor.

1.1 Modellproblem

my

€3 b2

€9

€1

Abbildung 1.1: Modellproblem — Hantel als starres Modell eines Schalenkno-
tens in kartesischen (links) und schalenartigen Koordinaten
(rechts)



10 1.1 Modellproblem

Bei dem Modellproblem, anhand dessen die im Rahmen dieser Arbeit betrachtungfinden-
den Zeitschrittverfahren eingefithrt werden, handelt es sich sich um eine aus zwei an einem
masselosen Stab befestigten Massenpunkten bestehende Hantel (sieche Abbildung 1.1).

Entwickelt vom Erstautor fir die Veroffentlichung Betsch & Sénger [BS09b| bildet es die
Kinematik eines Knotens eines degenerate continuum-Schalenelementes ab (vgl. Abbildung
1.2 und Kapitel 4), ist aber hinreichend einfach und kann trotzdem viele Eigenschaften der
untersuchten Zeitschrittverfahren fiir auf Algebrodifferenzialgleichungen basierende Mehr-
korperformulierungen abbilden. Gegeben sind zwei Massenpunkte mit den Massen m; und
ms und den (kartesischen) Ortsvektoren @ € R? und x5, € R3. Der Abstand h zwischen
den beiden Massenpunkten wird als konstant angenommen.

Anmerkung: Die Analogie zur Schalentheorie wird durch Abbildung 1.2 ersichtlich. Beim
degenerated continuum-Ansatz wird einem Kontinuumselement die Schalenkinematik auf-
erlegt, wobei die Knoten entlang einer Faser in Dickenrichtung durch einen einzigen Knoten
mit einem zugehorigen Direktor ersetzt werden. Der konstante Abstand A der beiden Mas-
senpunkte entspricht damit der Dickenunausdehnbarkeit der Schalentheorie.

Ji

Abbildung 1.2: 4-Knoten-Schalenelement basierend auf einem 8-Knoten-
Kontinuumselement

Es werden schalenéhnliche Koordinaten, basierend auf dem Ortsvektor ¢ € R?® und dem

Direktor d € S? (vgl. Abbildung 1.1), eingefiihrt:
:m1w1+m2w2 dZIDQ—CUl . (11)
my -+ Mo h

Dabei bezeichnet S? C R? die in den dreidimensionalen Raum eingebettete Einheitskugel.
Die kinetische Energie E¥™H das Potential V¥ und die interne Zwangsbedingung ®»tH
sind dann: T S
BT = A |pl" + 51, |d
VE =V (p,d) (1.2)
(I)lnt,H — % (‘d‘Q o 1)
mit den Trégheitsgrofien

H H_ Mamz 5
Ap —m1+m2 und [P = mh . (13)
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Impuls und Drehimpuls nehmen die folgende Form an:
Pt = Ay

A L (1.4)

L"=Aoxp+I'dxd

H1

H2

Abbildung 1.3: Modellproblem — Pendel als Sonderfall der Hantel mit einer
externen Zwangsbedingung

Die Einbeziehung externer Zwangsbedingungen wird im Rahmen des oben vorgestellten
Modellproblems anhand des Beispiels eines Pendels diskutiert, bei dem die Masse m, fixiert
ist (siehe Abbildung 1.3). Die zugehorige Zwangsbedingung lautet:

th

P = p — d2p—-¢d=0 . (1.5)

my + Mo

Insbesondere in Bezug auf den Finite-Elemente-Zusammenbau der Zwangsbedingungen im
letzten Kapitel wird sich noch die Schreibweise der Bewegungsgleichungen tiber virtuelle
Arbeiten als vorteilhaft herausstellen:

G" =bp Al +od- I} d+bp - V,VI +0d - V! +6d - (G™)T A 4 gA . gttt
+ 5(] . (Gext>T )\ext 4 5}\ext . pext
=6q-Mg+0q-V,VT+6q- (GP)TA” +0A" - ®%(q)
=0 firalle dqgeT,und oA €T,

(1.6)
mit den Tangentialrdumen T, und Ty,
int,H int,H int
(ﬁp = |:q()I.ext :| ) AP = |:)\Aext :| und GP - |:gext:| (17)

sowie den Jacobimatrizes der internen und externen Zwangsbedingungen Gt = [OT dT]

und G=' = [Ig —5113]. Unter der Voraussetzung der Beliebigkeit der Variationen dq
ergibt sich:

Mg+ V,VE+(G")TAP =0

®"(q) =0

Obige Bewegungsgleichung hat eine Form, die uns im Rahmen dieser Arbeit noch einige

Male begegnen wird. Eine ausfiihrlichere Beschreibung des Modellproblems findet sich in
Anhang A.1.

(1.8)



12 1.2 Mittelpunktregel, Trapezregel und implizites Eulerverfahren

Der Vorteil der Schreibweise aus Gleichung (1.6) besteht darin, dal komplett auf assembly-
Symbole verzichtet werden kann, da sich virtuelle Arbeiten einfach addieren lassen. Daher
wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit bei der Diskussion der Zeitschrittverfahren haupt-
sachlich auf die Schreibweise in Gleichung (1.8) zurtickgegriffen, wahrend bei Problemen
des systematischen Aufbaus von Mehrkorpersystemen die Schreibweise in Gleichung (1.6)
bevorzugt wird.

Die Algebrodifferezialgleichung (1.8) ist insofern prototypisch fiir die im Rahmen dieser
Arbeit behandelten Problemstellungen, als daf sie folgende Eigenschaften aufweist:

o Die konstante Massenmatrix M: Die im Rahmen dieser Arbeit behandelten Struk-
turelemente fiihren samtlich auf eine konfigurationsunabhéangige Massenmatrix. Dies
ist eine inhérente Eigenschaft der in Kapitel 2 eingefiihrten Direktorformulierung.

e Redundantes System unter Zwangsbedingungen: Kennzeichnend fiir die Direktor-
formulierung ist ein diskretes oder durch die Diskretisierung erzeugtes System aus
Index-3-Algebrodifferezialgleichungen.

» Rotationsfreie Formulierung: Wenn in Sonderfillen — z. B. im Rahmen effizienter
Losungsstrategien (siehe Abschnitt 1.5) oder fiir die Formulierung bestimmter Ge-
lenktypen (siehe Kapitel 5) — Rotationsfreiheitsgrade eingefithrt werden kénnen, sind
diese hochstens skalar oder lokal vertreten.

Daher werden die hier folgenden Zeitschrittverfahren alle anhand der Gleichungen (1.8) dis-
kutiert. Insbesondere wird auf Zeitschrittverfahren, die wichtige Erhaltungseigenschaften
des endlich-dimensionalen semidiskreten Systems beibehalten, eingegangen.

1.2 Mittelpunktregel, Trapezregel und implizites
Eulerverfahren

Die vorliegenden Algebrodifferenzialgleichungen der Form

Mg+ V,V(g) + G"(q) A
®(q)

: 0

erlauben eine direkte Diskretisierung mittels impliziter Standardverfahren, von denen ge-
nauere Beschreibungen in einschlagigen Lehrbiichern zu finden sind. Die Mittelpunktregel
und die Trapezregel bediirfen dabei einer geringfiigigen Modifikation der Auswertung der
Zwangsbedingung zum Endpunkt des Zeitschritts, um eine konsistente Konfiguration zu
gewdhrleisten.
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Mittelpunktregel

Betrachtet wird ein repréisentatives Zeitintervall [t,;t,.1]. Gegeben sei eine Konfiguration
zum Zeitschritt n mit dem Zeitpunkt ¢,,, den Koordinaten g, € Q im Zustandsraum

Q={geR"| ®(q) =0} : (1.10)

den zugehorigen lagrangeschen Multiplikatoren A, und dem Geschwindigkeitsvektor v,, €
R™.

Gesucht ist dann die Konfiguration q,,,, € R™ zum Zeitschritt n + 1, die die folgende
Bedingung erfiillt:

Man+% + qu|q:qn+% + GT(anr%) Ant1 =0

q)(qn—i-l) = O

(1.11)

mit
anr% = % (qn + qn+1)
2

a’n—f—% - ﬁ (qn+1 - qn) - Atvn (112)

Alt (qn - qnfl) — Un—1

und der Zeitschrittweite At = t,,11 — t,,. Die Losung nach g, erfolgt mit dem Newton-
verfahren. Aufgrund der zweiten Zeile des Gleichungssystems gilt g, ; € Q.

v, =

Implizites Eulerverfahren

Beim impliziten Eulerverfahren sind die Gegebenheiten wie zuvor, gesucht ist nur diesmal
die Konfiguration q,, ,; zum Zeitschritt n + 1, die die folgende Bedingung erfiillt:

Ma'n+1 + Vq‘/'|q:q"+1 + GT(qn+1) An‘f'l = 0

1.13
(I)(qn—i—l) =0 ( )

mit
Ani1 = AL,Q (anrl - qn) - ALt Up
Uy = ALt (qn - qnfl)

Auch hier erfolgt die Losung mit dem Newtonverfahren.

(1.14)

Trapezregel

Auch bei der Trapezregel sind die Gegebenheiten wie zuvor, gesucht ist nur diesmal die
Konfiguration q,,,; zum Zeitschritt n + 1, die die folgende Bedingung erfiillt:

M An1 + qu|q:qn+1 + qu| + GT(anrl) )‘n—i-l + GT(qn) )‘n-i-l =0

=n (1.15)
Q(qn—i-l) = 0
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mit A A
An+1 = A2 (anrl - qn) — At Un

1.1

Uy = é (qn - qn—l) — Up-1 ( 6)
Diesen drei einfachen direkten Verfahren ist gemein, daf} sie mit einer groflen Zahl an Unbe-
kannten arbeiten miissen. Sei m die Anzahl der (redundanten) geometrischen Freiheitsgra-
de und n die Anzahl der Zwangsbedingungen. Dann miissen implizite Gleichungssysteme
mit m + n Unbekannten gelost werden, obwohl das System nur m — n Freiheitsgrade hat.
Fiir das einfache Pendel gilt beispielsweise m = 6 und n = 4, d.h. es muf} ein nichtlinea-
res Gleichungssystem mit zehn Unbekannten gelost werden, wihrend das System nur zwei
Freiheitsgrade hat.

1.3 Diskretisierung gewohnlicher Differenzialgleichungen
auf S? (SRF)

Im Gegensatz zu den bisher erwahnten Zeitschrittverfahren, die universell auf alle in der
DAE-Struktur formulierten Problemstellungen angewendet werden kénnen, ist das folgen-
de Verfahren speziell fiir die Schalenkinematik entwickelt — und zwar von Simo, Rifai &
Fox in [SRF92|, weshalb es kiinftig als ,SRF“-Verfahren bezeichnet wird. Genau wie die
nun folgenden Verfahren und im Gegensatz zu den Standardintegrationsverfahren aus dem
vorherigen Abschnitt zielt es auf die Erhaltung von physikalisch motivierten Erhaltungs-
groflen, in diesem Fall Impuls und Drehimpuls.

Die Entwicklung des SRF-Verfahrens kann geradeheraus aus den Betrachtungen zur Null-
raummatrix verstanden werden, die in diesem und im iiberndchsten Abschnitt eine wichtige
Rolle spielen wird.

Da die Kinematik des Modellproblems direkt an die der Schalenformulierung angelehnt
ist, wird dieses fiir die Diskussion des Zeitschrittverfahrens verwendet. Eine ausfiihrlichere
Darstellung findet sich in Anhang A.2.

Wie schon in der Beschreibung des Modellproblems erwahnt, beschrankt eine Einheitslan-
genzwangsbedingung ®™ den Direktor auf einen zweidimensionalen Konfigurationsraum
d(t) € S?, die Einheitskugel. Alle erlaubten Direktorgeschwindigkeiten liegen im Tangen-
tialraum 7,S? an die Einheitskugel und lassen sich iiber ein neu eingefiihrtes Dreibein
{di,d>,d} mit [dy d» d] € SO(3) und zwei unabhéngigen generalisierten Geschwindig-
keiten Vi, V5 € R wie folgt schreiben:

Entsprechend lassen sich die Variationen des Direktors wie folgt schreiben:

od = 5U1 d1 +5UQ d2 . (118)
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Aus der Zwangsbedingung (1.5) kann auch direkt der folgende Zusammenhang gezeigt
werden:

dp =& 6d . (1.19)
Damit ergibt sich fiir die Variation aller geometrischen Freiheitsgrade:
ol |&dy &ida| |dur|
dq = {5d] = { d  dy Suy| = Piu (1.20)

unter der Einfithrung der Nullraummatrix P und dem Vektor der inkrementellen generali-
sierten Freiheitsgrade w. Damit 148t sich eine Reduzierung der Bewegungsgleichung (1.6)
wie folgt erzielen:

G' =6u-P"Mg+ou-P'V,V" +5u-PH(GH)TAT +6A7-®"(q) . (1.21)

Es 148t sich zeigen, dafl gilt PT (G")T = 0 (siehe Anhang A.2). Durch eine Reparametrisie-
rung q = F(u), die die Zwangsbedingung ®"(q) = 0 exakt erfiillt, verbleibt die folgende
Bewegungsgleichung:

G’ =0u-P"Mg+éu-P'V,V"=0 mitg=F(u) (1.22)

eine gewohnliche Differenzialgleichung, die mit der Mittelpunktregel diskretisiert wird.

1.4 Energie- und drehimpulskonsistentes
Zeitschrittverfahren (BEM)

Auch das hier vorgestellte energie- und drehimpulskonsistente Zeitschrittverfahren (basic
energy-momentum scheme, BEM) zielt auf eine Erhaltung von physikalisch motivierten
Erhaltungsgrofien, in diesem Fall Impuls, Drehimpuls und Gesamtenergie, ist aber weitaus
allgemeiner verwendbar als das im vorherigen Abschnitt vorgestellte SRF-Verfahren. Im
wesentlichen wird vom erhaltenden Zeitintegrationsverfahren von Gonzalez [Gon96|, siche
auch Betsch & Hesch [BH07, Kapitel 3] und Betsch & Sanger [BS09b], bei der direkten Dis-
kretisierung der Algebrodifferenzialgleichungen der folgenden Form Gebrauch gemacht:

Mg+ V,V(g)+G(g)x=0

B(a) = 0 (1.23)

Betrachtet wird wieder ein reprasentatives Zeitintervall [t,;t,.1] mit der Zeitschrittweite
At = t, 1 —t, und den Koordinaten in Zustandsraum q,, € Q und v,, € R™ zum Zeitpunkt
tn.

Gesucht ist dann die Losung q,,,; € R™, so daf} gilt:
Man+§ + ?qv(qrw Qpi1) + GT(anr%) A1 =0

1.24
(I)(qn—l—l) =0 ( )
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mit
qni i = % (qn + Qn+1)
a1t =55 (Gnyr — @n) — 1.25
n+3 — A2 qn+1 qn) Atvn ( . )
Up = Alt (qn - qnfl) — Un—1

(Vergleiche Mittelpunktregel (1.11)). Vf(q,,@,+1) bezeichnet den diskreten Gradienten
einer Funktion f : R¥ — R nach Gonzalez [Gon96|. Im folgenden wird Gleichung (1.24)
immer als basic energy-momentum scheme (BEM) bezeichnet. Die vorteilhaften algorith-
mischen Erhaltungseigenschaften des BEM sind eng mit dem Begriff des , Diskreten Gradi-
enten (discrete gradient) verkniipft. Die folgenden Eigenschaften des diskreten Gradienten
spielen eine fundamentale Rolle in der vorliegenden Arbeit:

o Ist f maximal quadratisch, ist der diskrete Gradient von f mit dem normalen Gradi-
enten — ausgewertet zur Mittelpunktkonfiguration g, | 1= (g, +¢q,.1)/2 — identisch,

nathh ?f(qrw qn+1) - Vf(qn—f—%)
« FErfiillung der Richtungsbedingung:

Vi@ + @nr)  [Gnir — 0] = [(@nyr) — fla,) - (1.26)

o Wesentliche Symmetrieeigenschaften des zugrundeliegenden kontinuierlichen Systems
bleiben erhalten, was insbesondere fiir die Drehimpulsbilanz in spateren Kapitel wich-
tig ist.

Die groie Anzahl von m + n Unbekannten, die den vorherigen Methoden der direkten
Diskretisierung der DAFE anhaftet, liegt auch bei diesem Verfahren vor — eine Problematik,
der sich der néchste Abschnitt widmet.

1.5 Reduziertes energie- und drehimpulskonsistentes
Zeitschrittverfahren (REM)

Das im folgenden behandelte reduzierte energie- und drehimpulskonsistente Zeitschrittver-
fahren (reduced energy-momentum scheme, REM) ist genau zu dem Zweck entwickelt, die
Schwéchen des obengenannten BEM-Verfahrens, namlich die Grofie des zu 16senden alge-
braischen Systems, zu eliminieren und gleichzeitig dessen Konditionszahl zu verbessern.
Die Verkleinerung basiert

1. auf der Einfithrung einer Matrix P(q,,, q,,, ;) — der sogenannten , Diskreten Nullraum-
matrix“ (discrete null space matrix) — deren Spalten den Nullraum der diskreten
Jacobimatrix der Zwangsbedingungen in Gleichung (1.24) aufspannen, damit gilt:

G(q,.1) P(q,,@ni1) =0 (1.27)

und
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2. einer Parametrisierung des Konfigurationsraums Q in der Umgebung von q,, € Q.
Sei die zugehorige Abbildung F'y, : U — Q abhéngig von den lokalen Koordinaten
u € U C R™™. Dann kénnen die redundanten Koordinaten q,,,; € R™ mit den
inkrementellen Unbekannten u € U dargestellt werden als:

4, = F, (u) ) (1.28)

Damit kann das reduzierte energie- und drehimpulskonsistente Zeitschrittverfahren (REM)
direkt aus dem BEM auf folgendes algebraisches Problem gebracht werden: Gegeben sei
q, € Qund v, € R". Gesucht ist v € U und v,,,; € R™ als Losung der Gleichungen

PT<qn7 anrl) Ma’nJr% + ?qv(qnu qn+1) =0 ) (129)

wobei g, € Qkuoten durch den Ausdruck in Gleichung (1.28) ersetzt wird und mit den
HilfsgroBen aus Gleichung (1.25). Es kann leicht gezeigt werden, daf das REM-Verfahren
dquivalent zum BEM-Verfahren ist, sieche Betsch [Bet05, Abschnitt 3.4.].

Die Methode der diskreten Nullraummatrix ist allgemeingiiltig, die Suche nach einer ge-
eigneten Nullraummatrix im Einzelfall jedoch iiberaus knifflig. In Anhang A.4 wird die
Nullraummatrix fiir das Modellproblem entwickelt, die auch knotenweise auf die Schalen-
formulierung in Kapitel 4 angewendet werden kann — wie auch schon in Betsch & Sanger
[BS09b] veroffentlicht.

Unterschiede zwischen SRF- und REM-Verfahren

Die beiden obengenannten Methoden sehen einander sehr dhnlich, weisen aber fundamen-
tale Unterschiede auf. Das SRF-Verfahren beruht auf folgender Vorgehensweise:

1. Die Algebrodifferenzialgleichungen (DAEs) werden auf gewohliche Differenzialglei-
chungen (ODEs) auf R? x S? reduziert (siche Abschnitt A.2.1 im Anhang).

2. Anschlieend werden die ODEs diskretisiert, um ein drehimpulskonsistentes Zeit-
schrittverfahren zu erhalten (sieche Abschnitt A.2.2 im Anhang).

Das REM-Verfahren verfolgt den umgekehrten Weg:

1. Die DAEs werden direkt mit einem energie- und drehimpulskonsistenten Zeitschritt-
verfahren, dem BEM, diskretisiert.

2. Im zweiten Schritt erfolgt die Grofenreduktion des resutierenden diskreten Systems.

Aufgrund der Nichtlinearitit der Mannigfaltigkeit — hier S? — sind die beiden Vorgehens-
weisen nicht aquivalent.
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1.6 Variationeller Integrator

Das letzte hier betrachtete Zeitschrittverfahren fallt — genau wie BEM, REM und SRF — in
die Klasse der ,strukturerhaltenden Zeitschrittverfahren“, wobei hier die Erhaltungsgrofien
deutlich abstrakterer Natur sind. Der hier vorgestellte variationelle Integrator wurde von
Leyendecker, Betsch & Steinmann [LMOO0S| fiir die Verwendung mit flexiblen Mehrkor-
persystemen vorgeschlagen. In Betsch et alii [BHSU10] erfolgt eine Untersuchung tiber die
Eignung fiir die hier vorliegende Klasse von dynamischen Systemen. Eine Kurzbeschrei-
bung der diskreten Bewegungsgleichungen findet sich auch in Uhlar [Uhl09].

Die diskreten Bewegungsgleichungen werden aus einem sogenannten ,,Diskreten Lagrange-
funktional“ (discrete Lagrangian) hergeleitet, welches wie folgt definiert ist:

~ q, + qn+1 qn+1 - q,
= At 1.
R R (1.30)
mit einem Lagrangefunktional ohne Zwangsbedingungen mit:
. 1, .
£(g:4) = 54-Mq—-V(q) (1.31)

(vgl. Gleichungen (1.8)). Damit lautet das diskrete Lagrangefunktional:

_ 171 a,+ 4,
L£(q0: @ns1) = 5 {E (@1 — ) M (@1 — q,) —2AtVV (%)} . (1.32)

Die diskreten Bewegungsgleichungen lauten:
DQE (qn—lv qn) + Dl‘i (qnv qn+1) =0 (133)
und fiir Systeme ohne Zwangsbedingungen:

1 At
M (¢,41 =20, + 4uc1) + 5 [vv <q"17+‘5’") +VV (M)} —0. (1.34)

At 2 2

Fiir Systeme mit Zwangsbedingungen, wie sie hier vorliegen, werden diese wieder in den
Zeitknoten eingefordert:

Aithu + % [VV<qnf%) +VVI(g,i1) + GT(qn)An} =0 (1.35)
(I)((InJrl) =0
mit
V=q,.1—2q,+q,_
G0y =1 lar+a,] (1.36)
qnyl = % [qn + an}

Fiir den ersten Zeitschritt miissen besondere Vorkehrungen getroffen werden, siehe Betsch
et alii [BHSU10].
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1.7 Beispiel: Mathematisches Pendel

’ 2
‘ me = 10
h=1
| g g=—10e;3
do = e;

wO:5€2+563

Abbildung 1.4: Pendel — Anfangskonfiguration des Pendels

Die vorgestellten Zeitschrittverfahren werden im folgenden auf das Pendel in Abbildung
1.4 angewendet. Auf das Zweimassensystem wirkt Graviation mit der Potentialfunktion
VP (p,d) = —AS g - @ und mit der Graviationsbeschleunigung g (siehe Abbildung 1.4).

Die reine Rotationsbewegung des Zweifreiheitsgradsystems wird vom drehimpulskonsisten-
ten SRF-Zeitschrittverfahren aus Abschnitt 1.3 hervorragend abgebildet. In Abbildung 1.5,
in der die Horizontalkomponente von d(t) in es-Richtung bei einer Zeitschrittweite von
At = 0,1 abgebildet ist, zeigt sich die tiberlegene Genauigkeit dieses Verfahrens (rechtes
Diagramm) bei diesem Modellproblem. Ahnliche Genauigkeiten sind auch bei den (hier
nicht abgebildeten) anderen zwei Komponenten von d(t) und auf Geschwindigkeitsebene
zu beobachten. Fiir das energie- und drehimpulskonsistente Zeitschrittverfahren nach Ab-

0,5}
» .
~ 0,08 " ’ 1L 0,0
Q N ’ Q
= =
0,5}
Referenz Referenz ,
=@= Mittelpunktregel —e— SRF BR-°
=0 -Trapezverfahren -o-BEM/REM
-0 - Euler Implizit -0 - Variationell
00 05 1.0 1,5 2,0 0,0 0,5 1.0 15 2.0

t t

Abbildung 1.5: Pendel — Pendelbewegung mit Zeitschrittweite At = 0,1.
Vergleich der unterschiedlichen Zeitschrittverfahren am Mo-
dellproblem, Referenzlosung mit At = 107°

schnitt 1.4 ist eine Zeitschrittweite von At = 0,01 erforderlich, um im Intervall ¢ € [0; 2]
eine Genauigkeit zu erreichen, dafl sie sich praktisch nicht mehr von der mit einer Zeit-
schrittweite von At = 107° gewonnenen Referenzlosung unterscheidet. Erwartungsgemafd
erhalten beide Verfahren die Komponenente des Drehimpulses in es-Richtung fiir beliebige
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Zeitschrittweiten. Aber auch der variationelle Integrator aus Abschnitt 1.6 und die Stan-
dardverfahren aus Abschnitt 1.2 — abgesehen vom impliziten Eulerverfahren — zeigen sich
bei diesem Modellbeispiel recht gutmiitig.
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2 Dynamik des starren Korpers

Im folgenden Kapitel wird die der vorliegenden Systematik fiir flexible Mehrkorpersysteme
zugrundeliegende Starrkorperformulierung behandelt. Diese rotationsfreie Formulierung
der Starrkorperdynamik wurde in Betsch & Steinmann [BSO1] eingefithrt und ist mitt-
lerweile unter dem Namen ,Direktorformulierung® etabliert (siche auch Betsch & Uhlar
[BUO7]|, Uhlar & Betsch [UB09] sowie Uhlar [Uhl09]).

Im ersten Abschnitt erfolgt eine Herleitung der Direktorformulierung fiir freie Starrkor-
per, wobei Uberschneidungen mit Betsch & Steinmann [BS01] bewuft in Kauf genommen
werden. Indem einige Einschrankungen, die in dieser Veroffentlichung gefordert werden,
fallengelassen werden, ergibt sich eine etwas allgemeinere Direktorformulierung. Um auf
die insbesondere im Mehrkorperbereich uniiblichen assembly-Symbole verzichten zu kon-
nen, werden alle Systemgleichungen grundsatzlich auf virtuelle Verschiebungen zuriickge-
fithrt.

Ein kurzer Abschnitt zeigt, dal es sich bei der Direktorformulierung um einen Spezialfall
der sogenannten ,natiirlichen Koordinaten“ nach Garcia de Jalén & Bayo [GB94] und
Garcia de Jalén [Gar(7] handelt.

In Abschnitt 2.2 werden diskrete externe Lasten fiir die Direktorformulierung eingefiihrt.
Erstaunlicherweise sind iiber die Aufbringung externer Lasten an Starrkorpern in der Di-
rektorformulierung bislang nur wenige Verdffentlichungen bekannt. Zentrische richtungs-
treue Lasten sind in Betsch & Steinmann [BS01]| behandelt und entstammen direkt aus der
Potentialformulierung der Bewegungsgleichung. Externe Momente zwischen Starrkérpern
werden in Uhlar [Uhl09] mit einer Koordinatenaugmentierungstechnik iiber die Einfiih-
rung von Rotationskoordinaten behandelt. In Leyendecker et alii [LOBMO10] wird eine
Aufbringung externer Momente beschrieben, die nur mit einem mit Nullraummatrizes ar-
beitendem Zeitschrittverfahren, z. B. dem REM, funktioniert. An dieser Stelle wird eine
fiir alle im Rahmen dieser Arbeit behandelten Zeitschrittverfahren funktionierende Formu-
lierung fiir diskrete externe Krafte und Momente, die keinem Potential unterliegen miissen,
entwickelt. Damit ist erstmalig eine vollstandige Beschreibung des starren Korpers in der
Direktorformulierung ohne jegliche Einfithrung von Rotationskoordinaten mdoglich.

In Abschnitt 2.3 wird die Gleichwertigkeit der bisherigen Direktorformulierung und natiir-
lichen Koordinaten als Spezialfall der allgemeineren Direktorformulierung an dem klassi-
schen mechanischen Beispiel des physikalischen Pendels gezeigt.
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2.1 Bewegungsgleichungen des freien Starrkorpers

In diesem Abschnitt wird die rotationsfreie Starrkorperformulierung als hamiltonsches Sy-
stem mit holonomen Zwangsbedingungen, analog zu Betsch & Steinmann [BS01|, ent-
wickelt und daran die Notation der Direktorformulierung eingefithrt: Sei Z ein beliebiges
Gebiet im dreidimensionalen Euklidischen Raum, das als Starrkérper betrachtet wird. Sei
fernerhin X € # ein materieller Punkt des Starrkérpers mit der zugeordneten Massen-
dichte po(X). In Betsch & Steinmann [BS01]| wird dartiberhinaus noch eingefordert, dafl
in der Referenzkonfiguration %, der Schwerpunkt S mit dem Koordinatenursprung der
orthonormalen Basis {e;} tibereinstimmt, d.h.

/X po(X)dV =0 (2.1)

Z0)

(vgl. ,statisches Moment*, Gleichung (2.6)). Diese Einschrankung wird an dieser Stelle
nicht gemacht.

Abbildung 2.1: Starrkérper — Koordinaten der Starrkérperbewegung

Die Bewegung des Starrkorpers Z wird iiber eine starre Transformation
(X, t) =)+ R(t) X (2.2)

beschrieben. Dabei beschreibt der Stiitzvektor ¢ € R? den translatorischen Anteil und die
Rotationsmatrix R € SO(3) den rotatorischen Anteil der Transformation. Die Spalten-
vektoren d; der Rotationsmatrix R werden im folgenden als , Direktoren“ bezeichnet. Sie
bilden ein korperfestes Dreibein mit:

d(t)=R(t)e; . (2.3)

Anschaulich lassen sich Stiitzvektor und Direktoren als korperfestes Koordinatensystem
betrachten (siche Abbildung 2.1). Sie bilden die redundanten Koordinaten > der Di-
rektorformulierung:

qStarr = {907 dla d27 d3} e R™ (24)
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mit der Anzahl der redundanten Koordinaten des Starrkorpers m = 12. Eine ausfiihrliche
Betrachtung des Direktordreibeins erfolgt in Anhang B.1.

Tragheitseigenschaften des Starrkorpers

Die Tragheitseigenschaften eines starren Korpers werden durch seine Masse my, sein sta-
tisches Moment Sy und seinen Triagheitstensor Jy beschrieben. Thre Definition findet sich
in jedem Mechaniklehrbuch.

Die Gesamtmasse mg eines Korpers & lautet:

my = /pO(X) dVv : (2.5)

4

Das statische Moment S eines Starrkorpers ist definiert als:

Sy - /XpO(X) av (2.6)

und der Tragheitstensor J, eines Starrkorpers lautet:

Jo :/[(X-X) L-X®X] po(X)dV . (2.7)
B

Weiterhin wird der konvektive Eulertensor M definiert mit:

B

Es 148t sich leicht zeigen, dafl gilt:
MO = % tr(Jo) 13 — JO . (29)

Kinetische Energie

Die kinetische Energie EX™ eines beliebigen Kontinuums beschreibt sich im allgemeinen

als:
|
Elin — 5/po(X) (X, t) - &(X,t)dV . (2.10)
B

Unter Einbeziehung der Kinematik in Gleichung (2.2) ergibt sich fiir die Geschwindigkeit
T
&=l +R(t)X (2.11)

und damit fiir die kinetische Energie des Starrkoérpers:

Erin — %/pO(X) (p+RX) (¢p+RX) dV . (2.12)
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Daraus ergibt sich nach wenigen, in Anhang B.1 zu findenden Umformungen die Direktor-
form der kinetischen Energie:

Ekin—1m0¢~gb—i—%(RTR):MO—F@'RSO . (2.13)

2

Sie unterscheidet sich von der kinetischen Energie in der Direktorformulierung in Betsch
& Steinmann [BSO01] lediglich um den Term E** = ¢ - R Sy, der den azentrischen Anteil
beschreibt.

Potentielle Lageenergie

Die potentielle Lageenergie eines Korpers in einem homogenen Gravitationsfeld mit der
Fallbeschleunigung g, € R? ist allgemein:

EE = —/go-w(X,t) po(X)dv (2.14)

Unter Einbezichung der Gleichungen (2.2), (2.5) und (2.6) ergibt sich direkt:

= =~ [ gy (o + RX) po(X) Qv
B

——gy¢ [mX) v~ g R [ Xp(X) Qv (2.15)
B

B
=—go-my — g, RSy

Man beachte die Ahnlichkeit des Gravitationspotentials mit den Translationsanteilen der
kinetischen Energie.

Zwangsbedingungen

Der starre Korper 2 € R3 verfiigt iiber sechs Bewegungsfreiheitsgrade, wihrend die starre
Transformation %™ € R™ iiber m = 12 Koordinaten verfiigt. Dies bedingt die Formulie-
rung von n = 6 Zwangsbedingungen ® € R".

Gleichung (B.4) mit d,-d;—0;; = 0 geht direkt aus der Tatsache hervor, dal R eine spezielle
orthogonale Gruppe ist (R € SO(3)). Andersherum geht aus der Forderung d,-d; —é;; = 0
lediglich hervor, dafl die Matrix d; ® e; eine orthogonale Gruppe ist: d; ® e; € O(3).

Konkret werden die Zwangsbedingungen ®(R) aus dieser Forderung wie folgt formuliert:

(blzdl'dl—]_ =0 (134:d2'd3 =0
(I)dez'dz—l :0 (I)5Id3'd1 :0 (216)
(I)gzdg'dg—l :0 (I)(;:dl'dz :0

Die konkrete Numerierung ist insoweit von Belang, als spater im Rahmen der Mehrkor-
persystematik einzelne Zwangsbedingungen gezielt ausgeschaltet werden konnen.



2 Dynamik des starren Korpers 25

Die Zwangsbedingungen werden mit lagrangeschen Multiplikatoren A € R™ eingefordert,
wodurch sich ein Gleichungssystem der Grofle m + n fiir insgesamt m — n Bewegungs-
freiheitsgrade ergibt. Damit ergeben sich die erweiterten Unbekannten des Starrkorpers
Zu:

qStarr — {qStarr’ }\Starr} c Rern ) (217)

Die Direktorformulierung zeichnet sich dadurch aus, daf§ die Zwangsbedingungen explizit
formuliert werden, anstelle durch eine externe Parametrisierung der Kinematik diese im-
plizit zu erfiillen. Dies fiihrt naturgeméaf zu einer groflen Anzahl von m + n Unbekannten.
Dieser Problematik widmete sich schon Kapitel 1.5.

Bewegungsgleichung

Aus den Energien und den Zwangsbedingungen ergibt sich das Lagrangefunktional £ mit:

T 1o oL
L(g.q) = S pmo + g (R"R) : My + @RSy + go-pmo + go- RSy — A @ (2.18)

und damit die Bewegungsgleichungen zu:

d oL\ oL . :

a(%)‘%‘“ Pt RS gy

d/ocy oL . . 9®(R)
&(ﬁ)_ﬁ_(’?’”_R 0T @B S0 g0 St A THp (2.19)
d (LN oL

&(ﬁ)_ﬁ_o = ®(R)

Fiir die Einbettung der Dynamik des starren Korpers in die Systematik hybrider Mehrkor-
persysteme wird eine Darstellung nach dem Prinzip der virtuellen Arbeiten bevorzugt, da
auf diese Weise die Finite-Elemente-assembly sehr komfortabel durch einfache Summation
dargestellt werden kann. Die virtuelle Arbeit G5 des Starrkorpers lautet demnach:

GO — S - pmg — S - gymo + 5 - R S
- . 0P(R)
+R:RMy+0R: (¢ ®Sy) —0R :(gy® So) +0R: [ A IR (2.20)

+6X-B(R)

Es erfolgt eine Aufteilung in den dynamischen Anteil G¥"  den Gravitationsbeschleuni-
gungsanteil G& und den Anteil der Zwangsbedingungen G?%:

GStarr — Gkin — ey + GZ ) (221)
Der dynamische Anteil der virtuellen Arbeit G¥*

G =5 - pmo+ R :RMy+5p-RSy+ R : (p®8) (2.22)
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1Bt sich unter Ausnutzung der erweiterten Koordinaten des Starrkorpers g% sehr kom-
fortabel schreiben zu:
dp mo I3 (So : 61) I3 (So : 62) I3 (So : 63) I3 0346 90

. od, (So-e)ls MoanIzs  Mouny s Moas Iz Ozx6| |da

G = |0dy| - |(So-e)ls Mpenls Mooy ls Mooy I O3 d;
dds (So-e3)Is MoanIs  Moszls Moy Iy 0506 |ds (2.23)

oA O6x3 O6x3 O6x3 063 Osx6]| | A

=0q - M (—1
_ 5qStarr M qStarr

mit M) = €; - Mpe;. Dabei ist M die konfigurationsunabhéngige Massenmatrix und in
der Regel regulir. Die erweiterte Massenmatrix M ist ebenfalls konfigurationsunabhéngig,
jedoch singuldr. Die Nichtnulleintrige in M und M sind identisch. Bildet in der Refe-
renzkonfiguration %, das Koordinatensystem {d;} das Haupttragheitsachsensystem, d.h.
Sy = 0 und J ist diagonal, so sind auch M und M diagonal.

Der Gravitationsanteil G&™¥
G#™ = ¢ -gymo+ IR : (g, ® Sp) (2.24)
148t sich analog zu Gleichung (2.23) schreiben als:
GF = 6q-Mg (2.25)
mit dem konstanten erweiterten Gravitationsbeschleunigungsvektor g mit

g = {90707070706} . (226)

Der Anteil der Zwangsbedingungen schlieflich mit
0®(R)

G? =R <>\ ) + 06X - ®(R) (2.27)

bildet den einzigen konfigurationsabhéngigen Teil der Bewegungsgleichungen des Starrkor-
pers mit:

) 0
od, A o2

z _ 0%

G% = |6d,| - Ao
dds >\~§—ﬁ (2.28)
6A (§<d17 d27 d3)
_ =7, _

=6q-F (q)

Damit 148t sich die Bewegungsgleichung (2.20) einfach schreiben als:

Z

G%*™ =6q-M (g — g,) +6q- F(q) . (2.29)
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Analog lautet die Matrixschreibweise der kinetischen Energie aus Gleichung (2.13):

q-Mgq (2.30)

und die potentielle Energie im homogenen Gravitationsfeld nach Gleichung (2.15):
EF =g,-Mq . (2.31)
Zwangskrafte verrichten keine Arbeit.

Natiirliche Koordinaten

Eng verwandt mit der Direktorformulierung sind die deutlich dlteren sogenannten ,na-
turlichen Koordinaten“ (natural coordinates). In Garcia de Jalon [Gar07] findet sich eine
kurze Ubersicht in Form einer , historischen“ Zusammenfassung, in Garcfa de Jalén & Bayo
|GB94] wird insbesondere auf die Formulierung von Gelenken im Rahmen der natiirlichen
Koordinaten eingegangen.

T1
€3

€2

€1

Abbildung 2.2: Starrkérper — Natiirliche Koordinaten: Definition der pri-
méren Koordinaten (links) und geometrischer Zusammen-
hang mit der Direktorformulierung (rechts)

Genau wie die Direktorformulierung besteht die Kinematik der natiirlichen Koordinaten
aus zwolf redundanten Koordinaten unter Zwangsbedingungen. Nachfolgendend wird der
Zusammenhang zwischen der zuvor beschriebenen Direktorformulierung und den nattrli-
chen Koordinaten hergestellt:

Gegeben sei ein Starrkérper Z mit zwei korperfesten Punkten I und J und den zwei
Ortsvektoren @; und xj mit xy, x; € R3. Ebenfalls gegeben seien zwei korperfeste nicht-
koplanare Einheitsvektoren w und v mit w,v € S? (sieche Abbildung 2.2 links). Sie bilden
die redundanten Koordinaten gy dieser Starrkorperformulierung mit:

an = {mla Ty, U, ’U} € Rlz . (232)
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Die Bewegung eines beliebigen Punktes P des Starrkérpers mit dem Ortsvektor a 1483t sich
damit wie folgt beschreiben:

mit den konstanten Parametern C; mit i € {1;2;3}.

Es besteht eine augenscheinliche Ahnlichkeit dieser Kinematik mit der Direktorkinematik
in Gleichung (2.2), die unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.3) lautet:

Passend dazu 148t sich Gleichung (2.33) in die folgende Form bringen:
z(C,t) = x(t) + [x;(t) — x1(t)] C1 +u(t) Cy + v(t) Cs : (2.35)

Ein summandenweiser Vergleich zeigt, dafi Gleichung (2.34) ein Spezialfall von (2.35) ist:

o  ist dquivalent zu x;: o € R3 ist der Stiitzvektor eines beliebiges korperfesten
Punkts P. &; € R? ist der Stiitzvektor eines beliebigen korperfesten Punkts I.

o d; mit i € {1;2;3} ist ein Spezialfall von (x; — x;): [ ist ein beliebiger, frei wiahlbarer
korperfester Punkt. Damit ist (2 — @1) mit der einzigen Einschrankung |x; — x| =
const frei wihlbar in R3. d;, € S? ¢ R3.

o d; ist ein Spezialfall von u oder v: d; € S?, u € S* und v € S? . Fiir u, v gilt lediglich
die Einschrankung der nicht-Koplanaritit: w-v # |u| |v|. Dies ist nach der Definition
der Direktoren automatisch erfiillt, da nach Gleichung (B.4) gilt: d;-d; = 0 fiir i # j.

Die virtuelle Arbeit G¥" der Trigheitsterme wird in Garcia de Jalén [Gar07] angegeben
als:

GE™ (1) = 0qy(t) - M @ (t) (2.36)
mit der konstanten Massenmatrix My.

Direktorformulierung und natiirliche Koordinaten sind damit in Bezug auf die Beschrei-
bung der dynamischen Kréfte eines Starrkorpers nahezu aquivalent, erstere kann damit als
Spezialfall der letzteren betrachtet werden.

2.2 Externe Lasten

Im folgenden wird eine Moglichkeit der Aufbringung nichtzentrischer externer Lasten und
externer Momente am freien Starrkorper entwickelt.

Erstere werden bei den klassischen Rotationsstarrkérperformulierungen meist in eine zen-
trische Kraft und ein resultierendes Moment zerlegt und direkt auf Verschiebungs- und
Rotationskoordinatengrade aufgebracht. Im Gegensatz dazu erfolgt hier eine Entwicklung
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nicht-zentrischer Lasten direkt aus der Starrkérperkinematik und kommt so ohne die Ein-
fiihrung impliziter Momente aus.

Letztere sind aufgrund ihrer linienfliichtigen Natur bei Rotationsformulierungen sehr ein-
fach zu implementieren und finden sich daher in jedem geeigneten Lehrbuch, z. B. Gasch
& Knothe [GK87|. In der Direktorformulierung ist bislang keine Verdffentlichung fir dis-
krete externe Momente ohne die explizite Einfithrung von Rotationskoordinatengraden
bekannt. Die hier entwickelte Methode 148t sich ebenfalls direkt auf die Starrkérperkine-
matik zuriickfithren und ist damit auch fiir andere Systeme mit der gleichen Kinematik, z.
B. Balkenformulierungen, giiltig.

2.2.1 Externe Kriafte

Gegeben sei ein Starrkorper, an dem eine beliebige Kraft F*(¢) an einem beliebigen kor-
perfesten Punkt P mit dem Ortvektor xp(t) angreift (sieche Abbildung 2.3).

Abbildung 2.3: Starrkérper — externe Last mit dem Angriffspunkt P und
dem Lastvektor F*(t)

Die virtuelle Arbeit G™* einer externen Kraft an der Stelle xp ist im allgemeinen:
G™(t) = 0xp(t) - F*(t) : (2.37)
Unter Berticksichtung der Starrkérperkinematik in Gleichung (2.2) ergibt sich:
G (t) = (p(t) + R(O)Xp ) - F* . (2.38)

Somit sind in der Direktorformulierung auch nichtzentrische externe Lasten konfigurati-
onsunabhangig.

Die konstanten materiellen Koordinaten Xp des Punktes P lassen sich direkt aus der
Referenzkonfiguration 4, herleiten:

Tpog = Py + R(] Xp (239)
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und damit unter Berticksichtigung von Gleichung (B.1):
Xpr =Ry (zro— ) : (2.40)

Die Arbeit E* durch eine eingepragte Kraft F* lautet im allgemeinen:
ty
E™t = /F* -ap dt . (2.41)
to
Unter Beriicksichtigung der Starrkérperkinematik ergibt sich daraus direkt:
ty
Eext:/F*-¢+F*-RX dt . (2.42)
to

Die Betrachtung der von den externen Kréften und Momenten verrichteten Arbeit E*
ist fiir die Dynamik des Mehrkorpersystems nicht von Belang, da die Systematik allein
auf der Ebene der virtuellen Arbeiten erfolgt. Sie dient lediglich der Uberpriifung der
Konsistenzeigenschaften der in Kapitel 1 beschriebenen Zeitschrittverfahren.

2.2.2 Externe Momente

Gegeben sei ein Starrkorper, an dem ein beliebiges Moment M *(t) angreift (siche Abbil-
dung 2.4).

Abbildung 2.4: Starrkérper — externes Moment M*(t)

Die virtuelle Arbeit G** eines externen Moments ist bekanntermafien das Skalarprodukt
aus der virtuellen Rotation 60 und dem Momentenvektor:

Gt = 50(t) - M*(t) . (2.43)
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In der Direktorformulierung ist ein externes Moment eine konfigurationsabhédngige Last:
1
G = 3 od;(t) - (M™(t) x d;(t)) (2.44)

unter Berticksichtigung der Summenkonvention. Im folgenden wird nachgewiesen, dafi diese
Formulierung mit Gleichung (2.43) identisch ist.

Gleichung (B.3) besagt, daf jeder Direktor Einheitslange aufweist, also d; - d; = 1. Daraus
folgt direkt, daB ¢ (d; - d;) = 24d; - d; = 0 und damit ist dd; Ld;. Damit handelt es sich
um eine reine Rotation, fir die gilt: 0d; = 00 x d;. Unter Einbeziehung dieser Beziehung
geht aus Gleichung (2.44) direkt hervor:

G = - (60 x d;) - (M* x d,) : (2.45)

1
2
Unter Berticksichtigung von E?Zl d; ® d; =1 (siehe Gleichung (B.2) im Anhang auf Seite

147) und der Lagrange-Identitét 148t sich dies direkt auf die Definition in Gleichung (2.43)
zuriickfithren:

Gt = L (60 - M) (d; - i) — (di - M) (d; - 06)]

N — DN —

[3(60 - M™) — (60 - M™)]
— 60 - M* (2.46)

was zu beweisen war.

Die von einem externen Moment verrichtete Arbeit E® lautet bekanntermaflen:
t1
B = /M* -w dt (2.47)
to

mit der Winkelgeschwindigkeit w. Unter Ausnutzung der Homologie zwischen virtueller
Arbeit G und Arbeit E gilt nach Gleichung (2.44):

t1

Bt = / %di(t) (M) x dy(t) dt (2.48)

to

Im Gegensatz zu dem Nachweis, dafl Gleichung (2.44) die korrekte Aufbringung externer
Momente auf einen Starrkorper in der Direktorformulierung beschreibt, ist ihre Herleitung
weniger offensichtlich und weniger elegant. Sie findet sich in Anhang B.2 auf Seite 149.
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2.2.3 Zeitdiskrete Momentenaufbringung

Die vorliegende Starrkorperformulierung dient vorwiegend der Entwicklung energie- und
drehimpulserhaltender Zeitschrittverfahren, weshalb hier eine kurze Betrachtung ebendie-
ser im Rahmen der Starrkorperformulierung erfolgt. Fiir den freien Starrkérper ohne ex-
terne Lasten ist die Mittelpunktregel aus Kapitel 1.2 mit dem energie- und drehimpulser-
haltenden BEM-Verfahren aus Kapitel 1.4 identisch (siehe z. B. Uhlar [Uhl09]). Der Zeit-
integration eines diskreten externen Moments als bislang unveréffentlichter Komponente
der Starrkorperformulierung dagegen wird im folgenden noch eine genauere Betrachtung
gewidmet.

Die Bewegungsgleichungen des freien Starrkérpers mit einem externen Moment unter Aus-
schlul der Gravitation lauten:

GStarr _ Gkin + GZ + GeXt7M (249)

mit dem dynamischen Anteil G¥ nach Gleichung (2.23), dem Anteil der inneren Zwangs-
bedingungen G% nach Gleichung (2.28), dem Anteil eines dufleren externen Moments G**M
nach Gleichung (2.44).

Im folgenden Teil werden lediglich die Rotationsterme der Starrkérperformulierung be-
trachtet, da aus Gleichung (2.44) direkt ersichtlich ist, dafl die Positionsanteile der Bewe-
gungsgleichung nicht beeinflufit werden. Dieser Teil der Bewegungsgleichung eines freien
Starrkorpers mit einem Moment M™ lautet wie folgt:

oP
ad;

Dabei sind M,; die konstanten Komponenten der Massenmatrix aus Gleichung (2.23), die
den Direktoren zugewiesen werden kénnen, ® sind die Starrkérperzwangsbedingungen und
A die zugehorigen lagrangeschen Multiplikatoren.

Eine zuldssige Variation ist dd; = w x d; mit einem beliebigen u € R3. Zeitdiskret in der
Mittelpunktregel nach Kapitel 1.2 bietet sich die Bewegungsgleichung wie folgt dar:

1 . . . 0P
G:(Sdl Kth(djn-i-l_djn)—%MnJr% Xdln+%+An+1 a—dz N . (251)
Unter der Berticksichtigung, daf§ gilt A, - g—i ’n+l = 0 und unter Ausnutzung der giltigen

Variation dd; = u X dm+% ergibt sich: 2

1 . .
u - [EMU (dm+§ X djni1 —dy, 1 X% djn) - %din—l—% X (MZ+; X dm+%)} . (2.52)

Fernerhin gilt: 3;M,; (dm% X djn1 — diy1 X d; n) = L,y — L,,. Daraus laf}t sich di-

rekt die Drehimpulsbilanz ableiten:

Ly~ Ly=—~1d;, 1 % (d | X ML%) . (2.53)

zn+§
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oder .
Ly —Ly=—3d;,,1 dm+1 M . (2.54)

mit dem axialen Vektor da = d x a fiir alle @ € R3. Die Zwangsbedingung wird zu den
Zeitpunkten n 4 1 und n erfillt, d.h. es gilt: d;,, - d;,, = 6;; und d; ;41 - d; 1 = 9,5, jedoch
dipy1-dj, i1 # 0;;. Damit gilt im allgemeinen:
und die Momentenbilanz ist nicht exakt erfillt.

Es gilt:
det (dm+1 di s ) > det (—21) . (2.56)

Es ist zu vermuten, dafl damit in der numerischen Simulation durch das Moment einge-
brachte Energie immer kleiner sein muf3 als die physikalisch korrekte, der Beweis steht
jedoch noch aus. Die numerischen Auswirkungen dieser leichten Inkonsistenz im zeitdis-
kreten Fall werden in Abschnitt 2.4 an einem Beispiel gezeigt.

Kontravariante Momentenaufbringung

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dafl sich die Inkonsistenzen in der Drehmomentauf-
bringung beheben lassen. Der Schliissel der Inkonsistenz ist in Gleichung (2.54) zu finden.
Deshalb wird ein kontravariantes Direktordreibein d' eingefiihrt, so dafl immer gilt:

d-d;=4¢, firallet . (2.57)

Im zeitlich kontinuierlichen Fall gilt: d° = d;, im zeitlich diskreten Fall trifft dies nicht zu.
Die virtuelle Arbeit eines externen Moments mithilfe eines kontravarianten Dreibeins wird
analog zu Gleichung (2.44) wie folgt postuliert:

et — %&z@-(t) (M) < di() (2.58)

Im zeitdiskreten Fall (Mittelpunktregel) ergibt sich die Drehimpulsbilanz analog zu Glei-
chung (2.54) direkt zu:

1A Ny «

Lyo—L,=— (2.59)

A

und mit der motivierenden Bedingung Ell ntl d,.,
bilanz direkt:

= —21 folgt damit fiir die Drehimpuls-

3
Loy—L,=M:, . (2.60)

Eine Drehmomentaufbringung nach Gleichung (2.58) ist folglich fiir die Mittelpunktregel
drehimpulskonsistent. Dieses Verhalten lat sich durch eine kontravariante Formulierung
der diskreten Nullraummatrix auf die in Leyendecker et alii [LOBMO10| vorgeschlagene
Methodik ausdehnen.
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2.3 Beispiel: Physikalisches Pendel

Wurde in Abschnitt 2.1 die Aquivalenz von Direktorformulierung und ihrer Erweiterung
durch das Fallenlassen der Forderung, dafl in der Referenzkonfiguration %4, der Schwer-
punkt mit dem Koordinatenursprung tbereinstimmen (siche Gleichung 2.1)) oder gar ein
Hauptachsensystem bilden miisse, aufgezeigt, werden hier am Beispiel des physikalischen
Pendels die Charakteristika dieser Formulierungen verglichen.

Abbildung 2.5: Physikalisches Pendel — Ein quaderférmiger Kérper mit der
Masse m und dem Eigentriagheitsmoment J, unter Einflufl
der Erdbeschleunigung in unterschiedlichen Koordinatensy-
stemen

Gegeben sei das physikalische Pendel aus Abbildung 2.5. Ein quaderférmiger Starrkor-
per mit der Masse mgy = mg; = 18- 1072 und dem Eigentrigheitsmoment Jo = Jo; =
diag [270 195 195] - 1079 ist an einem masselosen Stab mit dem Abstand [ = 1 befestigt.
Dessen anderes Ende ist wiederum mit einem Kugelgelenk frei drehbar im Koordina-
tenursprung gelagert. Der Schwerpunkt des Pendels X g wird aus der Initialkonfiguration
Xs(t =0) = e losgelassen und pendelt anschliefiend frei im Raum.

In der klassischen Direktorformulierung bedeutet dies, dafi das System aus der Referenz-
konfiguration 1%, mit der Position '¢, = e; und 'd;; = e; losgelassen und der masselose
Pendelstab durch eine externe Zwangsbedingung (Kugelgelenk, siehe Kapitel 5) modelliert
wird.

Im einer in der Mehrkorperdynamik gelaufigeren Beschreibung des gleichen Systems wird
der Positionsvektor ¢ = M, = 0 festgehalten und das Direktordreibein damit im Dreh-
punkt gelagert. In der Referenzkonfiguration %, gilt aulerdem ''d;, = e,;. Entsprechend
angepaBt sind der Trigheitstensor 'Jy und das statische Moment 'Sy = e; mo.
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In der etwas allgemeineren Betrachtung wird das gleiche System modelliert, indem die
Anfangsposition M, und das Direktordreibein Md;, zufillig gewihlt werden. MJ, ist
entsprechend voll besetzt und das statische Moment S, # 0.

100
RTINS | I oyl eIl I
1073} |XISI Xlsl 17 |XISI X;S' ‘XISI Xlsl
— Xy = Xgl —I1Xg — X5l — X5 - X5l
---Newtontoleranz -=-Newtontoleranz ---Newtontoleranz
1061 1
I SRR 2209 Jo=Jor WLl A0 Jo=dor ML A=01 Jo=Joz
1079
10712

10770 250 5(20 750 1000 0 250 590 750 1000 0 250 590 750 1000

Abbildung 2.6: Physikalisches Pendel — Unterschied zwischen den drei Lo-
sungen des gleichen Starrkorpersystems mit unterschiedli-
chen Koordinaten: Lagerung um stabile Achse (links und
Mitte), Lagerung um instabile Achse (rechts)

Als Zeitschrittverfahren kommt die Mittelpunktregel (siehe Kapitel 1.2) mit einer Schritt-
weite von At = 0,9 oder At = 0,1 zum Einsatz. Betrachtet wird die Bewegung des Schwer-
punktes S.

Abbildung 2.6 zeigt die Differenzen der mit den drei unterschiedlichen Koordinaten errech-
neten Bewegungen. Die beiden linken Grafiken zeigen deutlich, dafi die Abweichungen der
drei Ansatze selbst bei recht groben Zeitschrittweiten (die Eigenzeit der Pendelbewegung
liegt bei ca. tg = 2,4) weit unterhalb der Toleranz des verwendeten Newton-Verfahrens
liegen. Damit zeigt sich nicht nur die Aquivalenz der drei Systeme, sondern auch die nu-
merische Robustheit der Starrkérperformulierung.

In einem etwas abgewandelten System mit der Masse mg = mgs = 6- 1072 und dem Trig-
heitstensor Jo = Jgo = diag [50 25 65] - 1079 erfolgt die Drehung der Pendelachse um die
instabile Achse mit dem Tragheitsmoment J, mit J, < J, < J,. Das rechte Diagramm
in Abbildung 2.6 zeigt die deutlichen Abweichungen in der Schwerpunktbewegung, in de-
nen keine der drei Formulierungen deutliche Vorteile in der Stabilitit aufweist. Damit ist
gezeigt, dafl die Direktorformulierungen und die Formulierung in natiirlichen Koordinaten
auch die unangenehmen Eigenschaften der Starrkérperphysik korrekt abbilden.

2.4 Beispiel: Momentenaufbringung — Schwungrad

Im folgenden werden Auswirkungen des Unterschieds zwischen ko- und kontravarianter
Momentenaufbringung an einem einfachen Modellproblem gezeigt. Die praktische Bedeu-
tung dieser Auswirkungen werden spéter noch einmal an einem Beispiel in Kapitel 5.6
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ds

MRotor = 0,6
@11 Rotor = 0,36
I Rotor = 0,18
I33Rotor = 0,18

M =0,

Abbildung 2.7: Schwungrad — Ein einfaches Mehrkorpersystem, angetrieben
durch ein Drehmoment

aufgezeigt, und auch das folgende Modellproblem wird in Kapitel 5.5 noch einmal bei der
Diskussion interessanter Effekte hilfreich sein.

Gegeben sei das einfache Schwungrad in Abbildung 2.7 mit den bekannten Trigheitsei-
genschaften. Es ist mittels eines reibungsfreien Drehgelenks (beschrieben in Kapitel 5) um
die Achse d; mit einem Festlager verbunden. Der Winkel ~ beschreibt die Drehung um
ebendiese Drehachse, um die das Schwungrad mittels eines konstanten Drehmoments M
beschleunigt wird. Als Zeitschrittverfahren findet die Mittelpunktregel Verwendung. Da
bei diesem einfachen Modellproblem die analytische Losung bekannt ist, ist ein direkter
Vergleich zur numerischen Simulation moglich.

Drehimpuls Kinetische Energie
6,0 . ‘ ‘ 100 - ‘ ‘ —
—— numerisch —— numerisch ’
= ==analytisch = = =analytisch s
L A’Y — s ’
4,0 N Z.,f
N
Ay - =
200 DF T iy
0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
00 20 40 60 80 10,0 00 20 40 60 80 10,0

Abbildung 2.8: Schwungrad — ,normale” Momentenaufbringung

In Abbildung 2.8 sind der Drehimpulsverlauf und die kinetische Energie des konstant
beschleunigten Systems bei der kovarianten Momentenaufbringung mit einer Mittelpunkt-
regel mit einer Schrittweite At = 5- 1072 abgebildet. Es ist deutlich zu erkennen, daf die
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Drehimpuls Kinetische Energie
6,0 - ‘ ‘ 100 — ‘ ‘ ‘
-_ numerlsch —— numerisch
= ==analytisch = = =analytisch
801
P 601
= 5
Ay _m 407
2,0r At — 4
201
0,0 0

0,0 20 40 . 60 80 10,0 0,0 20 40 ) 60 80 10,0

Abbildung 2.9: Schwungrad — Kontravariante Momentenaufbringung

Drehmomentaufbringung bei moderaten Drehwinkeln pro Zeitschritt (% < 3) die ana-
lytische Losung gut abbildet. Bei hoheren Drehwinkeln pro Zeitschritt wird diese Abbil-
dung schlechter. Zumindest weist jedoch die Beschleunigung bis zu grofien Zeitschrittweiten
(i—z > 2m) stets das richtige Vorzeichen auf.

Abbildung 2.9 zeigt das Modellproblem mit den gleichen Parametern mit der konsistenten
kontravarianten Momentenaufbringung. Die Konsistenz zeigt sich auch durch ein iiberra-
gendes Verhalten bei der numerischen Simulation: Selbst fiir grofle Zeitschritte (i—z > 7)
wird bei diesem Modellproblem die analytische Losung in Position, Drehimpuls und Ener-
gie exakt abgebildet.
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3 Balkendynamik

Balkenelemente haben sowohl in der Mehrkérperdynamik als auch in den Finite-Elemente-
Methoden eine lange Tradition. Trotz ihrer langen Geschichte (Jakob Bernoulli 1655 —
1705, Eugene Cosserat 1866 — 1931, Stepan Tymoschenko 1878 — 1972) sind sie noch
immer Stand aktueller Forschung (siehe z. B. Maugin & Metrikine (Herausgeber) [MM10)
oder Jaiani & Podio-Guidani (Herausgeber) [JPGOT]).

Erstaunlicherweise gibt es nur wenige Uberschneidungen in den beiden oben erwihnten
Disziplinen. Eine Ubersicht iiber die Einbindung von Balkenelementen in die Mehrkor-
persystematik findet sich z. B. in Géradin & Cardona [GCO1], dergleichen tiber gingige
nichtlineare Balkentheorien in der Elastostatik in Antman [Ant05].

Bei dem im Rahmen dieser Arbeit diskutierten Balkenelement handelt es sich um ein 3d-
Element mit Simo-Reissner-Kinematik in Direktorformulierung, das insbesondere fiir grofie
Starrkorperbewegungen und grofie Deformationen geeignet ist. Die Direktorformulierung
fir geometrisch exakte Balken wurde erstmals in Betsch & Steinmann [BS02b] und Romero
& Armero [RA02a] vorgestellt und findet sich mittlerweile in zahlreichen weiteren Verof-
fentlichungen, z. B. Betsch & Steinmann [BS03| oder Leyendecker, Betsch & Steinmann
|[LBS06|. Sie beruht — dhnlich wie die im vorherigen Kapitel behandelte Starrkérperfor-
mulierung — auf der Nutzung der kompletten Rotationsmatrix als primére Koordinaten.
Dies fiihrt zu einer hervorragenden Eignung fiir flexible Mehrkorpersysteme, siehe auch
Betsch & Séanger [BS09a] und Leyendecker, Betsch & Steinmann [LLBS08]. Eine Reduzie-
rung auf 2d-Strukturen ist geradeheraus moglich, siehe z. B. Sanger und Betsch [SB06].
Eine dhnliche Balkenformulierung, die ebenfalls auf der Approximation der kompletten
Rotationsmatrix aufbaut, allerdings im lokalen Koordinatensystem, findet sich in Clerici
[Cle01].

Die vorliegende Balkenkinematik wird von unterschiedlichen Autoren mit den Namen ,,;spe-
zieller Cosserat Balken“ (z. B. Antman [Ant05|, ,special Cosserat rod“), ,, geometrisch ex-
akte Balkentheorie* (z. B. Romero & Armero [RA02a] und Betsch & Steinmann [BS02b],
»geometrically exact beam theory“) oder wahlweise als ,Simo-Reissner-Theorie* (z. B.
Crisfield & Jeleni¢ [CJ98], ,,Simo—Reissner theory“) oder “Reissner-Simo-Balkentheorie®
(z. B. Jeleni¢ & Crisfield [JC02|, ,,Reissner—Simo beam theory“) bedacht. Folglich werden
diese Begriffe im Rahmen dieser Arbeit synomym verwendet.

Im folgenden wird die Balkenformulierung geméafl der obenstehenden Quellen — hauptséch-
lich aber aus Betsch & Steinmann [BS02b] und Romero & Armero [RA02a] — rekapituliert,
wobei ein paar Aspekte der dynamischen Komponente etwas naher als in den obigen Pu-
blikationen betrachtet werden.
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3.1 Bewegungsgleichungen des Cosserat-Balkens

Ein Balken ist ein schlanker Korper, der in zwei Richtungen deutlich kleinere Abmessun-
gen als in der dritten Richtung hat. Deshalb wird er fiir gewohnlich iiber die Lage einer
Skelettlinie und einer darauf bezogenen Querschnittsfliche beschrieben.

Balkenkinematik

€]

Abbildung 3.1: Balken — Kinematik des Cosserat-Balkens

Eine sehr elegante Definition der geometrisch exakten Balkenkinematik findet sich in Ant-
man [Ant05]. Angelehnt daran wird hier definiert (siehe auch Abbildung 3.1):

,Die Referenzkonfiguration eines schlanken Korpers sei ein Gebiet %, das ei-
ne Raumkurve ¢(5) umbhillt, die als ,Basiskurve‘ oder ,Balkenachse’ bezeichnet
wird. Der Parameter S bezeichnet dabei die Bogenldnge entlang dieser Achse
und lauft von 0 bis L. Abhéngig von diesem Parameter wird ein materieller
Querschnitt A (S) eingefithrt, tber den alle Punkte, deren Referenzposition
X in dieser Flache normal zu der Achse S liegen, beschrieben werden. Die
orthonormalen Einheitsvektoren d;(S) und dy(S) spannen diese Querschnitts-
flache auf’

Damit kann die Lage eines beliebigen materiellen Punktes X der Referenzkonfiguration
P, in Abhingigkeit der konvektiven Koordinaten S, 6! und 6% beschrieben werden als:

X(S)=p(S,t=0)+60%d,(S,t =0) . (3.1)
Die Gesamtheit aller kinematisch zuldssigen Bewegungen Z(t) folgt dann als:
x(S,t) = p(S,t) +0°d.(5,1) . (3.2)

Hierbei wird die Summenkonvention fiir doppelte Indizes genutzt. Griechische Kleinbuch-
staben laufen dabei von eins bis zwei («, 3,7 = 1,2), lateinische Kleinbuchstaben spéter
gewohnlich von eins bis drei (i, 7,k = 1,2, 3).
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Fernerhin wird noch ein dritter Direktor ds eingefithrt mit der Bedingung

d3(S) = di(5) x da(5) - (3.3)
Der Balken wird also iiber ein konvektives Direktordreibein mit

R(S,t) =d;(S,t) ® e; (3.4)
analog zur Starrkorperbeschreibung in Kapitel 2.1 beschrieben. Fiir die Eigenschaften der
Rotationsmatrix R € SO(3) sei daher auf dieses Kapitel verwiesen.

Aufgrund der Konstruktionsvorschrift der Kinematik in der Referenzkonfiguration %, mit
d. Ly 5(S,0) gilt damit:

d3<Sa O) = LP,S<57 0) : (35>
Partielle Ableitungen entlang einer Koordinate werden dabei hier und wie folgt geméfl der

gingigen Konvention mit einem Komma gekennzeichnet: % = e ,. (Die Gleichungen (3.1)
bis (3.5) sind sdmtlich aus Betsch & Steinmann [BS02b].)

Die Definition des Direktors d3 in der Referenzkonfiguration in Gleichung (3.5) steht nicht
im Widerspruch zur Definition in Gleichung (3.3), da gilt: [¢4(5,0)| = 1 (siche Anhang
C.1).

Dementsprechend ist die Konfiguration des Balkens vollstandig definiert durch:
Q = {@ = {QO, dl} . .A — Rg X 50(3) 90|8Y¢ = L;) und di|aydi = dz} (36)

mit den unabhéngigen Dirichlet-Randbedingungen @ und d,; an den jeweiligen Réndern

0.7, und 0.7,

Eigenschaften der Balkenquerschnittsflache

Zunachst werden die Eigenschaften der Balkenquerschnittsfliche eingefiithrt. Thre Defini-
tion findet sich in vielen Mechaniklehrbiichern, z. B. in Gross, Hauger, Wall & Schroder
[GHWS09] und ihr Nutzen wird sich gegen Ende des néchsten Absatzes direkt erschlie-
Ben.

Das Fldchenmoment nullter Ordnung A, (vgl. Masse in Gleichung (2.5)) ist definiert als:

A,(8) = / p0(0,5)dA . (3.7)

Bq(9)

Dabei ist #q(S) die lokale Balkenquerschnittsflache, po(6,S) eine skalare Dichtefunktion
(z. B. Massendichte) und 8 € R? mit 6 = 0' e; + 6% e.

Das Flachenmoment erster Ordnung S, (vgl. statisches Moment in Gleichung (2.6)) ist
definiert als:

S,(S) = / 00(0,5)0(S) dA . (3.8)

#q(95)
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Die Komponenten S* sind dann einfach S* = S, - €,. Fernerhin wird analog dem kon-
vektiven Eulertensor in Gleichung (2.8) ein Flachenmoment zweiter Ordnung M, definiert
mit:
M,(S) = / £0(60,5) 6(5) @ 6(S) dA . (3.9)
#q(5)
Die Komponenten M;‘B des Eulertensors M, ergeben sich dann durch doppelte Kontraktion
MsP =M, : (e, ® eg) (siehe z. B. Holzapfel [Hol00]).

Zuletzt wird ein Flachenmoment dritter Ordnung T, definiert, das in dem genannten Lehr-
buch nicht vorkommt, dessen Definition aber vollig analog ist:

T,(S) = / 20(6,9) 6(S) @ 6(S) @ 6(S) dA . (3.10)
#q(S)

Hier ergeben sich die Komponenten Tp‘lﬂ“’ schliefSlich durch dreifache Kontraktion: Tp‘lﬂ“’ =
T, (e, ®es®e,).

Die Dichtefunktion pg ist dabei nicht auf die Massendichte beschréinkt, sondern auch auf
andere skalare Dichtefunktionen, z. B. Komponenten des Elastizitatstensors anwendbar.

Kinetische Energie

Die kinetische Energie eines beliebigen Kontinuums wurde bereits in der Starrkoérperbe-
schreibung in Gleichung (2.10) eingefiihrt als:

, 1
En — 5/,OO(X) 2(X,t) - &(X,t)dV . (3.11)
»
Angepafit an die Balkenkinematik in Gleichung (3.2) 1t sich die kinetische Energie noch
treffender schreiben als:

: 1
JoRae 5/po(s, 0) ©(5,0,t)-x(S,0,t)dV . (3.12)
%
Eine Betrachtung der Integrationsgrenzen, Einsetzen der der Kinematik (3.2) und ein Ver-
gleich der Einzelterme mit den Definitionen der Flachenmomente (3.8), (3.9) und (3.10)
liefert die folgende Darstellung der kinetischen Energie (ausfithrlicher beschrieben in An-
hang C.2):
L
e =1 / P PA,+2¢ dasSS +das - ds M dS (3.13)
0
mit - - _
Ay =A,+5)d30 dyos
Sy =5, + M) d30-dyos (3.14)
MSP = MSP + T dyg - doyo s
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Alle Tragheitsparameter flp, g}‘j und M;‘B lassen sich genau wie flp, S;“ und M;‘B aus der
Referenzkonfiguration %, berechnen und sind konstant. Der Term |Jo| = 1 +ds¢-0%dao.s
wird als Maf} fur die Krimmung der Referenzkonfiguration angesehen, siehe z. B. Simo

[Sim85]. In vielen Veroffentlichungen wird explizit oder implizit |Jo| =1 gesetzt, so z. B.
in Betsch & Steinmann [BS02b|, Clerici [Cle01] und Romero & Armero [RA02a].

Anmerkung:

Die oben erwiahnte Naherung |Jo| = 1 ist gleichbedeutend mit dsg - 0%da s 0.

Die aquivalenten Querschnittsgrofen in Gleichung (3.14) reduzieren sich dann auf die phy-
sikalischen Querschnittsgrofien mit:

A, =4, S5=87 MP=M* . (3.15)

Einziger Vorteil der letzteren ist ihre einfache physikalische Interpretation. Beide Arten von
Querschnittsgrofien lassen sich jedoch direkt aus der Referenzkonfiguration %4, berechnen
und sind zeitlich konstant, wodurch die geringen Einbuflen in der Genauigkeit durch diese
Néherung nicht durch einen Geschwindigkeitsvorteil in der Simulation der Balkendynamik
versiifit werden. Im weiteren wird auf diese Naherung also folgerichtig verzichtet.

Die Betrachtung der obengenannten kinematischen Grofien als redundante Koordinaten
ergibt den folgenden Konfigurationsvektor:

45:{w(s)vdl(s)de(S)ad?)(S)} €R12 (316)

(vergl. auch Gleichung (3.6)). Damit 148t sich die kinetische Energie aus Gleichung (3.13)
in der folgenden Vektor-Matrix-Notation schreiben:

L

BN = l/d&(S) -M(S)$(S)dS . (3.17)

2
0

Es ist deutlich zu erkennen, dafl die Massenmatrix M(S) konfigurationsunabhéngig und
(zeitlich) konstant ist — eine Eigenschaft, die sie mit der Massenmatrix der Starrkorper-
formulierung in Kapitel 2 teilt. Wie in Gleichung (3.13) zu erkennen ist, ist die kinetische
Energie nicht von der Koordinate ds(S) abhéingig:

BNt — ERA(S)) (3.18)

Daraus folgt direkt, daf§ die korrespondierenden Zeilen und Spalten in M(S) Nullzeilen
bzw. Nullspalten sind, M(S) also nicht regulér ist.
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In den beiden Ursprungsveroffentlichungen der hier beschriebenen Balkenformulierung
Betsch & Steinmann und Romero & Armero [BS02b, RA02a] findet sich in Ubereinstim-
mung mit der gemeinsamen Quelle Simo [Sim85] die folgende Vereinfachung von Gleichung
(3.13):
L
Efn =1 / @A, +das dgsMP dS (3.19)
0

d.h. es gilt im Vergleich zu Gleichung (3.13): Sg = 0 (vgl. auch Gleichung (3.8)). Dies
impliziert, dafl die Skelettlinie ¢(S) mit der Schwerelinie des Balkens tibereinstimmt.

Im néchsten Abschnitt wird noch gezeigt werden, dafl das meistzitierte Materialgesetz fiir
die innere Verformungsenergie impliziert, dal die Skelettlinie mit der Linie der Schubmit-
telpunkte tibereinstimmt.

Beide Linien miissen allerdings bei allgemeinen Balkenquerschnitten nicht identisch sein
(siehe z. B. Gross, Hauger, Wall & Schroder [GHWS09]). Bei diesen Querschnittsformen
muf fiir eine konsistente Beschreibung der Trigheitskrifte auf die vollsténdige Gleichung
(3.13) zuriickgegriffen werden.

Verzerrungsenergie

I'=0K=1le I'=0K =ze; I'=0K = 1e;
Abbildung 3.2: Balken — Verzerrungsmoden des Simo-Reissner-Balkens
Im folgenden wird die innere Energie aufgrund elastischer Verformung diskutiert. Die allge-

meine Herleitung findet sich in Simo [Sim&85] und fiir die vorliegende Kinematik in Betsch
& Steinmann [BS02b| und Romero & Armero [RA02a).




3 Balkendynamik 45

Verwendet werden die materiellen VerzerrungsmaBe I' und K, die definiert sind als (siehe
[BS02b)):
L(5,1)

K(S, 1)

RT(‘Su t) LP,S(‘S? t) — €3

) ) (3.20)
R (S,t) R s(5,t) — Ry (S) Ros(S)

Dabei ist K der axiale Vektor zu K, so daB gilt K a = K x a fiir einen beliebigen Vektor
a € R? und Ry die Rotationsmatrix in der Referenzkonfiguration %,. Die Verzerrungsmafe
in Gleichung (3.20) sind nach Betsch & Steinmann [BS02b] rotationsinvariant.

In der Referenzkonfiguration 4, gilt:
To(S) = RE(S) @y s(S) —es =0 . (3.21)

Damit kann das Verzerrungsmafl in Gleichung (3.20) auch gleichbedeutend geschrieben
werden als:

L(S,t) = R (S,t) @ s(S.t) — Rq (S) ¢, 5(5)

. . . (3.22)
K(‘S? t) =R (Sv t) R,S<Sv t) - RO (S) RO,S(‘S)

In Abbildung 3.2 ist ein herausgeschnittenes Balkenelement zu erkennen, das in der Re-
ferenzkonfiguration einen Quader bildet. Es ist jeweils so verzerrt, dafl die sechs Verzer-
rungskomponenten isoliert auftreten. Es 1afit sich direkt erkennen, dafi I'; und I'y Schub-
verzerrungen und I's Zug- /Druckverzerrungen sind. Ergénzend sind K; und K, Biege- und
K3 Torsionsverzerrungen.

Die materiellen Spannungsgréfen N (S, ¢) und M (S, t) werden als konjugierte Energiegro-
Ben zu den Verzerrungsmaflen iiber die Verzerrungsenergie W, eingefiihrt:

o WD K)
or (3.23)
oy OW(DK)
0K

Damit 148t sich die Leistung aufgrund der Verformung schreiben als (siehe [Sim85]):

L
Eint:/F-N+K-MdS : (3.24)

0

Fir die Herleitung der Variationsformulierung der Balkengleichungen ist der Ansatz iiber
die Verformungsenergie sehr praktisch. Die urspriingliche Definition der Schnittkrafte und
-momente erfolgte allerdings in Reissner [Rei72| (fiir den 2d-Fall) durch die klassische Me-
thode des Krifte- und Momentengleichgewichts am freigeschnittenen Balkenelement. In
Simo [Sim&85] wird dies auf 3d-Balken erweitert, wobei postuliert wird, dafi diese Verzer-
rungsenergiefunktion W, (T, K) existieren muf}. Eine erste tatsichliche Herleitung aus der
Kontinuumsmechanik findet sich erstaunlich lesbar in Auricchio et alii [ACRO0S8].
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Fiir linear-elastisches Materialverhalten wird in [Sim85, RA(02a, BS02b| die folgende Ver-
zerrungsenergiefunktion genutzt:

W,=ir DiT+1K D, K (3.25)
mit
GA, 0 0
D;=| 0 G4 0 D, = ﬁl (,9 J} (3.26)
0 0 EA

und den Schubsteifigkeiten GA;(S) und GA(S), der Zug-/Drucksteifigkeit EA(S), der
Biegesteifigkeit E1(S) und der Torsionssteifigkeit G'J(.5).

Es ist direkt ersichtlich, dafl bei dieser einfachen Verzerrungsenergiefunktion keine Schub-
Drill-Kopplung vorherrscht. Dies ist nur dann der Fall, wenn das konstitutive Gesetz beztig-
lich des Schubmittelpunkts formuliert ist (Definition Schubmittelpunkt siche z. B. Szabd
[Sza66]).

Fiir die Verzerrungsenergie ergibt sich dann nach Gleichung (3.24) direkt:

L
Ei“t:%/I‘-D1F+K-D2KdS . (3.27)

0

Die konsistente Formulierung der konstitutiven Gesetze — selbst fiir linear-elastisches Ver-
halten isotroper Materialien — ist durchaus Thema kompletter Dissertationen, z. B. Kraus
[Kra05]. Allein die Geschichte des Schubmittelpunkts ist eine Geschichte voller Mifiver-
stdndnisse, wie die Anzahl der Publikationen zu diesem Thema mit teils widerspriichlichen
Aussagen, z. B.Stickforth [Sti86] und Gruttmann, Wagner & Sauer [GWS97], zeigt.

Lageenergie

Die potentielle Lageenergie des Simo-Reissner-Balkens in einem homogenen Gravitations-
feld mit der Fallbeschleunigung g, lautet (Herleitung sieche Anhang C.3):

BE g / M(S) B(S, ) dS (3.28)

mit dem erweiterten Gravitationsbeschleunigungsvektor g = {g,,0,0,0,0}. Deutlich zu
erkennen ist wieder die Verwandschaft zwischen Gravitationsbeschleunigung und kineti-
scher Energie (Gleichung (3.17)).

Zwangsbedingungen

Die Zwangsbedingungen der geometrisch exakten Balkenformulierung in der Direktorfor-
mulierung sind vollig analog zu denen der Starrkérper-Direktorformulierung in Kapitel 2.1.
Auch hier verfiigt der Korper entlang der Skelettlinie tiber sechs Bewegungsfreiheitsgrade,
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wahrend die Kinematik tiber n = 12 Koordinaten verfiigt, was wiederum die Formulierung
von m = 6 Zwangsbedingungen ®(5) bedingt. Die konkreten Forderungen ®(R/(.S)) sind
damit mit denen in Gleichung (2.16) im Starrkorperkapitel identisch und werden ebenso
mit lagrangeschen Multiplikatoren eingefordert.

Damit ergeben sich die (kontinuierlichen) Unbekannten der vorliegenden Balkenformulie-
rung als:

P(5) = {p(5),d1(S5),d(S), ds(S), A(S)} e R . (3.29)

Bewegungsgleichungen in der Variationsformulierung

Aus den Energien und den Zwangsbedingungen lait sich die schwache Form der Bewe-
gungsgleichung des Simo-Reissner-Balkens herleiten zu

GB — Gkin + Gint o Gext 4 Ggrav + GZWang =0 (33())

mit der virtuellen Arbeit der Tragheitsterme
L

GHY(P, 6P) = /5@ M@ dS (3.31)
0
nach Gleichung (3.17), der virtuellen Arbeit der Verzerrungsenergie
L
Gt (P, §b) = /5@ .DI(®) - D, T + 6% - DK (&) - Dy K dS (3.32)
0

nach Gleichung (3.27), an dieser Stelle nicht naher betrachteten virtuellen Arbeiten exter-
ner Lasten G™*(®, 0®), dem Graviationsanteil

L
GE (B, 58) — / 5& - Mg, dS (3.33)
0
nach Gleichung (3.28) und dem Anteil aus den Zwangsbedingungen
G (1P A}, {6D,0A}) = 0@ - GT A+ 0N - (D) (3.34)
mit der Jacobimatrix der Zwangsbedingungen
0P
G= 9% : (3.35)

Die Massenmatrix M(.S) ist zeitlich konstant und nur von der Referenzkonfiguration %4,
abhéngig. Die Integration der schwachen Form erfolgt ebenfalls iiber die Referenzkonfigu-
ration.

Der Balken vefiigt tiber die gleichen zwolf geometrischen Koordinaten (¢, dy, dy und dj)
wie der Starrkorper in der Direktorformulierung, nur dafl diese zusétzlich von der Position
entlang der Skelettlinie S abhéngen. Sechs (kontinuierliche) lagrangesche Multiplikatoren
A € RS fordern die kinematischen Zwangsbedingungen ein.
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3.2 Semidiskrete Balkenformulierung

Abbildung 3.3: Balken — Redundante Koordinaten

Das folgende Kapitel widmet sich der FE-Approximation der schwachen Form der Bal-
kenbewegungsgleichungen. Fiir die Interpolation der Bewegungsgleichung der geometrisch
exakten Balkentheorie reicht eine CC-stetige Interpolation aus (siehe Wriggers [Wri01]).
Zur Anwendung kommen lagrangesche Interpolationspolynome mit niedrigem Ansatzgrad
(h-Adaptivitét). Fur die primédren Koordinaten (S, ), d;(S,t) und die zugehorigen Test-
funktionen d¢p(S,t), éd;(S,t) werden die folgenden Ansatzfunktionen gemafl dem Bubnov-
Galerkin-Verfahren verwendet:

B(S,1) =~ B(S, )" = N;(S)7q,(t)  6B(S,t) =~ 6P(S,t)" = N;(S) 6q (3.36)

mit ‘g = {’p,'d;, d,, 'd; }. Dabei bezeichnet ein hochgestellter Index ,h* die approximierte
Funktion, N7, NV sind die lagrangeschen Interpolationspolynome und ein vorangestellter
Index ‘e, /o bezeichnet die den jeweiligen GroBen zugeordneten Interpolationsparameter —
also die Knotengrolen. Wie so oft in dieser Arbeit wird tiber doppelte Indizes summiert.

Die Interpolationsgleichung (3.36) bedingt, dafi sowohl Dirichletrandbedingungen als auch
die Bedingung R(S) € SO(3) fir die interpolierten Direktoren auf die Knotenpunkte
beschrankt sind. Dementsprechend konnen beide Bedingungen in der semidiskreten Bal-
kenformulierung als algebraische Zwangsbedingungen auf die Knotenwerte behandelt wer-
den.

Die Diskretisierung der VerzerrungsgroBen aus Gleichung (3.22) erfolgt geradeheraus:
T T

"= (R") ¢l = (Ry) b
. T T

K'=(R")" R - (RY), Rys

Ebenso geradlinig erfolgt die Diskretisierung der anderen Feldgrofien. Lediglich die Zwangs-

bedingungen ®(/q) werden knotenweise eingefordert. Damit ergibt sich aus der schwachen
Form (3.30) direkt die folgende semidiskrete Bewegungsgleichung:

GRakend — Isq M7 (% + go) + B - F™ 1 5q -GN+ 5X - @ (g) (3.38)

(3.37)
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mit der Massenmatrix

fg))i Nél(fs))ll ~§2§(519))118

1J __

M _/NI’SN"S ~;2)(5)1 M%l(S)I MZ??(S)I o| ¥ (3:39)
0 0 0 0

geméf den Gleichungen (3.13) und (3.17), dem Knotenlastvektor

L
h h
Ippint _ / l%% .DhTh 4 8811(;1 . Db Kh} ds (3.40)

nach Gleichung (3.32) und der diskreten Jacobimatrix der Zwangsbedingungen

I — 0®(q)

(3.41)

geméf Gleichung (3.35).

Aufgrund der Einforderungen der internen Zwangsbedingungen nur an den Elementknoten
ist die semidiskrete Version von Gleichung (3.21) nur bei einer geradlinigen Skelettlinie
exakt erfiillt:

= 0 wenn Ry(S) = const

To(S) = [(RE(S))" b s(S) - s
o(9) = |(Ra(S)) " #0.5(5) — e # 0 wenn Rg(S) # const

Damit wiirde eine Diskretisierung von Gleichung (3.20) fir die Diskretisierung der Verzer-

rungsgroffen nicht in allen Fallen eine verzerrungsfreie Anfangskonfiguration gewéhrleisten,

wohingegen Gleichung (3.22) bzw. Gleichung (3.37) dies automatisch gewéhrleistet.

Die Integration iiber das Elementgebiet Q) erfolgt numerisch mit den bekannten gauf-
schen Quadraturformeln. Nach Wriggers [Wri01] reicht fir ein Zweiknotenelement (lineare
Ansatzfunktionen) eine Einpunktintegration, fiir ein Dreiknotenelement (quadratische An-
satzfunktionen) eine Zweipunktintegration, was zur Folge hat, dafl der Biegeanteil exakt,
der Schubanteil aber unterintegriert wird, was eine erwiinschte Eigenschaft ist, um Schub-
locking auszuschliefen.

Unter der Einfiihrung eines erweiterten Knotenkonfigurationsvektors
'q® = {'q,]\} e R™ (3.42)

(vergleiche Gleichung (2.17) in Kapitel 2.1) und eines erweiterten Gravitationsbeschleuni-
gungsvektors
g - {907 07 07 07 06} S ng (343)
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(vergleiche Gleichung (2.26) in Kapitel 2.1) 1at sich gemafl Gleichung (3.38) die Bewe-
gungsgleichung des semidiskreten Balkens ohne externe Lasten wie folgt schreiben:

_ — e _ _ —in - _ =7 ,7_
G® =Yg -M!" (g —g,) +5g-'F" (g) + 5g - 'F’('q) (3.44)

(vgl. Gleichung (2.29) der Starrkérperbewegung) mit der erweiterten Massenmatrix

_ MIJ 0
I _ 186
M= |:06><18 06><6:| ’ (3:45)

dem erweiterten Lastvektor der inneren Krafte

_in I ppint
™ = {1;6 } (3.46)

und dem erweiterten Lastvektor der Zwangskréfte

IF” = {If’(,[;‘)} . (3.47)

Abbildung 3.4: Balken — Freiheitsgrade des semidiskreten Balkens

Dank des Prinzips der virtuellen Verschiebungen kénnen externe Lasten einfach auf die
obige Bewegungsgleichung aufaddiert werden. Die Struktur der semidiskreten Bewegungs-
gleichung des Simo-Reissner-Balkens ist mit der des Starrkorpers aus Kapitel 2 identisch,
wobei jeweils ein Knoten der Lagrangepolynome einem Starrkérper gleicht (siehe auch Ab-
bildung 3.4). Aufgrunddessen konnen knotenweise die Methoden der Starrkorperformulie-
rung angewendet werden. So ist es bespielsweise mit der Methodik aus Kapitel 2.2 erstmals
moglich, ein einzelnes diskretes Moment auf die dreidimensionale rotationsfreie Formulie-
rung des Simo-Reissner-Balkens aufzubringen. Auch lokalisierte Gelenke aus Kapitel 5
lassen sich so ohne Modifikation auf einen Balkenknoten anwenden, was ihre Einbettung
in die flexible Mehrkorperdynamik stark vereinfacht.
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M

Abbildung 3.5: Reiner Biegebalken — Kragbalken mit Momentenbelastung

3.3 Beispiel: Reine Balkenbiegung

Das vorgestellte Balkenmodell eignet sich neben der hervorragenden Einbettung in die
Systematik fiir flexible Mehrkorpersysteme auch fiir grole Verformungen, was anhand des
folgenden Beispiels gezeigt wird: In Abbildung 3.5 findet sich in Form eines Kragbalkens
mit einem am Ende wirkenden diskreten Moment ein iibliches benchmark-Problem der
Balkenstatik mit den folgenden Parametern:

_ _ 1 _1 1
L=1 EA—252 EI—12254

_ 11 _ 1 1.1

GA T 2+42.0,35 252 G J ~ 242.0,35 6 254

Der Maximalwert des diskreten Moments M, ergibt sich aus der analytischen Losung fiir
den Biegebalken als geschlossene Kreislinie mit:

EI

MO = 27TT

Der Balken ist mit zehn quadratischen Elementen diskretisiert und das Moment M, wird

in zehn Lastschritten aufgebracht. Abbildung 3.5 (rechts) zeigt die jeweiligen statischen

Gleichgewichte, die die Eignung der vorliegenden Balkenelemente fiir groffe Verformungen
deutlich hervortreten lassen.

3.4 Beispiel: Balken mit Punktmassen

Das folgende numerische Beispiel stammt aus Bottasso, Bauchau & Choi [BBC02| und
wurde in Betsch [Bet02] als benchmark aufgegriffen. Es handelt sich um einen frei schwe-
benden Balken der Lange 2L, an dessen Enden Punktmassen mit der Masse M = 10
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Abbildung 3.6: Balken mit Punktmassen — System

angebracht sind und in der Mitte eine Punktmasse mit m = 1 (sieche Abbildung 3.6). Es
wirken zwei zeitlich verédnderliche, richtungstreue Lasten F; und F, mit

Fi=-le -3
F.=f()F. und ! e e (3.48)
.7:2 = 2 e + 4 €3

und der Lastfunktion

1(1—cos(2n L)) fir t<T
sy = § 2 menrr)) fiw s (3.49
0 fir t>1T
mit 7' = 3. Der Balken ist mit 22 linearen Balkenelementen mit den folgenden Parametern
diskretisiert:

L=1 A, =027 EA=173-10° EI=243 (3.50)
M,=9-10"% GA=234-10° GJ=58 , (3.51)

wobei Unterintegration zur Anwendung kommt.

Abbildung 3.7 auf der nichsten Seite zeigt Bewegungsabbildungen des Systems zu ver-
schiedenen Zeitpunkten. Da aufgrund der Symmetrie des Systems keine Verschiebung in
e>-Richtung stattfindet, sind zugunsten der Ubersichtlichkeit die einzelnen Konfiguratio-
nen dabei jeweils um A (¢ - e3) = 0,4 gegeneinander versetzt dargestellt. Es ist deutlich
zu erkennen, dafl bei diesem Modellproblem grofie Starrkérperrotationen und moderate
Verzerrungen vorliegen.

In Abbildung 3.8 auf Seite 54 sind Ergebnisse einer Simulation mit dem energie- und dreh-
impulskonsistenten Zeitschrittverfahren aus Kapitel 1.4 mit der Schrittweite At = 1-1072
dargestellt. Dargestellt sind Komponenten der Verschiebung des Balkenmittelpunkts mit
U (t) = @ (t) — @ml,—q, der Verlauf von Energie und Drehimpuls sowie einiger Schnittgro-
Ben (der Axialkraft [IN]3, der Scherkraft [IN]; und des Biegemoments [M ], vgl. Gleichung
(3.23)) an der Stelle des Balkens, die in der Referenzkonfiguration bei éel liegt.

Die Verschiebung des Balkenmittelpunkts entspricht dabei — im Rahmen der Ablesege-
nauigkeit — exakt den in Bottasso, Bauchau & Choi [BBC02] und in Betsch [Bet02] verof-
fentlichten Ergebnissen, ebenso die Summe aus kinetischer Energie und Verzerrungsenergie
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t=25

Abbildung 3.7: Balken mit Punktmassen — Bewegungsabbildungen

Eyin+ Eiy - Die Gesamtdrehimpulskomponente L -es entspricht den Ergebnissen aus Betsch
[Bet02], und die Komponenten L - e; und L - e3 verschwinden erwartungsgeméf. Ebenso
148t sich der SchnittgroBenverlauf aus Bottasso, Bauchau & Choi [BBC02] sinngeméfl und
aus Betsch [Bet(2] exakt reproduzieren.

Aus dem Energieverlauf in Abbildung 3.8 lassen sich deutlich die Erhaltungseigentschaften
des energie- und drehimpulskonsistenten Zeitschrittverfahrens erkennen: Die Anderung der
Gesamtenergie Fii, + Ejy ist in jedem Zeitschritt durch die Arbeit der externen Kréifte
Eo bedingt, also kein Artefakt aus der Zeitdiskretisierung. Damit ist die Summe FE;, +
Eii + Eexy — im Rahmen der Toleranz des Newtonverfahrens — konstant.
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3.4 Beispiel: Balken mit Punktmassen
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Abbildung 3.8: Balken mit Punktmassen — Verschiebung des Balkenmittel-

punkts (oben links), Energie (oben rechts), Gesamtdrehim-

puls (unten links) und Schnittgrofien (unten rechts) bei einer
Zeitschrittweite von At = 0,01
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4 Schalendynamik

Das letzte im Rahmen dieser Arbeit behandelte Strukturelement fiir die Dynamik flexibler
Mehrkorpersysteme ist ein Schalenelement. Dieses nichtlineare Schalenelement ist eine auf
einer Reissner-Mindlin-Kinematik basierende geometrisch exakte Spannungsresultanten-
Formulierung (stress resultant geometrically exact shell model, Ubersetzung des Autors),
beschrieben in Simo & Fox [SF89]. Sie gehort zu der Klasse spezieller Cosserat-Schalen,
siche Antman [Ant05, Kapitel 17] und wurde bereits in Betsch & Sanger [BS09b| ver-
offentlicht. Sie 148t sich als fiinf-Parameter-Formulierung hervorragend auf kinematischer
Ebene in die Mehrkorpersystematik einbinden, was in Kapitel 6 behandelt wird. Aulerdem
erlaubt sie eine direkte Anwendung der Zeitschrittverfahren aus Kapitel 1.

In Abschnitt 4.1 werden die kontinuierlichen Bewegungsgleichungen behandelt, in Ab-
schnitt 4.2 erfolgt die rdumliche Diskretisierung. Auch hier wird wieder auf die Einfithrung
von Rotationsparametern verzichtet, so dafl die semidiskrete Schalenformulierung eine Di-
rektorformulierung ist.

4.1 Bewegungsgleichungen der Reissner-Mindlin-Schale

Dieser Abschnitt gibt eine Ubersicht iiber die variationellen Schalengleichungen, die die
Basis der rdumlichen FE-Diskretisierung bilden. Auflerdem werden einige wichtige Erhal-
tungseigenschaften der kontinuierlichen Schalenformulierung, die auch im diskretisierten
Zustand bewahrt werden sollen, diskutiert.

Schalenkinematik

Abbildung 4.1: Schalen — Kinematik der freien Schale mit {¢,d} € R? x S?
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Seien S = {5,595} € A C R? die krummlinigen Koordinaten iiber die Mittelfliche .
der Schale. Dann definiert die Abbildung ¢ : A — R3 die Position materieller Punk-
te auf der Mittelfliche .. AuBlerdem definiert das Direktorfeld d : A — S? C R3 die
Ausrichtung materieller Fasern in Dickenrichtung, d.h. normal zur Mittelflache .4 in der
Referenzkonfiguration. Damit kann die Lage eines beliebigen materiellen Punktes X der
Referenzkonfiguration %, wie folgt geschrieben werden:

X(S)=(S,t=0)+0d(S,t=0) (4.1)

(vgl. Balkenkinematik in Gleichung (3.1) auf Seite 40). Die Gesamtheit aller kinematisch
zuléssigen Bewegungungen %(t) folgt dann als:

z(S,t) = (S, 1) +0d(S,t) . (4.2)

Dementsprechend ist die Konfiguration der Schale vollstandig definiert durch:

Q={915:{go,d}:AHR?’><S2

90|8Y¢ = CO und d|ayd = (_1} (43)

mit den Dirichletrandbedingungen ¢ und d an durchaus unterschiedlichen Stellen des
Randes 0.7. Der Raum der Testfunktionen stimmt mit dem Tangentialraum an Q tiberein,
der gegeben ist durch:

V= {54& — {6, 6d} : A s R x T,S?

dplas, =0 und éd|ss, = O} . (4.4)

Dabei bezeichnet S? die Einheitskugel in R? und 7,;S? den Tangentialraum an die Einheits-
kugel bei d € S?, definiert durch:

52:{d6R3

|d| = 1} und  TyS? = {5d € R?

d-od= 0} . (4.5)

Kinetische Energie

Die kinetische Energie eines beliebigen Kontinuums wurde bereits in der Starrkorperbe-
schreibung in Gleichung (2.10) eingefiihrt und auch im vorherigen Kapitel genutzt:

En — %/pO(X) (X, 1) -&(X,t)dV . (4.6)
B

Durch Einsetzen der Kinematik (4.2) ergibt sich daraus nach wenigen Schritten der Um-
formung;:

o , Lo
Ekm:§/[Ap0¢.¢+5po¢.d+lp0d-d}df (4.7)

0
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mit den zeitlich konstanten Groéfien der nominellen Flachendichte A, , dem nominellen
statischen Moment S,; und dem nominellen Trégheitsmoment I, der Schale:

1n ih sh
A= [mar 8= [2moa0 wa = [wera
1n ~1h —3h

mit der Schalendicke h(S). Es wird davon ausgegangen, dafl die Referenzfliche mit der
Flache der Linienschwerpunkte iibereinstimmt, also daf gilt S,, = 0. Dann verbleibt fiir
die kinetische Energie der Reissner-Mindlin-Schale:

o1 o o
Flin — 5/ Ay @ @+ 1,,d-ddS (4.9)
0

und fiir die virtuelle Arbeit der Tragheitsterme:

G (&, 6®) = / (A b ¢+ 1, 6d-d]ds = /5@ -M(S) P d.” (4.10)
20 20
mit 4 ()
I 0
— PO 3
M(S) = { 0 1.(S) IJ : (4.11)

Verzerrungsenergie

Im folgenden wird die virtuelle Arbeit der inneren Verzerrungen nach Simo & Fox [SF89)
fiir ein linear-elastisches Materialmodell kurz beschrieben. Zur Definition des Verzerrungs-
mafles werden die folgenden kinematischen Groéflen eingefiihrt:

Aap = P o Pp Rap = P .o - dﬂ + d,oz LB und Yo =P d : (412)

In diesen kinematischen Groéflen lassen sich mit den Membranverzerrungen e,43, den Bie-
geverzerrungen p,s und den Querschubverzerrungen ¢, die folgenden Verzerrungsmafe
formulieren:

1 1
€ap = §[aa5 - aaﬁO] Pap = Q[I{aﬁ — Ragp 0] und 0y = TJa = Ya0 : (413)

Hier und im folgenden bezeichnet der Index g die spannungsfreie Initialkonfiguration zum
Zeitpunkt to. Gegeben sei die Verzerrungsenergiefunktion W = W (go7a,d7a,d), die fir
hyperelastisches Materialverhalten die folgende Form annimmt:

W =W (aag; Fags Vo) - (4.14)

Die Gesamtverzerrungsenergie ergibt sich dann durch Integration iiber das Schalengebiet
AR

BN (p) = / W(p o dad)ds . (4.15)

20
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Das im Rahmen dieser Arbeit verwendete isotrope linear-elastische Materialverhalten wird
durch die folgende Verzerrungsenergiefunktion beschrieben:

_ 1 1. 1
W =W (eap; Pap; ba) = §H§1M €ap o5t 5 22 Dag prs + 5@ 76,05 . (4.16)

Dabei konnen die Steifigkeitsgroflen wie folgt auf die Ingenieurkonstanten zurtickgefiihrt
werden:

HoM — BN premo
1—12
Ehr?
afyo afByo
QCVB — ﬂ aaﬁ
62+ 20))
mit 1
Haﬁ,y(g _ Vagﬂ a’0y5 4 5 (1 _ V) (ag“/ a§5 + aglé ag’)/) . (418)

Dabei ist E der Elastizitatsmodul, v die Querkontraktionszahl und h die Schalendicke und
es gilt aj” = [al,] ! mit den Metrikkoeffizienten der Referenzoberfliche al,; = @b, - ¢oh 5
zum Zeitpunkt ty. In Anhang D.1 findet sich die Gleichung fiir die algorithmischen Span-

nungsresultanten (D.5). Ein Einsetzen von Gleichung (4.16) in diese Gleichung ergibt:

n®? = HP L(e15)n + (€46 )nt]
me8 — HS‘B’Y& % [(p,ﬂg)n + (pfy5)n+1] <419>
¢" = Q™ 3 [(da)n + (8a)n+1]

Mit dem Materialgesetz ergibt sich die virtuelle Arbeit der inneren Krifte G direkt durch
Variation der Verzerrungsenergie (4.15) nach den Koordinaten:

G (P, 6D) = / [a—w-égqa—i-g;/ ~5d7a+a—w~5d v . (4.20)

Op od

yes
S
Lageenergie

Die Lageenergie der Schale in einem homogenen Gravitationsfeld mit der Fallbeschleuni-
gung g, ergibt sich vollig analog zum gleichnamigen Abschnitt in Kapitel 3.1 mit

L
BE — g, . / M(S) B(S, 1); 4.7 (4.21)
0

und dem erweiterten Gravitationsbeschleunigungsvektor g mit g = {g,,0} und der kon-
stanten Massenmatrix M aus Gleichung (4.11). Die virtuelle Arbeit der Gravitation lautet

damit G& = — [P - Mg d.7.
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Zwangsbedingungen

Der Konfigurationsraum der Schale geméafi Gleichung (4.3) impliziert die Unausdehnbar-
keitszwangsbedingung in Dickenrichtung mit

o(S)=d-d—1=0 . (4.22)

Wird diese Zwangsbedingung explizit mit lagrangeschen Multiplikatoren eingefordert, er-
gibt sich wieder ein erweiterter Konfigurationsvektor

P(S) = {¢(S),d(S). A\(5)} € R (4.23)

mit dem lagrangeschen Multiplikator A fiir die Einforderung der internen Schalenzwangs-
bedingung.

Bewegungsgleichungen in der Variationsformulierung

Mit den bisher erwédhnten Beitrédgen der virtuellen Arbeiten kann die schwache Form der
Bewegungsgleichungen der geometrisch exakten Schalenformulierung wie folgt geschrieben
werden:

G5 = G, 6D)+G™ (D, §B) — G (P, 6B) + G5 (6P) +5D- G \+-5\-B(P) = 0 (4.24)

mit G¥" nach Gleichung (4.10), G™™ nach Gleichung (4.20), der virtuellen Arbeit nicht
néher betrachteter externer Kriafte G, G&* nach Gleichung (4.21) und der Jacobimatrix
der Zwangsbedingungen G = 22

Wie aus Gleichung (4.11) hervorgeht, verfiigt auch die Schalenformulierung, genau wie alle
anderen bisher behandelten Strukturelemente, iiber eine konstante Massenmatrix. Fiir eine
Betrachtung der Erhaltungseigenschaften der kontinuierlichen Schalenformulierung sei auf
Anhang D.2 verwiesen.

4.2 Semidiskrete Schalenformulierung

Es erfolgt die Finite-Elemente-Approximation der schwachen Form (4.24). Fir die rdum-
liche Diskretisierung der Konfiguration @ = {¢,d} € Q und der Testfunktionen 6@ =
{dp,dd} € V werden isoparametrische Standard-Formfunktionen der folgenden Form ver-
wendet:

N Knoten

B(S, 1) ~ B"(S, 1) Z N(S und
(4.25)

N Knoten

5B(S,t) ~ 6B (S, 1) = Z Ni(S) 6q(t)
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Abbildung 4.2: Schalen — freie, semidiskrete Schale mit den Knotenkoordi-
naten {’p, 'd} € R? x S?

Dabei sind N7(S),I,J =1, ..., Nkuoten knotenbasierte lagrangesche Formfunktionen (siehe
Abbildung 4.2). Fir die Knotenkonfigurationsvektoren gilt dann:

g = {1, 'd} € R® x S . (4.26)

Die Finite-Elemente-Approximation beruht auf der knotenweisen Interpolation des Di-
rektorfelds d € S?, was charakteristisch fiir degenerierte Schalenelemente ist, siche auch
Biichter & Ramm [BR92|. Dariiberhinaus wurde in Simo, Rifai & Fox [SRF92] gezeigt,
dafl eine Interpolation der Direktoren eine Voraussetzung fiir die Aufrechterhaltung der
Drehimpulserhaltung in der semidiskreten Schalenformulierung ist.

Ahnlich wie bei der Balkenformulierung in Kapitel 3.2 beschrinkt die Interpolationsglei-
chung (4.25) die Einheitslange des Direktorfelds auf die Knotenpunkte, ebenso Dirichle-
trandbedingungen.

Unter Abwesenheit von ebendiesen gilt fiir den Knotenkonfigurationsraum:

QKnoten - {Iq € R6

1
5 (}fd}2—1> :0,1:1,2,...,nKmten} (4.27)

und die Finite-Elemente-Approximation des Konfigurationsraums kann wie folgt beschrie-
ben werden:

M Knoten
Qh = {Sph = {goh,dh} ' @h(S) = Z N[(S) Iq, Iq S QKnoten} . (428)
I=1
Analog erfolgt die FE-Approximation der Testfunktionen
M Knoten
Vi = {Mih = (6™, 5d™) ’ IB"(S) = Y Ni(S)'sq, 'iq € TqQKnoten} (4.29)
=1

mit dem Knotentangentialraum an ‘g € Qguoten, definiert durch:

TqQKnoten = {I(Sq € RG

d-%5d=0,1=1,2,... ,nKnoten} (4.30)
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bei der Abwesenheit von Dirichletrandern.
Uberlicherweise werden die nichtlinearen Zwangsbedingungen @ = ‘Id’ —1 =0 fiur die

Knotendirektoren durch die Einfithrung von zwei Rotationsparametern fiir S? beriicksich-
tigt, was zu insgesamt fiinf Freiheitsgraden pro Knoten fiihrt (siehe z. B. Belytschko, Liu &
Moran [BLMO00, Kapitel 9]). In der vorliegenden Arbeit wird die Einfithrung von Rotations-
parametern umgangen und stattdessen die redundanten Koordinaten unter der Einfiihrung
algebraischer Zwangsbedingungen beibehalten. Diese Vorgehensweise deckt sich mit der fiir
die beiden vorherigen Strukturelemente verwendeten.

Die Diskretisierung der virtuellen Arbeit der Trigheitsterme aus Gleichung (4.5) erfolgt
geradeheraus:

NMKnoten

Gkin,h — Z I(Sq'MIJJq (431)
I,J=1
mit der konsistenten Massenmatrix M’/ gegeben durch:
M = [ MY N; Al 0 1o (4.32)
0 I,I
o

Die Diskretisierung der virtuellen Arbeit der Verzerrungen G™" ergibt sich durch Einsetzen
der Interpolationsgleichung (4.25) in Gleichung (4.20) unter Beriicksichtigung der kinema-
tischen Groflen (4.12) in (4.14) zu:

M Knoten

Gint,h _ Z Ié‘q . IFint(éh) (433)
=1
mit den internen Knotenkraften:
I oW oW oW |
2 b9 d: + —d" d.7
' / [ 8aa5 So’a + 6l€a5 o + 8’}/5 ] NI’B
IFlnt _ 20 aw 6W (434)
2— N\t — h 4.7
/ [ ] R
20 _

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf§ die vorliegende verschiebungsbasierte Scha-
lenformulierung sehr anfallig fiir locking-Verhalten, insbesondere bei sehr diinnen Schalen,
ist. Als Abhilfe gegen Querschublocking des 4-Knoten-Elements wird die Querschubmo-
difikation nach Dvorkin & Bathe [DB84] eingesetzt, die das Querschub-locking-Verhalten
deutlich abmildert, das Membran-locking aber nicht beeinfluit (siche auch Kuhl & Ramm
[KR00|, wo ganze Elementfamilien auf u.a. in Bezug auf locking-Verhalten systematisiert
sind). Zugunsten der Ubersichtlichkeit der Darstellung wird allerdings weiterhin auf die
verschiebungsbasierte Schreibweise zuriickgegriffen.
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Die Gravitationsterme ergeben sich einfach nach Gleichung (4.21) zu:

N Knoten
G =Y fsg-Mg (4.35)
I,J=1

Das Vorhandensein externer Lasten G lafit sich analog durch die Einfithrung eines
Knotenlastvektors ZF*** beriicksichtigen:

MKnoten
Gext,h _ Z Ié‘q . IFext(t) mit IFext _ V]qvext,h ] (436)

I=1

Damit ergibt sich die semidiskrete schwache Form der Schalenbewegungsgleichung durch
Zusammenfassung der Gleichungen (4.31), (4.33), (4.35) und (4.36) zu:

MKnoten M Knoten
GS’h _ Z Iéq . MIJ (Jq _ QO) + Z Ié‘q [IFint(éh) _ IFext(t) + G(Iq) I)\] +15)\ . (I)(Iq)
1,J=1 =1
(4.37)
unter Beriicksichtigung der knotenweisen Einforderung der Zwangsbedingung ®(q) aus
Gleichung (4.22).

4.3 Beispiel: Offene Kugelschale

Die vorliegende Schalenformulierung eignet sich sowohl fiir groffe Verformungen als auch fiir
grofle Starrkorperbewegungen. Ersteres wird an einem Standardbeispiel der Schalenstatik
demonstriert, das in der Literatur unter dem Namen pinched hemisphere schon zahlreich
behandelt wurde. (Stellvertretend sei hier Simo, Fox & Rifai [SFR89] erwéhnt.)

Last — Verschiebung

== 0 300 600 900 1200
F
Abbildung 4.3: Offene Kugelschale — Referenzkonfiguration und Lasteinlei-
tung (links), deformierte Schale mit den Lasten F' = 800
(Mitte) und Last-Verschiebungs-Diagramm (rechts)

Es handelt sich dabei um eine Kugelschale mit dem Radius R = 10 und einer 18° grofien
Offnung. Der Elastizititzmodul betrigt F = 6,825 - 107, die Querkontraktionszahl v = 0,3
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und die Schalendicke h = 0,04. Traditionell wird nur ein Quadrant der Schale vernetzt und
der Rest durch Symmetrierandbedingungen eingefordert. Abbildung 4.3 zeigt die Referenz-
konfiguration mit den Lasteinleitungspunkten und eine stark deformierte Konfiguration.
Die drei fehlenden Quadranten der Kugelschale sind dabei zur Illustration hinzugefiigt. Das
Diagramm in Abbildung 4.3 zeigt die Verschiebung des Lasteinleitungspunkts der Zuglast
in Lastrichtung bei einer Vernetzung mit 10 x 10 Schalenelementen.

Wie aus der verformten Konfiguration in Abbildung 4.3 ersichtlich ist, eignet sich die
vorliegende Schalenformulierung fiir grofle Verformungen. Die Reproduzierbarkeit eines
Standard-benchmark-Tests der Schalenstatik garantiert die Konsistenz der vorliegenden
Schalenformulierung beziiglich des Verformungsverhaltens. Die Konsistenz beziiglich Starr-
korperbewegungen wird im folgenden Beispiel behandelt.

4.4 Beispiel: Freischwebender Zylinder

Das folgende numerische Beispiel ist eine glatte freischwebende zylindrische Schale, stammt
aus Simo & Tarnow [ST94| (siehe auch Brank et alii [BBTD98|) und ist ein hervorragender
benchmark fiir die Schalendynamik bei groflen Starrkorperbewegungen und moderaten
Verformungen.

de,
Eﬂ F4 r= 775
h w = 3,0
h = 0,02
r e E=2-108
w v=0,25
— e
F, F
1

€1

Abbildung 4.4: Taumelnder Zylinder — Anfangskonfiguration und externe
Lasten (Grobdarstellung)

Der Zylinder ist mit 3 x 32 bilinearen Schalenelementen vernetzt und wird aus der Ru-
helage mit vier externen Lasten (sieche Abbildung 4.4) beschleunigt. Die richtungstreuen
Knotenlasten sind zeitabhangig nach der Funktion

F,=f(t)F; (4.38)
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mit
0 1 1 0
Fi= -1 Fo = 1 F3 = 1 F,= |—1
—1 1 1 —1

und der Zeitfunktion f(¢) aus Abbildung 4.5. Damit wirken fiir ¢ > 1 keine externen Lasten
mehr auf das freischwebende System, so dafl die Erhaltungsgroflen leicht iiberpriift werden
konnen. Abbildung 4.6 zeigt Momentaufnahmen der Bewegung.

E 10¢ fiir t<05
= Fit)=4{10-10t fir 05<t<1,0
= 0 fiir t>1.0

Abbildung 4.6: Taumelnder Zylinder — Momentaufnahmen der Bewegung

Es werden drei Zeitschrittverfahren fiir die Schalendynamik miteinander verglichen, und
zwar: das SRF-Verfahren aus Kapitel 1.3, das energie- und drehimpulskonsistente Zeit-
schrittverfahren (BEM) aus Kapitel 1.4, das reduzierte energie- und drehimpulskonsistente
Zeitschrittverfahren (REM) aus Kapitel 1.5 und der variationelle Integrator (VI) aus Kapi-
tel 1.6. Der Vergleich der Ergebnisse der ersten, zweiten und dritten Methode wurde bereits
in Betsch & Sénger [BS09b| veroffentlicht, der Vergleich der zweiten und vierten Methode
in Sanger & Betsch [SB09]. Der Vergleich von BEM und REM mit der Mittelpunktregel
wurde bereits in Sanger & Betsch [SBO8] veroffentlicht.

Das SRF-Verfahren benotigt fiir die algorithmische Drehimpulserhaltung eine diagonale
Massenmatrix. Um einen direkten Vergleich zwischen SRF- und EM-Verfahren zu ermog-
lichen, wurde die Diagonalisierungstechnik fiir alle drei Verfahren angewendet.

Wie erwartet erhalten alle Verfahren den Drehimpuls (siehe Abbildung 4.7) unabhéngig
von der Zeitschrittweite — das EM-Verfahren dartiberhinaus auch die Gesamtenergie. Selbst
fiir eine Zeitschrittweite von At = 0,02 stimmt die Gesamtenergie praktisch mit der der
Referenzlosung (die mit einer Schrittweite von At = 10~* erhalten wurde) iiberein. Die Lo-
sung des REM-Verfahrens stimmt in jedem Zeitknotenpunkt mit der des BEM-Verfahrens
iiberein.
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Energie Drehimpuls
600 ‘ 200 i ‘
| L,
A |
- L
400¢ | |
| —r : —vi
&3 } —— EM/REM ~ 0 } — EM/REM -
! - - - SRF | - -~ SRF
20071 | i
| L.
0 -200 5 17;0 15 20

Abbildung 4.7: Taumelnder Zylinder — Energie (links) und Gesamtdrehim-
puls (rechts) bei einer Zeitschrittweite von At = 0,02

Dies ist beim SRF-Verfahren dagegen nicht der Fall. Schon nach ca. 288 Zeitschritten
fithrt die Nichterhaltung der Energie zu einem Ansteigen der Gesamtenergie (blow-up, sie-
he Abbildung 4.7) und schlieBlich zu einem Versagen des Newtonverfahrens zur Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems (in der genannten Abbildung mit einer senkrechten un-
terbrochenden Linie gekennzeichnet), wéhrend das EM-Verfahren noch iiber viele weitere
Zeitschritte stabil bleibt (die Simulation wurde nach 12000 Zeitschritten manuell abge-
brochen). Auch der variationelle Integrator zeigt sich bei diesem Beispiel recht stabil und
wurde ebenfalls manuell abgebrochen.

Ahnlich dem Pendel-Modellproblem aus Abschnitt 1.7 liefern (bis zu dem Zeitpunkt, bei
dem das SRF-Verfahren versagt) alle Verfahren eine &dhnlich gute Losung fir die Knoten-
groflen. Es ist erkennbar, daf§ die Einfithrung von Rotationsparametern keinen Vorteil bei
der Genauigkeit bietet.

Bei dem Beispiel des taumelnden Zylinders fithrt das BEM-Verfahren zu 7 - ngpoten = 896
Unbekannten, wahrend das REM- und das SRF-Verfahren zu 5-ngpoten = 640 Unbekannten
fuhren.
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5 Gelenke

Wiéhrend in den vorherigen Kapiteln Strukturelemente — konkret Starrkorper, Balken
und Schalen — fiir Mehrkoérpersysteme behandelt wurden, folgt hier die Entwicklung der
Zwangsbedingungen, um aus ebendiesen Mehrkorpersysteme zusammensetzen zu konnen.
Die Zwangsbedingungen sind dabei auf zwei Kapitel aufgeteilt: In diesem Kapitel erfolgt die
Behandlung nulldimensionaler Zwangsbedingungen, die punktféormige Koérper miteinander
verbinden, insbesondere zwei Starrkorper. Durch eine Aneinanderreihung dieser sogenann-
ten primitiven Gelenke zusammen mit Starrkorpern 148t sich die Mehrzahl praktischer
Starrkorperkinematiken — sowohl offene als auch geschlossene kinematische Ketten — er-
zeugen.

In Kapitel 6 werden Zwangsbedingungen behandelt, die insbesondere der Einbindung fle-
xibler Komponenten in die vorliegende Systematik flexibler Mehrkorpersysteme ermogli-
chen.

5.1 Systematik der primitiven Gelenke

In den bisherigen Veroffentlichungen, denen die rotationsfreie Starrkorperformulierung zu-
grundeliegt, wird fiir die Formulierung von einfachen Gelenkzwangsbedingungen eine Me-
thode geschlossener Vektorketten verwendet (siehe z. B. Uhlar [Uhl09], Betsch & Leyen-
decker [BL0O6] und Leyendecker et alii [LOBMO10]). Im folgenden wird eine abgewandelte
Methodik der Formulierung von Gelenkzwangsbedingungen entwickelt, die sich zum einen
spater bei der Definition sogenannter ,augmentierter Koordinaten“ niitzlich zeigen wird
und zum anderen sich dadurch auszeichnet, stets singularitatenfrei und in der Referenzkon-
figuration %, erfiillt zu sein. Nebenbei bietet sie noch deutliche Vorteile bei der konsisten-
ten Implementierung. Die Entwicklung der Gelenktypen fiir die rotationsfreie Formulierung
erfolgt dabei iiber die explizite Erzeugung von Zwangsbedingungen analog Géradin & Car-
dona [GCO01], Ibrahimbegovi¢ et alii [IMTCO00]|, Puso [Pus02] und Taylor [Tay01| mit der
verbleibenden Option, lineare Zwangsbedingungen durch einen Finite-Elemente-assembly
einzufordern. Dies erlaubt die Verwendung aller Gelenktypen mit allen in Kapitel 1 behan-
delten Zeitschrittverfahren aufler dem in Abschnitt 1.3 behandelten SRF-Verfahren und
dem in Abschnitt 1.5 behandelten REM-Verfahren. Letzteres 148t sich durch Ausdehnung
der in Betsch & Leyendecker [BLO6] entwickelten und in Leyendecker, Betsch & Stein-
mann [LBS08] fiir einige Gelenktypen gezeigten Methodik auf den gesamten Gelenkzoo
erreichen.
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€1

Abbildung 5.1: Mehrkérpersystem — Mehrkorpersystem aus zwei Starrkor-
pern verbunden mit einem Drehgelenk

Gegeben seien zwei Starrkorper I und II mit den zugehérigen Direktordreibeinen {'¢p,'d;}
und {"¢p,d;} mit i € {1,2,3} (siehe Abbildung 5.1). Beide Koérper sind durch ein ein-
faches Gelenk, beispielsweise ein Dreh- oder Scharniergelenk (revolute joint) miteinander
verbunden.

Es wird ein zusétzliches Dreibein mit dem Positionsvektor ¢ und den Direktoren %d;
eingefiihrt, das die raumliche Lage des Gelenks in der Referenzkonfiguration 24, definiert.
Im Falle des Drehgelenks entspricht der Ortsvektor ¢ dem Rotationszentrum und der
Vektor Zd; der Rotationsachse (in der Referenzkonfiguration %).

Zusétzlich wird fir jeden Koérper @ mit a € {I,1I} ein korperfestes Dreibein {*¢’,°d;}
eingefiithrt mit:

5.1
aRl — aRaC ( )

R bezeichnet hier und im folgenden immer einen aus dem zugehorigen Direktordreibein

resultierenden Rotationstensor mit R = ) d; ® e;. Die konstanten Vektoren bzw. Matrizes
“c und “C werden iiber die Referenzkonfiguration %, derart definiert, dafl gilt:

“pp ="

5.2
aR6 — ZR ( )

d.h. in der Referenzkonfiguration sind beide korperfesten Dreibeine {*¢’,“d.} mit dem
Referenzgelenkdreibein {%¢’, “d.} identisch.

Damit lassen sich die konstanten Parameter “c und “C geméf der Gleichungen (5.1) und
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(5.2) direkt aus der Referenzkonfiguration %, bestimmen als:

Yo — aRal (ZQO o QQOO)
1y (5.3)
“C="R, ‘R

Jede Art von einfachen Gelenken lait sich nun sehr komfortabel mit den transformierten
Dreibeinen {!¢’,1d;} und {"'¢’, 1d;} formulieren. So lautet z. B. die Zwangsbedingung eines

Drehgelenks (revolute joint) um die korperfeste Achse 'd] (in der Referenzkonfiguration
identisch mit %d;, vgl. Abbildung 5.2) einfach:

ILP/ . HS‘,)/
@ = | ld . 'd, . (5.4)
dl * d3

Abbildung 5.2: Gelenk — Drehgelenk/Scharnier

Da vorhergehend keinerlei Einschriankungen tiber die rdumliche Lage des Gelenkdreibeins
{%p,%d;} gemacht wurde, ist dies automatisch eine giiltige Beschreibung simtlicher Dreh-
gelenke zwischen Starrkorpern in der Direktorformulierung — parametriert iiber die Re-
ferenzkonfiguration %, der Starrkorper {*¢,“d;} und das Gelenkdreibein {%¢p,%d;} mit
dem angenehmen Nebeneffekt, stets in der Referenzkonfiguration ohne Riicksichtnahme
auf die konkrete Geometrie exakt erfiillt zu sein.

Bei allen einfachen Gelenken besteht der Konfigurationsvektor g# lediglich aus den Koor-
dinaten der beiden beteiligten Starrkorper:

qZ — {I(P,Idl,ldz,ldg,H(P,Hdl,HdQ,Hdg} c R24 ) (55)

Der Index o? beschreibt Gréfien einer allgemeinen Zwangsbedingung einfacher Gelenke,
wihrend der Index %o lediglich die GeometriegroBen des Gelenkdirektordreibeins {#¢, “d;}
beschreibt. Fiir die GroBen einer konkreten Gelenkzwangsbedingung wird der Index o?
durch die Bezeichnung des konkreten Gelenktyps ersetzt, wie z. B. o™" fiir das Drehgelenk
(revolute joint).
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Im Rahmen der Methodik der redundanten Direktorformulierung werden die Gelenke di-
rekt als Zwangsbedingungen formuliert und durch lagrangesche Multiplikatoren A% mit
A% ®% ¢ R™ eingefordert. Analog zu den vorherigen Kapiteln wird daher ein erweiterter
Konfigurationsvektor g eingefiihrt als:

={q" X"} . (5.6)

Wihrend der Konfigurationsvektor g fiir alle einfachen Gelenktypen identisch ist (g*
q* = q°" .. .), trifft dies im allgemeinen nicht auf den erweiterten Konfigurationsvektor q
zu, da Anzahl und Bedeutung der Elemente in A* vom konkreten Gelenktyp abhéngen.

N

Die virtuelle Arbeit der Zwangsbedingung ®# lautet im allgemeinen:
G" =6q" Vg (B(q7) A" + X" - % | (5.7)

Daraus liaBt sich der Lastvektor der Zwangskrifte F'# unter Einbeziehung der Definition
des erweiterten Konfigurationsvektors g in Gleichung (5.6) definieren als:

G* =4dq" - F*(q") (5-8)

) = Vo (g, ) X (59

Im folgenden wird die Systematik am Beispiel des einfachen Drehgelenks aus Gleichung
(5.4) /Abbildung 5.2 angewendet. Dort gilt: &', A™ € R®. Damit sind g, F € R,
Die Gelenkzwangsbedingung aus Gleichung (5.4) wird unter Verwendung von Gleichung
(5.1) in Abhéngigkeit von den redundanten Koordinaten g™V (siehe Gleichung (5.5)) for-
muliert:
o+ RIe— Ty — IR
o= | ('R'Ce) -"R"Ce, : (5.10)
(IRIC e) - HRHC es

Die virtuelle Arbeit der Drehgelenkzwangsbedingung G™" ergibt sich dann direkt zu:

_ I(Fgo - _ }\1 -
Iédl 101 Al + ICH )\QIIRIIC e + ICH )\3HRHC €3
I(Sdz ICQ Al + 1021 )\QHRHC ey + 1021 )\3HRHC €3
I(Sdg IC3 >\1 + IC31 )\2IIRIIC e + IC31 )\3HRHC €3
H(SQO _}\1
G = |"od;| - | "oy A +TC1 AM'RICey +1C13 AR IC e
U5d, ey Ay 4+ 100 MR IC e + T3 AR IC €, (5.11)
115d3 —HC?, Al -+ HCgQ )\QIR IC e + Hng )\31R IC €eq
5}\1 IQO—HQO+IRCI—HRCH
5)\2 IRIC 61) 'HRHC €9
L 5)\3 i | IRIC 61) . HR HC €3 ]

_ 6qrev . FI‘BV
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Dabei wird folgend_e abkiirzende Schreibweise genutzt: “Cj; = e; - “Ce;j, “c; = “c - e;. Die
Tangentialmatrix K7V ergibt sich geradeheraus durch Ableiten des Lastvektors F*" nach
den Koordinaten g**".

In der Schreibweise der virtuellen Arbeit ergeben sich die Bewegungsgleichungen zweier
durch ein Drehgelenk verbundener Starrkorper einfach durch:

GStarr,I 4 GStarr,H + Grev = () ) (512)

5.2 Einige primitive Gelenke

Waéhrend im vorherigen Kapitel die Systematik der einfachen Gelenke behandelt wurde,
werden in diesem Kapitel einige einfache Gelenke — Kugelgelenk, Parallelgelenk, eine starre
Verbindung, Kardangelenk, prismatisches Gelenk und ein erweitertes Drehgelenk — mit
dieser Systematik behandelt. Hier zeigen sich die deutlichen Vorteile dieser Formulierung;:
Bis auf die raumliche Lage in der Referenzkonfiguration ist keinerlei Parametrierung der
Gelenkformulierung notwendig.

Kugelgelenk

Abbildung 5.3: Gelenk — Kugelgelenk

Das Kugelgelenk (spherical joint, siehe Abbildung 5.3) ist sicherlich das einfachste vorstell-
bare primitive Gelenk. Die wiederum einfachste vorstellbare (lineare) Gelenkzwangsbedin-
gung lautet:

e = [l — ] e R® . (5.13)

Die virtuelle Arbeit der Kugelgelenkzwangsbedingung G*P" ergibt sich durch Formulierung
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in den Koordinaten der beiden Starrkérper und Gradientenbildung direkt zu:

_ 154‘0 - — }\1 -
15d1 Icl A1
15d2 ICQ A1
I5d3 ICg Al
Gsph — 115(‘0 . _)\1
5d, e A, (5.14)
Hédg _HC2 Al
Hédg —HCg Al
_5}\1_ _IQO—IIQO+IRIC—IIRIIC_
— 5gP" .

Lineare Gelenkterme konnen dabei auch durch Dirichletrander auf den Finite-Elemente-
Zusammenbau eingefordert werden.

Parallelgelenk

Abbildung 5.4: Gelenk — Parallelgelenk

Das Parallelgelenk (parallel connexion, Abbildung 5.4) hat, im Gegensatz zum Kugelge-
lenk, nur geringe technische Bedeutung. In der Formulierung der Gelenksystematik stellt es
allerdings das Komplement zum Kugelgelenk dar: Wahrend letzteres nur die Positionsfrei-
heitsgrade der Verbindung einschrankt, wirkt ersteres nur auf die Rotationsfreiheitsgrade.
In der hier verwendeten Systematik der Gelenke hat es insofern eine Sonderrolle, als dafl
die Parametrierung anhand des Direktordreibeins {Z¢, 2d;} keinerlei Auswirkungen hat.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Formulierung dieser Gelenkzwangsbedingung im
transformierten System. Eine davon lautet:

Id/2 'Hd/l
orr = (Id, - Ud | e R®* . (5.15)
Idg _Hd/2
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Die virtuelle Arbeit GP* ergibt sich daraus zu (mit 0 € R?):

_ 15(‘0 - _ 0 -
I(Sdl )\1 1012 HR HC e + )\2 1013 HR HC e + )\3 1013 HRHC €o
Iédg )\1 ICQQ HR HC e + )\2 1023 HR HC e + )\3 1023 HRHC €o
I(Sd3 )\1 IC’gg HR HC e + )\2 IC’gg HR HC e + )\3 IC’gg HRHC €o
H(SQD 0
GP* = H(Sdl . )\1 HCH IR IC € + )\2 HCH IR IC es + )\3 HClQ IR IC €3
H(sdg )\1 HCQl IR IC €s + )\2 HCQl IR IC es + )\3 HCQQ IR IC €3 (516)
H(sdg )\1 HC31 IR IC es + )\2 HCgl IR IC es + )\3 HC32 IR IC €3
oM (R'Ce,)-"R'Ce,
5)\2 (IRIC 63) : HRHC e
ons || (R!Ce;) - "R"Ce, |
e

Starre Verbindung

Abbildung 5.5: Gelenk — Starre Verbindung

Eine starre Verbindung (rigid connexion, Abbildung 5.5) mag sprachlich einen Sonderfall
unter den Gelenken einnehmen, in der Mehrkorpersystematik jedoch nicht. Die einzige Be-
sonderheit besteht darin, dafl auch hier die Wahl des Direktordreibeins der Gelenkzwangs-
bedingung {%p,%d;} in der Referenzkonfiguration %, keinerlei Auswirkungen hat.

Eine mogliche Gelenkzwangsbedingung im transformierten System lautet:

1 I,/

Oy
%4
3 g

3 2

ore = € RO (5.17)
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und ist damit einfach die Verbindung von Kugelgelenk und Parallelgelenk in den zuriick-
liegenden zwei Abschnitten. Die virtuelle Arbeit G*™# ergibt sich daraus zu:

Grig _ Gsph + Gpar

- 15 - _ A -
2} 1
15d1 Icl Al + )\2 1012 HR HC e + )\3 1013 HR HC e + )\4 1013 HRHC €9
I5d2 IC2 )\1 + )\2 ICQQ HR HC e + )\3 1023 HR HC e + )\4 1023 HRHC €9
I(sdg 103 )\1 + )\2 I6132 HR HC e+ )\3 1033 HR HC e + )\4 1033 HRHC €9
115 -
s} 1
. 115d1 . —Hcl Al -+ )\2 HCH IRIC e + )\3 HCH IRIC es; + )\4 HClQ IRIC €3
o Hédz —HCQ Al + )\2 HCQl IRIC e + )\3 HCQl IR IC es; + )\4 HCQQ IRIC €3
I15d3 —HC3 >\1 + )\2 HC31 IRIC ey + )\3 HCgl IR IC es + )\4 HC32 IRIC €3
oAy lo Uy 1R — IR e
oA (R!Cey) - 'R!Ce,
(5)\3 (IRIC 63) : HRHC €q
o || ('RICe3) - "RUCe, |
= 5g"s . F'"
(5.18)
Kardangelenk

Fiir die Formulierung der Zwangsbedingungen eines Kardangelenks (universal joint, nach
VDI-Richtlinie 2127 auch , Kreuzgelenk®) im transformierten System miissen zunéchst die
Achsen des Drehkreuzes festgelegt werden. In der vorliegenden Formulierung wird die Achse
Zdy als mit dem Korper I und die Achse %ds als mit dem Korper 11 fest verbunden ange-
nommen (siehe Abbildung 5.6). Dies stellt keine Einschrankung der Allgemeinheit dar, da
die konkrete Ausrichtung ohnehin anhand des frei wihlbaren Direktordreibeins {Z¢, %d;}
in der Referenzkonfiguration %, erfolgt.

Abbildung 5.6: Gelenk — Kardangelenk
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Die Gelenkzwangsbedingung im transformierten System lautet dann:
1, _ 10,
car Y — P
P = {Idlz-ﬂdgj . (5.19)

Damit ergibt sich die virtuelle Arbeit der Kardangelenkzwangsbedingung G mit:

- 1650 - - Al -
15d1 101 Al + )\2 1012 HRHC €3
I5d2 ICQ >\1 + )\2 1022 HRHC €3
I5d3 IC3 >\1 + )\2 1032 HRHC €3
Gear — H(S‘P . _>‘1
115d1 —HCl AL+ Ay HClg RIC () (520)
H(Sdg —HCQ Al + )\2 HCQg IR IC €9
I15d3 —HCg )\1 + )\2 HC33 IR IC €o
oAy lo —lp IR — IR e
L 5)\2 ] L (IRIC 82) . HR HC €3
_ 6qcar . FCM

5.3 Gelenke mit augmentierten Koordinaten

In Betsch & Uhlar [BUO7]| wird eine sogenannte ,, Koordinatenaugmentierung® fiir die For-
mulierung von angetriebenen Gelenken in der Direktorformulierung vorgeschlagen. Die Phi-
losophie hinter der Augmentierungstechnik ist die Moglichkeit, Koordinaten — in diesem
Fall Rotationskoordinaten, die in der Direktorformulierung naturgemaf nicht vorhanden
sind — explizit einzufiihren und durch die zusétzliche Einfithrung von Zwangsbedingungen
die Anzahl der Systemfreiheitsgrade konstant zu halten. In der erwdhnten Veroffentlichung
dient dies dem Zweck der Momentenaufbringung, zumal dato die in Kapitel 2.2 entwickel-
te Methodik noch nicht bekannt war. In Uhlar & Betsch [UB09] wird dann gezeigt, daf
der Einsatz der augmentierten Koordinaten noch deutlich versatiler ist und insbesonde-
re die Formulierung einiger nicht-primitiver Zwangsbedingungen erleichtert oder gar erst
ermoglicht.

Die Methodik der Augmentierung geméfl Betsch & Uhlar [BU0O7| wird zunichst am Bei-
spiel des prismatischen Schubgelenks eingefithrt. Im darauffolgenden Abschnitt werden
Rotationsfreiheitsgrade und daraus resultierende Problemstellungen diskutiert.

Gegeben sei das prismatisch verschiebbare Gelenk in Abbildung 5.7 zwischen den Koérpern
[ und II. Selbstverstandlich ist es keinerlei Problem, dieses Gelenk in der im vorherigen Ab-
schnitt vorgestellen Systematik zu formulieren. Wird die verschiebbare Achse in Richtung
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Abbildung 5.7: Gelenk — Prismatisches Schubgelenk

von 2d, festgelegt, lautet die Gelenkzwangsbedingung einfach:

130/ _ HSD,) . Id2
ILPI _IISO/) d,
Prrivm — 'd; - d, eR® . (5.21)
Idg . Hd/1
Idg . Hd/2

Die Entwicklung der virtuellen Arbeit GPsm - des Lastvektors F™ und der Tangen-
tialmatrix K7'™™ erfolgt dann geradeheraus. Im folgenden wird jedoch die Methodik der
Augmentierung in Verbindung mit der oben entwickelten Systematik betrachtet.

Es wird die Verschiebungskoordinate u (sieche Abbildung 5.7) eingefiihrt, die die Verschie-
bung des Schubgelenks gegeniiber der Referenzkonfiguration %, beschreibt. Der Konfigu-
rationsvektor des augmentierten Schubgelenks lautet dann:

qpa = {ILP’ Idl? Id27 Id37 HLP? Hd17 Hd27 Hd37 u} c R25 (522)

(vgl. Gleichung (5.5) auf Seite 69). Definitionsgeméafl verschwindet die Verschiebung in
der Referenzkonfiguration %,: ug = 0. Durch eine Erweiterung der Zwangsbedingung in
Gleichung (5.21) um eine Gleichung bleibt die Anzahl der resultierenden Freiheitsgrade

konstant: o _

( L2 4 ) dy—u
(ISOI - HSO/) d,

I 11 I

gro= | (= &) ds eR® (5.23)
A
B
L d3' d2 |
Die weitere Vorgehensweise bleibt von der Augmentierung vollig unbeeinflu3t. Die virtu-

elle Arbeit GP* ergibt sich, genau wie in den vorherigen Abschnitten geradeheraus durch
Variation nach allen Koordinaten (sieche Gleichung (5.7)):

GP = g™ - Voo (B(gP)) AP + SAP® . P2 (5.24)




5 Gelenke 7

mit dem Konfigurationsvektor gP* aus Gleichung (5.22) und dem Vektor der lagrangeschen
Multiplikatoren AP* = {1, Ay, A3, Ay} € R® passend zu der Zwangsbedingung in Gleichung
(5.23).

Daraus 148t sich unter Einfithrung des erweiterten Konfigurationsvektors g** = {g®*, AP*}
der Lastvektor F™" definieren (vgl. Gleichung (5.9) auf Seite 70):

Fregr) = Vo <§§:<(§§:))) o (5.25)

Es ergibt sich sofort:
G = g - F™ (5.26)

mit:

5g™ = {'6¢p,'6dy,'d,, 6d3, "o, "dy, ody, M ods, du, OA1, 6Xa, OA3, 0N} € RPT (5.27)

und:
[ ~RIC X, |
—101 RICA; + (HQOI — ISO) e 'CAL + X 'Cdy + 21013 dy + N\ 1013 1d,
— CQ IR C )\ + H(P/ - I(P ) €o - IC )\1 + )\2 1022 Hd1 + )\3 1023 Hd1 -+ )\4 1023 Hd2
03 IR C A + 1 I IQO ) €3 - IC Al + )\2 1032 Hd1 + )\3 IC’gg Hd1 + )\4 IC’gg Hdg
RICX

U IRIC A + XM 1Oy dy + A O T + M Cho N

HCQ IR IC )\1 + )\2 HCQl Idz + )\3 IICQl Id3 + )\4 HCQQ Idg

Fpa — HC3 IR IC )\1 + )\2 HCgl Idz + )\3 HC31 Id3 + )\4 HCgQ Idg

(ILP/ H}‘ll) d, —u
(ISO/ 11 /) d,
(o' —"¢) - 'd;
('R'Ce;) -"R"Ce
(R!Cey) - "RUCe,
(IRIC 63) . HRHC ey

) i (5.28)
und A; € R®. Auch hier ist die Entwicklung der Tangentialmatrix Ki" geradeheraus.

Die Einfithrung der ,augmentierten“ Koordinate fithrt gegeniiber der einfachen Formulie-
rung der Gelenkzwangsbedingung zu einer Vergroflerung des Gleichungssystems. Fiir das
prismatische Schubgelenk beispielsweise fithrt die gewohnliche Gelenkzwangsbedingung zu
finf zusatzlichen Unbekannten (siche Gleichung (5.21)), wihrend die ,,augmentierte® For-
mulierung zu sieben zusétzlichen Unbekannten fihrt (siehe Gleichung (5.23) unter Bertick-
sichtigung des zusatzlichen Freiheitsgrads u).

Vorteilhaft ist die Augmentierung jedoch dann, wenn der zusétzliche Freiheitsgrad u wei-
tere Verwendung findet. Die Einfithrung einer Koordinate ermoglicht gleichzeitig die For-
mulierung der arbeitskonjugierten Kréfte (siehe Uhlar & Betsch [UB09]). Damit lautet die
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virtuelle Arbeit einer externen Kraft F** in Richtung der ,augmentierten® Koordinate
einfach:

GO = gu F™ (5.29)

So 1488t sich beispielsweise mithilfe der ,,Augmentierungstechnik“ das nichtlineare Federsy-
stem in Abbildung 5.8 einfach als skalare Gleichung formulieren, die in der bestehenden
Systematik eingearbeitet wird mit:

GFeder — Sy F(u,a) . (5.30)

{Hd‘;; w g\

——

F(u,u) u

v

Abbildung 5.8: Gelenk — Prismatisches Schubgelenk: Feder-Dampfer als Bei-
spiel fir die Anwendung der Augmentierung

Das heifit mithilfe der Augmentierungstechnik wird eine lokale Gleichung auch im Rahmen
der Systematik der flexiblen Mehrkorpersysteme lokal implementiert.

Augmentierung fiir Rotationsfreiheitsgrade

Die Koordinatenaugmentierung wird in ihrer urspriinglichen Veroffentlichung Betsch &
Uhlar [BU0O7| zur Einfithrung von Rotationskoordinaten in der Direktorformulierung von
Mehrkorpersystemen — wenn auch noch fiir den 2d-Fall — verwendet. Dank der Systema-
tik aus Abschnitt 5.1 148t sich die dort entwickelte Formulierung direkt in den 3d-Fall
iibertragen, indem die ,, Augmentierungs“-Zwangsbedingung ®*&X in der durch 2d., und
Zd}, aufgespannten Ebene auf die beiden kérperfesten Koordinatensysteme {!¢,'d;} und
{Tep, d;} angewendet wird (vgl. Abbildung 5.9 auf der néchsten Seite):

ookl — gt g 4 gin~y 1 1d, Ul — cosy . (5.31)

Dabei ist v die sogenannte ,augmentierte Winkelkoordinate. Diese Zwangsbedingung
Pauekl wird kiinfig als ,klassische® Augmentierungszwangsbedingung des Drehgelenks be-
zeichnet. Sie 148t sich in eine Klasse von Augmentierungen einordnen, die wie folgt aus-
sieht:

oM =g (Id'2 Adl + sin 7) +0b (Idg Adl, — cos 7) . (5.32)

a und b sind konstante, frei wahlbare Parameter, wobei sich bei der Wahl ¢ =1 und b =1
direkt wieder die klassische Augmentierungszwangsbedingung (5.31) ergibt.
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Abbildung 5.9: Gelenk — Geometrische Interpretation der Winkelaugmen-
tierung als Verdrehung des korperfesten {!d;}-Systems ge-
geniiber dem ebenfalls korperfesten {!d.}-System um die ge-
meinsame Achse "d)

Die virtuelle Arbeit der Augmentierungszwangsbedingung G*"¢ ergibt sich daraus zu:

[od, | | (aIClz + bIClg) IRICe; N i
15d, (a'Co + b1Co3) "RUCes A
I5(13 (CLIC32 + bIC33) HRHC €3 A
I5d ICBRIC (aey +bes) A
aug _ 1| 13 2 3
G - II(SdQ HCQ?, IRIC (a e + beg) A ' (533)
H(Sdg Hng IRIC (a es + beg) A
oy (a cosy+bsiny) A
| A | [("R"Ce;) -"R'C (aey+bes) + asiny — beosy |
Die komplette virtuelle Arbeit des ,augmentierten* Drehgelenks G™ ist dann:
Gra — Grev + Gaug (5.34)

mit der Komponente G™ aus Gleichung (5.11) und der Komponente G*"¢ aus Gleichung
(5.33).

Bemerkenswert ist dabei, dafl fiir jede beliebige Kombination aus a und b eine Schar von
Winkellagen ~+* existiert, fiir die der Term 6 - (a cosy + b siny) A in Gleichung (5.33)
verschwindet:

07 - (@ cosy + b siny) A

—0 (5.35)
Y=y
mit
v* = —arccot (2) +i7und i € Z : (5.36)
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Das Residuum enthélt damit eine Nullzeile. Wird die Augmentierung zur Aufbringung des
zur Winkelkoordinate « arbeitskonjugierten Moments M genutzt, lauten alle Terme der
virtuellen Arbeit G mit der Variation dv wie folgt:

GAusschnitt _ (5’7 . (a cos 7y + b sin 7) A+ 67 . M . (537)

Damit ist fiir die Winkellage v = ~+* und einem endlichen lagrangeschen Multiplikator
|A| < oo kein Gleichgewichtszustand mehr moglich. Die praktischen Auswirkungen werden
im tbernachsten Unterkapitel diskutiert.

Abhilfe schafft die folgende Modifikation: Werden die Parameter a und b mithilfe der
Ergebnisse des vorherigen Zeitschritts ¢,, derart angepafit, daf§ die kritische Winkellage +*
weitmoglichst von der vorherigen Winkellage +,, entfernt ist, lassen sich die (innerhalb eines
Zeitschritts) konstanten Parameter wie folgt wéhlen:

a = cos(vn)

b= sinr ) (5.38)

Es a8t sich leicht zeigen, dal dadurch die kritische Winkellage v* immer maximal, namlich
um +7 von der letzten Winkellage v, entfernt ist.

Die Augmentierungszwangsbedingung lautet damit:
PeA — cos, (Id/2 dl + sin 7) + sin 7y, (Idg Adl, — cos 7) (5.39)

und ist in der Implementierung ahnlich einfach wie die klassische Augmentierungszwangs-
bedingung in Gleichung (5.31). Die virtuelle Arbeit G*"¢ entspricht Gleichung (5.33) unter
Beriicksichtigung der Gleichung (5.38), die Tangente erfolgt geradeheraus.

Wie aus Gleichung (5.39) ersichtlich ist, sind in der Augmentierungszwangsbedingung Ter-
me vorhanden, die nicht maximal quadratisch sind. Fiir eine energiekonsistente Formu-
lierung der nichtquadratischen Anteile der Zwangsbedingung kann der diskrete Gradient
(sieche Gonzalez [Gon99]) und fiir die konkrete Zwangsbedingung Uhlar [Uhl09]) herange-
zogen werden.

Die Erweiterung der Augmentierungszwangsbedingung aus Gleichung (5.38) muf} nicht
zwangslaufig mit dem Zeitschrittverfahren verkniipft sein. Durch eine konsequente An-
wendung der Erweiterung auf die aktuelle Konfiguration %(t) anstelle auf den vorherigen
Zeitschritt mit:

a = cos(7)

b = sin(7y)
148t sich aus Gleichung (5.32) direkt eine oberflachlich vollig anderslautetende Augmentie-
rungszwangsbedingung ®*'¢8 entwickeln:

(5.40)

q)aug7B = cos 7y (Id/2 X Hdg) + Sinfy (Idg . Hdg) . (541)

Diese Form der Augmentierungszwangsbedinung findet sich auch schon in Bottasso &
Croce [BC04] ohne explizite Herleitung. Die virtuelle Arbeit G*'&B der Zwangskrifte und
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Zwangsbedingungen ist hier etwas komplizierter als bei den vorhergehenden Versionen mit
den konstanten Parametern a und b:

[10d; | [ (cosy!Cia+siny'Ci3) "RTCez A ]
Isd, (cos v 1Ch + siny 1023) TRICe; A
I5d, (cos v1C59 + siny IC’gg) TRICe; A
e B _ "od, | ICRIC (cosyey +sinyes) A (5.42)
| od, ICRIC (cosyey +sinyes) A '
U5ds IO RIC (cosyey +sinyes) A
oy (cosy ("dy - 'dy) —sin~y ("dy - 'dy)) A
| ON | | cosy (Udy - Tdy) + siny (Tdy - Td)

Insbesondere ist in Gleichung (5.33) nur ein einziger Term von mehr als quadratischer
Ordnung, wahrend hier kein einziger Term maximal quadratisch ist, was die Anwendung
des diskreten Gradienten verkompliziert. Die Daseinsberechtigung dieser deutlich aufwen-
digeren Augmentierung zeigt sich jedoch im iibernéchsten Unterkapitel.

5.4 Weitere primitive Gelenke

Im folgenden werden noch einige einfache Gelenktypen vorgestellt, die sich mit der oben
vorgestellten Systematik recht einfach formulieren lassen. Bei den Gelenktypen, bei denen
die VDI-Richtlinie 2127 [VDI93] keine Begriffsbestimmung bietet, wurden eigene Namen
fiir die Gelenkkinematik gegeben, so z. B. dem kugelférmigen Gleitgelenk, dem Kreuzschie-
begelenk, dem prismatischen, zylindrischen und dem sphérischen Schieber. Die Entwick-
lung des Residuums und der tangentialen Steifigkeitsmatrix konnen geradeheraus wie im
Verlaufe dieses Kapitels erfolgen.

Kugelformiges Gleitgelenk
@SphSli — |:(I<p/ o H(P,) . Idg] c Rl (543)
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Plattengelenk
/
q)FlSli _ (ILPII;/ H(‘IOI/C)i/' Id3 R?) 5.44
B Id? II dll © ( ' )
3 2
vgl. L kugelformiges Gleitgelenk* in Gleichung
(5.43) und ,,Drehgelenk® in Gleichung (5.4)

Kreuzschiebegelenk
(ISO/I_, Hsﬁ/),' Idg
i
G
d; - "d,

CI)CrSIi o

cR® (5.45)

Zylinderpaar
(auch ,,Drehschubgelenk® nach [VDI93])

(ot
r_ N T1q
o2 _ | vof )| o g (5.46)
dy - "d,
Id/1 X Hdé
vgl. ,Schubgelenk®, Gleichung (5.21) und ,,Dreh-
gelenk®, Gleichung (5.4)

Prismatischer Schieber
Lo L)k
(I)PReV — ( ¥ Id/1 ‘ﬁgé 3 c R4 (547)
Idg . Hd/2

vgl. ,,Zylinderpaar“, Gleichung (5.46)
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Zylindrischer Schieber

(130/ - HSD,) . Id/2
@ZReV _ (I‘P/ _ H‘P/) . Idg c R?’ (548)
Id/ . Hd/
1 2

vgl. ,Zylinderpaar“, Gleichung (5.46)

Spharischer Schieber

I o II, _Id/
PSRev _ [Elzl _ HZZ% . Idﬂ e R? (5.49)

vgl. ,,Zylinderpaar®, Gleichung (5.46)

Schraubgelenk
B (I(P/_H(P/)_Idll_fyﬁ T
(I(P/ . H(P/) . Id/2

(I)Scr _ (I(P/ . H(P/) . Idg
Id/1 . Hd/2
Id/1 . Hdg

| cosy (*d, - Mdy) + siny (*dy - dy) |

(5.50)
mit ®5 € RS, dem zusétzlichen Winkelfreiheits-
grad v und der Gewindesteigung a vgl. ,,Zylin-
derpaar®, Gleichung (5.46) und ,augmentiertes
Drehgelenk®, Gleichung (5.41)

5.5 Beispiel: Augmentierung und Momentenaufbringung
— Schwungrad

Da die Augmentierung von Zwangsbedingungen urspriinglich dazu entwickelt wurde, um
Drehmomente innerhalb der rotationsfreien Starrkérperformulierung aufzubringen, sind
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Abbildung 5.10: Schwungrad — Einfaches Mehrkorpersystem angetrieben
durch ein Drehmoment

die Themen der Augmentierung (siehe Kapitel 5.3) und der Momentenaufbringung (siehe
Kapitel 2.2) eng miteinander verbunden, weshalb auch das Modellbeispiel aus Kapitel 2.4
wieder aufgegriffen wird.

Gegeben sei das einfache Schwungrad in Abbildung 5.10 mit bekannten Trigheitseigen-
schaften. Es ist mittels eines reibungsfreien Drehgelenks um die Achse d; mit einem Festla-
ger verbunden. Der Winkel v beschreibt die Drehung um ebendiese Drehachse, um die das
Schwungrad mittels eines konstanten Drehmoments M beschleunigt wird. Die Momenten-
aufbringung erfolgt tiber das arbeitskonjugierte Moment der augmentierten Koordinate
im Drehgelenk zwischen Schwungrad und Festlager. Als Zeitschrittverfahren findet die Mit-
telpunktregel Verwendung. Da bei diesem einfachen Modellproblem die analytische Losung
bekannt ist, ist ein direkter Vergleich zur numerischen Simulation moglich.

Die Ergebnisse der Simulation dieses einfachen Modellproblems mit unterschiedlichen Vari-
anten der Augmentierung finden sich in Abbildung 5.11 auf der nichsten Seite. Dargestellt
sind der Drehwinkel ~, die Winkelgeschwindigkeit 7, der Drehimpuls L; um die Drehachse
und die kinetische Energie Fj;, des rotierenden Korpers. Verglichen werden die Varian-
ten der klassischen Augmentierung mit ®*&X gemafl Gleichung (5.31), der erweiterten
Augmentierung ®*&* gemifl Gleichung (5.39) und der hochgradig nichtlinearen Augmen-
tierung ®2'65 gemif (5.41) mit der bekannten analytischen Losung.

Durch die konstante Winkelbeschleunigung treten recht schnell Rotationen mit hohen Win-
kelgeschwindigkeiten — beziehungweise sehr grofie Winkelinkremente A~y — auf (sieche Ab-
bildung 5.11 oben rechts). Die Bereiche, in denen die Winkeldnderung pro Zeitschritt nach
der analytischen Losung eine Achteldrehung pro Zeitschritt tiberschreitet (% > 7) sind
hellgrau, beziehungsweise dort, wo mehr als eine Vierteldrehung pro Zeitschritt vorliegt
(i—z > Z) dunkelgrau hinterlegt. Uber das allgemeine Verhalten der Direktorformulierung
der Starrkorper bei grofen Rotationen pro Zeitschritt sind bislang keine Veroffentlichungen

bekannt und auch nicht zentraler Bestandteil der vorliegenden Untersuchungen.

Wie in den Diagrammen erkennbar ist, wirkt sich die auf der Seite 79 aufgezeigte Schwach-
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85

Drehwinkel Winkelgeschwindigkeit
80 Iytisch ‘ 1,00 lytisch || ‘
=== analytisch === analytisc
—aug,kl 68,72 g —aug,kl
==aug,A 61,72 - == aug,A
6O~ eueB  SETE0e 61°78 0,75 =~ -ausB
e 40! a ‘3 0,50 -
g
20} 0,25 —
0 0 5 0,00O
Kinetische Energie 20 Drehimpuls
100 === analytisch ‘ ‘ ’ m== analytisch ‘ ‘
[ —aug,kl —aug,kl
807"" aug,A ‘== aug,A o2
===aug,B 6’0,"'aug,B &'.f"
34,0t
2,00
‘ Aty > F Aty > T
0.0 0 5 ; 10 15

Abbildung 5.11: Schwungrad — Momentenaufbringung mittels verschiedener

Varianten der Augmentierung

stelle der klassischen Augmentrierung ®*'#* bei diesem Modellproblem verheerend aus. In
der Nahe ausgezeichneter Winkellagen — im Diagramm noch einmal gesondert hervorge-
hoben und mit Zahlenwert markiert — fithrt die numerische Losung extreme Spriinge im
Winkelwert aus. Wie aus der Darstellung des Drehimpulses hervorgeht, bedeutet dies teil-
weise eine Vorzeichenumkehrung der Wirkung des Drehmoments!

Die Erweiterung der Augmentierung ®*8* nach Gleichung (5.39) fiihrt zu einem konsi-
stenten Verhalten der Drehmomentaufbringung fiir niedrige Drehzahlen beziehungsweise
ausreichend kleine Zeitschrittweiten (i—z < 3).

Die hochgradig nichtlineare Augmentierung ®*"&B gemifl Gleichung (5.41) fiihrt auch dar-
uberhinaus im betrachteten Zeitschrittbereich zu einem konsistenten Verhalten.

So hat die Formulierung der Augmentierungszwangsbedingungen als Koppelglied zwischen
rotationsfreier Direktorformulierung und Rotationsfreiheitsgraden einen wesentlichen Ein-
flufl auf das Verhalten der Simulation.
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5.6 Beispiel: Momentenaufbringung und Konsistenz —
Verdrehprisma

Die Bedeutung der in den vorherigen Abschnitten diskutierten Erhaltungs- und Konsi-
stenzeigenschaften sowohl der direkten Momentenaufbringung als auch der indirekten Mo-
mentenaufbringung iiber die Augmentierung soll noch einmal am folgenden Modellproblem
diskutiert werden (sieche Abbildung 5.12):

F(t) >

0

~. f \
A Fit)= (1) |1
- g . L

Id, /<.
25° '\.\,L“fb ' 2t fiir 0 < ¢ < 0,5

F)={-2t+1 fir05<t<1
0 firt>1

A
Y
A
Y

Abbildung 5.12: Verdrehprisma — Modellproblem fiir Erhaltungseigenschaf-
ten innerer Momente. Mit einem konstanten Moment M
zwischen den beiden Teilkorpern werden diese gegeneinan-
der verdreht. In der Referenzkonfiguration bildet das Sy-
stem einen (fast) geschlossenen Quader mit den Abmaflen
3 x 1 x 1 und der Dichte p = 1.

Das frei schwebende Mehrkorpersystem besteht aus zwei Starrkorpern, bei denen es sich
um Quader mit jeweils einer im gleichen Winkel abgeschrégten Seite handelt. In der Re-
ferenzkonfiguration %, sind beide Korper derart angeordnet, dafl sich nach aulen ein
geschlossener Block mit einem schmalen Spalt ergibt. Die Direktordreibeine beider Kor-
per entsprechen jeweils den Tragheitshauptachsen. Die Korper sind mit einem Drehgelenk,
dessen Achse senkrecht auf der abgeschragten Oberflache steht, verbunden. Die Drehach-
se sei aktuiert, d.h. es wirke ein korperfestes Moment M mit konstantem Betrag um die
Drehachse “d; zwischen den beiden Korpern I und II. Das System wird mit einer ein-
seitig wirkenden externen Kraft F' kurz in Bewegung gesetzt. Anschliefend erfolgt die
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t=0,0 t=1,0 t =20 t =30

Abbildung 5.13: Verdrehprisma — Vier Bewegungsabbildungen

freie Bewegung des durch ein inneres Moment angetriebenen Systems im Raum (siehe Ab-
bildung 5.13). Zweck des bewufit unsymmetrischen Aufbaus des Modellproblems ist die
Vermeidung eines moglichen Ausgleichs entgegenseitig wirkender Fehlerkomponenten in
der Simulation.

Die Modellierung des antreibenden Moments zwischen den beiden Koérpern erfolgt:

1. durch die kovariante Momentenaufbringung nach Kapitel 2.2.3 durch ein korperfestes
Momentenpaar in Richtung der Drehachse oder

2. durch die kontravariante Momentenaufbringung nach Kapitel 2.2.3 auf die gleiche
Art und Weise oder

3. durch ein augmentiertes Drehgelenk nach Kapitel 5.3 und die Aufbringung des Mo-
ments zwischen beiden Korpern durch die energiekonjugierte Grofle zum Drehwinkel.

Drehimpuls Drehimpuls
0,2 ‘ ‘ 0,2 ‘ ‘
—
0
)
< 0,0 ~ 0,0~
0200 20 40 ) 60 80 10,0 0200 20 40 ) 60 80 10,0

Abbildung 5.14: Verdrehprisma — Drehimpulsbilanz fir kovariante Momen-
tenaufbringung (links) und kontravariante Momentenauf-
bringung (rechts)

Abbildung 5.14 zeigt den Drehimpulsverlauf fiir ko- und kontravariante Momentenaufbrin-
gung bei einer Zeitschrittweite von At = 1- 1072 Hierbei wird jeweils auf beide Kérper
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das gleiche raumfeste Drehmoment mit unterschiedlichem Vorzeichen aufgebracht. Wie
aus der linken Abbildung deutlich zu erkennen ist, &ndert sich das Drehmoment des Ge-
samtsystems bei der kovarianten Momentenaufbringung erheblich. Bei der kontravarianten
Momentenaufbringung bleibt das Gesamtmoment nach der kurzen Beschleunigungsphase
durch eine externe Kraft erhalten.

Drehimpuls Kinetische Energie
0,2 ‘ ‘ 300 . S ‘
— L ——klassische Augmentierung
—— Ly —— variable Augmentjierung
---L,
_________________________________ 2007
:
~ O,OQ( LS
100}
-0,2 ‘ ‘ ‘ ‘ 0

T00 200 40 60 80 100 00 20 40 . 60 80 100

Abbildung 5.15: Verdrehprisma — Drehimpulsbilanz (links) und Energiever-
lauf (rechts): augmentierte Momentenaufbringung, variable
und klassische Augmentierung

Der gleiche Test mit einer Drehmomentaufbringung mittels klassischer (,,aug,kl“ nach Glei-
chung (5.31) aus Kapitel 5.3) oder variabler Augmentierung (,,aug,A“ nach Gleichung
(5.39) aus dem gleichen Kapitel) spiegelt immer die korrekte Erhaltung des Gesamtdrehim-
pulses wider (siehe Abbildung 5.15 links). Wie in Abbildung 5.15 rechts allerdings deutlich
zu erkennen ist, gilt diese Erhaltungseigenschaft selbst dann, wenn aufgrund der oben-
genannten Problematik die Aufbringung des Drehmoments plétzlich ein komplett unphy-
sikalisches Verhalten annimmt und die Beschleunigung die falsche Richtung erfahrt. Die
variable Augmentierung hingegen vermeidet diese Problematik aufgrund ihrer Konstruk-
tion, da ihre undefinierten Winkellagen nur in Abhéngigkeit von der Winkelénderung pro
Zeitschritt und nicht von bestimmten absoluten Winkellagen sind.

Es zeigt sich, daf bei einer naiven Aufbringung von Momenten zwischen zwei Starrkérpern
sich kleine Inkonsistenzen derart auswirken kénnen, daf§ globale Bewegungsgrofien vollig
unphysikalische Veranderungen erfahren. Nichtsdestotrotz lassen sich diese Erhaltungsei-
genschaften ohne grofie Annahmen durch eine konsistente Formulierung wieder erzielen.
Insbesondere im Bereich der augmentierten Koordinaten zeigt sich allerdings auch, daf ei-
ne Erfiillung aller Erhaltungseigenschaften nicht unbedingt mit physikalischem Verhalten
einhergeht.

Fir die direkte Aufbringung von Momenten in der Direktorformulierung erweist sich die
kontravariante Momentungaufbringung am vorteilhaftesten, da sie zum einen selbst grofie
Zeitschrittweiten ohne unphysikalisches Verhalten meistert, zum anderen aber auch bei
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Einzelkorpern (ohne explizit vorhandenes Gelenk) funktioniert. Die augmentierten Frei-
heitsgrade kénnen ihre Vorteile dann ausspielen, wenn es darum geht, Winkelmafle als
gesteuerte Freiheitsgrade einzufiithren.
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6 Hoherdimensionale Gelenke und
Verbindungen

Starrkorper Balken Balken Schalen
(transversal) (longitudinal)

Starrkorper | Einfache Gelenke
(Kapitel 5)

Balken Einfache Gelenke | Einfache Gelenke
(transversal) (Kapitel 5) (Kapitel 5)
Balken z. B. Seilfiihrungen Anwendung
(longitudinal) (nicht im Rahmen der Arbeit) unbekannt
Schalen Starrkorper-Schale-Verbindung SchalejBalken— Scha.l o
(Kapitel 6.1) Verbindung verschneidungen
’ (Kapitel 6.4) |(Kapitel 6.2 u. 6.3)

Abbildung 6.1: Systematik der holonomen Gelenke und Verbindungen fiir
flexible Mehrkorpersysteme

Wurden im vorherigen Kapitel Verbindungen zwischen Starrkérpern behandelt, widmet
sich dieses Kapitel Verbindungen mit Balken und Schalen im Rahmen der flexiblen Mehr-
korpersystematik. Fiir eine systematische Betrachtung bietet es sich an, die Dimension der
Verbindungen als Sortierkriterium zu verwenden (siche Abbildung 6.1).

Bei den Gelenken aus Kapitel 5 handelt es sich um nulldimensionale Verbindungen zwischen
von der kinematischen Betrachtung her punktformigen Koérpern. In diese Kategorie fallen
Starrkorper, aber auch lokale Verbindungen zu Balkenknoten, da — wie schon in Kapitel 3.2
erwahnt wird und in Abbildung 3.4 illustriert ist — die Kinematik eines einzelnen Knotens
des semidiskreten Balkens der eines Starrkoérpers entspricht. In Abbildung 6.1 wird diese
Art der Verbindung als ,transversale Balkenverbindung® bezeichnet. Wie die Ubersicht in
Kapitel 5 zeigt, gibt es vielfaltige Kinematiken punktférmiger Verbindungen.

Im folgenden Kapitel geht es um linienférmige Verbindungen. Unter linienférmige Verbin-
dungen fallen alle Verbindungen von Schalenrdandern und nicht-lokale, also longitudina-
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le Balkenverbindungen (siehe Abbildung 6.2). Behandelt werden Schalenverschneidungen
(Kapitel 6.2), Schale-Starrkérper-Verbindungen (Kapitel 6.1) und Schale-Balken-Verbin-
dungen (Kapitel 6.4). Nicht behandelt werden longitudinale Balkengelenke, d.h. prismati-
sche, zylindrische oder schraubenartige Gelenke entlang der Balkenachse.

& ¢

Abbildung 6.2: Transversale (links) und longitudinale (rechts) Balkenverbin-
dung

6.1 Schale-Starrkorper-Verbindungen

Abbildung 6.3: Starrkérper-Schale-Kopplung

Folgend wird die starre Verbindung zwischen Starrkérpern aus Kapitel 2 und einer se-
midiskreten Schale aus Kapitel 4 behandelt (siehe Abbildung 6.3). Es handelt sich dabei
um eine geringfiigige Weiterentwicklung der Methode aus Betsch & Sanger [BS09b|. Die
zugrundeliegende Starrkorperformulierung verfiigt bekannterweise iiber zwolf redundante
Freiheitsgrade und sechs interne Zwangsbedingungen. Der Konfigurationsvektor des freien
Starrkorpers und die internen Zwangsbedingungen lauten geméafi der Gleichungen (2.4)
und (2.16):

Sd, - d; — 1]
SSO Sd2 5 Sd2 -1
*d Sy - 5y — 1
=g | wmd  Se= N (6.1)
d; d, - ds
I Sd1 . Sd2 |
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(Hinweis: In Kapitel 2 sind GroBen des Starrkorpers mit dem Index ()5 versehen, was
in diesem Abschnitt zugunsten der Lesbarkeit als 5(e) abgekiirzt wird.)

Betrachtet wird ein reprasentativer mit dem Starrkérper zu verkniipfener Schalenknoten A
(sieche Abbildung 6.3). Der Knotenkonfigurationsvektor und die zugehorige interne Zwangs-
bedingung lauten:

1
Aq = |:AS0:| und A(I) = 5 (Ad . Ad — 1) . (62)

(Auf einen die Schale als solches identifizierenden Index wird an dieser Stelle verzichtet, da
hier keine Verwechselungsgefahr besteht.) Am Schalenknoten wird ein korperfestes Drei-

bein eingefithrt mit:
ady, =°Ra, (6.3)

fir @ = 1,2 mit den konstanten Paramterern a, und SR = [5d; 5d, d;] € SO(3). Das
Dreibein wird in der Referenzkonfiguration %, eingefiihrt mit:

n;, = (d X Sdi)%0
i = <z e {1,2,3) ' Im| = max(|nal, [, |n3|))

D M

(di) g, =

(d2) 4,

Damit lassen sich die konstanten Parameter a,, aus der Referenzkonfiguration geradeheraus
bestimmen als:

(6.4)

7]

(d X dl)ﬁo

llo

a, = ("R"d,) (6.5)

und die starre Verbindung von Schale und Starrkoérper kann durch die finf folgenden
Zwangsbedingungen erreicht werden:

Bo )

o] S~ X,
o] S, X,
55 = lap — %] - 5ds — X3 (6.6)
Ad . SR a
Ad . SR as

mit den aus der Referenzkonfiguration zu bestimmenden Konstanten X;. Die 18 betroffenen

Freiheitsgrade
S-S Aq
= 6.7
- 6.7)
unterliegen dann sieben internen Zwangsbedingungen und fiinf Kopplungszwangsbedin-
gungen, wodurch die sechs unabhéngigen Freiheitsgrade der Starrkorperbewegung verblei-
ben. So konnen beispielsweise die Koordinaten der Schalenknoten sq vollsténdig durch die
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Starrkorperkoordinaten beschrieben werden:

ap ="p+ X',

—i S (68)
Ad =a dl

mit @ = (*RT 4d) 2, ind a' = a - e;. Die kinematische Beziehung (6.8) erfiillt dabei so-

wohl die Zwangsbedingungen (6.6) als auch die internen Zwangsbedingungen in Gleichung

(6.2).

6.2 Schalenverschneidungen mit konformen Netzen

Schalenverschneidungen werden hier als aus mehreren glatten Schalen bestehende Mehr-
korpersysteme betrachtet. Die Formulierung von Schalenverschneidungen féllt zunachst
thematisch nicht augenscheinlich unter die Einbindung von Schalenkomponenten in die
Systematik flexibler Mehrkorpersysteme, ein Vorteil dieser Sichtweise liegt allerdings da-
rin, daf} sich zum einen die Formulierung von Schalenverschneidungen hervorragend in die
entwickelte Systematik integrieren lafit und zum anderen die Erweiterung von Schalen-
verschneidungen auf nicht-konforme Vernetzung nahezu geradlinig daraus entwickelbar ist
(siehe Kapitel 6.3).

Der Einfachheit halber wird zunéachst die Verbindung nur zweier glatter Schalen mit kor-
respondierenden Knoten zu einer Schalenverschneidung betrachtet (sieche Abbildung 6.4).
Ahnlich den vorherigen Arbeiten Hughes & Liu [HL81], Stanley, Park & Hughes [SPHS6]
und Simo [Sim93| wird eine starre Verbindung vorausgesetzt. Die hier dargestellte knoten-
weise Formulierung von Schalenverschneidungen als Zwangsbedingung zweier konformer
Schalennetze wurde bereits in Sanger & Betsch [SB09| veroffentlicht, wird hier aber wieder
aufgegriffen, um die Notation einzufithren.

Abbildung 6.4: Schalenverschneidung — Zwei glatte Schalen (links) werden
zu einer Schalenverschneidung (rechts) zusammengefiigt.



6 Hoherdimensionale Gelenke und Verbindungen 95

Gegeben seien zwei glatte Schalen 'Q und "), dargestellt durch die zugehdrigen Positions-

und Direktorfelder % und 'd sowie " und "d mit
‘= {{l,d} : " QCR* > R® x 5%} (6.9)
wobei die Gebiete Q) jeweils durch die Gebietsgrenzen ‘02 begrenzt sind.

Die Gebietsgrenzen setzen sich wiederum aus Dirichlet-Réndern ‘0Qp, Neumann-Réndern
00y und den Schalenverschneidungen 0, die im weiteren als , Kopplungsrinder® be-
zeichnet werden, zusammen:

90 =190 U0y U090 . (6.10)

Dabei zeichnet sich der Kopplungsrand ‘0Q¢ dadurch aus, dafl dieser Rand den Gebieten
0 und "Q gemeinsam ist:

1000 = "000 = 0Q¢
e C 1o (6.11)
0 C Mo
Seien A und "A zwei korrespondierende Knoten (siehe Abbildung 6.4) auf der Schalenver-

schneidung 9Q¢ mit den Knotenkoordinaten jq = { i, id} und "iq = {ip,id}. Es gelte
die folgende Knotenzwangsbedingung der Schalenverschneidung;:

I I
_ AP — AP
a® = led Od — cos ao} ' (6.12)

Dabei bezeichnet aq den konstanten Winkel zwischen (d und id, der durch die Referenz-
konfiguration %, wie folgt gegeben ist:

cosag = sdy - idy . (6.13)

Damit 18t sich Gleichung (6.12) auch schreiben zu:
=, APTAP . (6.14)

Gleichung (6.14) fiigt den internen Einheitslingenzwangsbedingungen jeweils auf id und
1d eine weitere Zwangsbedingung hinzu. Damit sind die sechs Komponenten von }d und
d insgesamt drei Zwangsbedingungen unterworfen, womit drei Rotationsfreiheitsgrade
verbleiben.

Bei einer konformen Vernetzung ist die Zwangsbedingung 4® in der Referenzkonfiguration
P, grundsitzlich erfiillt. Sie beeinflufit damit die Erhaltungseigenschaften eines Einschritt-
verfahrens nicht.
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6.3 Schalenverschneidungen mit inkonformen Netzen

Im folgenden wird eine Erweiterung der Schalenverschneidung auf nichtkonforme Netze vor-
gestellt. Sie beruht dabei auf der Systematik der ,Mortar“-Methoden (siehe z. B. Hesch &
Betsch [HB10]). Im Gegensatz zur knotenweisen Betrachtungsweise im vorherigen Kapitel
erfolgt eine zunéchst kontinuierliche und dann diskrete Betrachtungsweise des kompletten
Kopplungsrandes 0€)¢.

Abbildung 6.5: Schalenverschneidung bei kontinuierlicher Betrachtungswei-
se: Die Gebiete 'Q und ") bertihren sich in 0Qc.

6.3.1 Kontinuierliche Betrachtung

Zwei beliebige, glatte Schalen bertihren sich im Kopplungsrand 0€2¢ (siche Abbildung 6.5).
In den jeweiligen Gebieten 'Q und MQ liegen die Positions- und Direktorfelder Y =

Yo(1,%,) und 'd = 'd (%, %) baw. Yy = Tp(Y 1) und Ud = Yd(1%;, 1%,) im allgemeinen
in Abhingigkeit von lokalen konvektiven Koordinaten %;,%, bzw. 1%, %, vor.

Es wird eine skalare, konvektive Koordinate S entlang des Kopplungsrandes 0€)¢ (siehe
Abbildung 6.5) eingefiihrt, so dafl gilt:
o ="p(5) 'd=14d(9)

11 11 11 1L <615)
p="p(S) "d="d(5)

Die direkte Anwendung der Knotenzwangsbedingungen aus Gleichung (6.12) auf den kon-
tinuierlichen Fall lautet:

®(5) = Id(S)I-ISIOIEiS(g)_ —22520(5) =0 (6.16)
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In Hesch & Betsch [HB10] wird jedoch nachgewiesen, daf die Zwangsbedingung M (S) —
k5(9) im raumlich-diskreten Fall nicht rotationsinvariant ist und damit die Drehimpulser-
haltung der Einschrittverfahren verletzt. Es wird daher im folgenden eine neue Zwangsbe-
dingung ®(5) im konvektiven System entwickelt.

Gegeben seien die oben erwihnten Positionsfelder %p(S) und ™p(S) und die Direktorfelder
1d(S) und "d(9). Im folgenden wird das Gebiet 12 als master-Seite und das Gebiet Q) als

slave-Seite bezeichnet.

Auf der master-Seite wird ein nicht-normierter Tangentialvektor '¢(S) eingefiihrt mit:

14(S) = 81“;(?5 ) (6.17)

Ebenso wird auf der master-Seite ein nicht-normierter ,, Normalen“vektor 'n(S) eingefiihrt
mit:

In(S) ="¢(S) x 'd(S) (6.18)
(Aufgrund der Schalenkinematik gilt |'d(S)| = 1, allerdings gilt im allgemeinen |'¢(S)| #
‘In(S) , da nur in der Referenzkonfiguration %, gilt: ¢ ¢ 1 d).

Mit den genannten Feldgrofen 18t sich ein konvektives Abstandsmafl a = [al as CL3:|T

einfihren mit:
o(S) +(S) ai(S) + 'd(S) as(S) + 't(S) as(S) —"p(S)=0 .  (6.19)

Aus der Referenzkonfiguration 2, lafit sich die konstante Abstandsfunktion a(S) bestim-
men:

[n6(S) 'do(S) "ta(S)] a(S) =5 () —o(S) (6.20)

Damit 148t sich eine rotationsinvariante kontinuierliche Zwangsbedingung fiir Schalenver-
schneidungen formulieren:

B(5) = [P+ [1s(5) x )] a1 +1(S) a2 +Tp 5(S) a5 - %(S)} _ @T — 0
d(S) - Ud(S) —dy(S) - Udy(S) P '
(6.21)
Eine Einforderung der Zwangsbedingung in Gleichung 6.21 mit (kontinuierlichen) lagran-
geschen Multiplikatoren A fithrt zu dem folgenden Lagrange-Funktional L:

L(9),d(S), "p(S),"d(5), A(5)) = /A(S) - ®(5) dS

(6.22)
= [ Ix5(5)- #%(5) + X(5) - 2(5)] a8

Qc
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Durch Integration iiber das Kopplungsgebiet 0€)¢ und Variation der Parameter ergibt sich
die folgende Variationsformulierung der Schalenverschneidungszwangsbedingung;:

G¢ = /cW’(S) {p(8) + @ls(S) x 'd(S) ar +'d(S) as + @l5(S) as — Yp(S) }
+AP(S) - {0%(S) +Yp 5(S) x 6d(S) ar + 8% 5(5) x d(S) ax
+6'd(S) az + 6’5 (S) az — 6"p(S) }
+0XY(S) {1d(S) - "d(S) — 'do(S) - "do(5)}
+6'd(S) - "d(S) A4(S) + 6"d(S) - 'd(S) AY(S) dS . (6.23)

Mit Erhaltungseigenschaften der kontinuierlichen Schalenverschneidungszwangsbedingung
beschaftigt sich Anhang E.1.

6.3.2 Betrachtung der diskreten Schalenverschneidung

Abbildung 6.6: Schalenverschneidung bei zwei inkonformen Netzen (links).
Die Schalenverschneidungen sind mit linearen Elementen
eingebettet in R? diskretisiert (rechts).

Die beiden Gebiete 'Q und Q) sind in der Regel unterschiedlich diskretisiert (siche Abbil-
dung 6.6). Im diskreten Fall gilt im allgemeinen:

10Qc #%"00¢ . (6.24)

Die Konfiguration der Kopplungsrinder ‘@ = {{p,d} : '?0Qc C R — R3 x 52} liegt daher
auf der master-Seite I und der slave-Seite II aufgrund der unterschiedlichen Vernetzung der
Flichenelemente auch an den eindimensionalen Randelementen € R3 mit unterschiedlichen
Formfunktionen vor:

VS =Wi(S) ke (") = "Wi("S) e

Idh(IS) =W;('s) d Hdh(HS) — I\ (L5) g (6.25)
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Es gibt keinerlei Einschrénkungen auf den Grad der Ansatzfunktionen. So kénnen durchaus
IV und "W unterschiedliche Ansatzgrade aufweisen.

Der lagrangesche Multiplikator A wird konsistent mit den Formfunktionen der master-Seite
approximiert:

A=) N . (6.26)

Fernerhin sind — aufgrund der Schalenformulierung gemafl dem Bubnov-Galerkin-Verfah-
ren — die Testfunktionen der Freiheitsgrade ohnehin schon konsistent mit den jeweiligen
Freiheitsgraden approximiert:

b (5) = Wi(S) I 5t (lS) = "Wi(S) Ty

(6.27)
I(sdh (Is) _ IM(Is) 16(1 H(sdh (Hs) _ IWZ_(Hs) IZI(Sd ’
was auch fiir die lagrangeschen Multiplikatoren gilt
A" =W (19)on . (6.28)

Die Auswertung der diskreten Form der schwachen Form in Gleichung (6.23) mufl segment-
weise erfolgen.

6.3.3 Segmentierung

Uber die Segmentierung von eindimensionalen Gebieten, eingebettet in R3, ist in der ein-
schlagigen Literatur nur wenig bekannt. In Konyukhov & Schweizerhof [KS08] wird ein
Verfahren fiir den Kontakt von Balken erwahnt, nicht aber die tatséachliche Segmentierung.
Deshalb wird an dieser Stelle ein Verfahren entwickelt. Hierbei wird sich an Papadopoulos
& Taylor [PT92] orientiert.

Grobsuche

Die Grobsuche dient der Bestimmung der Menge P der Elementpaarungen auf master-
und slave-Seite, die maglicherweise ein giiltiges Segment erzeugen, d.h. es diirfen durchaus
Paarungen gefunden werden, die kein giiltiges Segment bilden, aber alle Paarungen, die ein
Segment bilden, miissen gefunden werden. Aus der einschlégigen Literatur zur Program-
mierung von Videospielen ist zur Kollisionserkennung das Konzept der bounding boxes
bekannt, das hier eingesetzt wird.

Sei 'E ein beliebiges Randelement auf der master-Seite mit den approximierten Positions-
freiheitsgraden %! und dem Elementgebiet '0Q¢p:

I(P%GS) = I./\/’EZI(PEZ fllI' IS € IaQCE (629)

mit ¢ € {Elementknoten}.
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Abbildung 6.7: Grobsuche von Elementpaarungen — Erzeugung der boun-
ding box um das master-Element 'E (links) und Uberprii-
fung, ob das slave-Element "E ein potenzieller Paarungs-
partner ist (rechts)

Sei analog "E ein beliebiges Randelement auf der slave-Seite mit den approximierten Po-
sitionsfreiheitsgraden Mo und dem Elementgebiet “10Qcp:

Toh (MS) ="Wg; "op; fiir U5 e ocr (6.30)

Bei der Suche nach Elementpaarungen wird von folgender Voraussetzung ausgegangen:
,Bei einer Gebietszerlequng ist der Abstand zweier korrespondierender Elemente auf ge-
gentiberliegenden Seiten maximal €p.“

Um jedes master-Element 'F wird eine sogenannte bounding box mit den Grenzen ¢z ..,
und @ ... erzeugt (sieche Abbildung 6.7):

3
PEmin — Z (min (ISOEz‘ ’ ej) - EBB) €;
j=1
3
PEmax = Z (max (p; - €;) +cnn) €

j=1

V i € {Elementknoten } (6.31)

mit der skalaren Toleranz egg > ¢3.
Existiert in einem beliebigen slave-Element "E mindestens ein beliebiges 1S € "0Q¢, so
daB
PEmin = HS"Eh(HS) < P max , (6.32)
so gilt fiir die Paarung [IE, HE}
'E"EleP . (6.33)
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Andernfalls gilt:
'E"E] ¢P . (6.34)

Damit resultiert aus der Grobsuche eine Menge P aus allen Elementpaarungen [IE,HE]
maoglicherweise gegeniiberliegender Elemente.

Segmentierung

I%%) 1T
El l HaQE2 Hang3 8QC
|
| IaQE1A||. ." .I I?QEz'l \ l IaQE3 HO
—" +o— —— e |
\ 69(251 (é;(l;} éangS / é?()s4 69S255

Abbildung 6.8: Segmentierung

Die Schalenverschneidungszwangsbedingung Gleichung (6.23) ist ein Integral tiber das ein-
dimensionale Kopplungsgebiet 0€)¢:

/f(S) aS=0 . (6.35)
¢

Fir die konkrete Auswertung des Integrals in der Gebietszerlegung wird das Integral in
einzelne Segmente s zerlegt:

/f(S) ds=>)" / f(S)ds . (6.36)
¢ 5 0c s

Dabei besteht jedes Segment s aus genau einem Element 'E auf der master-Seite und einem
Element 'F auf der slave-Seite (siehe Abbildung 6.8).

Damit gehoren zu einem Segment die lokalen Formfunktionen zu jeweils einem Element
auf der master-Seite Wg;(19) und der slave-Seite "g;(11S), so daB gilt:

[ s = [ 709, W) as

00c s 00c s

- / f (We: (18) "W (U5('9))) ds

0Nc s

(6.37)

Fiir die Segmentbildung ist eine Projektion des slave-Elements auf das master-Element
notwendig. Fiir den Projektionspunkt "g; des Knotens der slave-Seite mit dem Ortsvektor
Upp: gilt (siehe Abbildung 6.9):

}Né'j(HgEl) ISOEj - HSOEz" = min (’NJIEJ(Q ISOE]' - HSOEz'D ) (6.38)
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Abbildung 6.9: Segmentierung — Projektion (links) und Segmentbildung
(rechts) am Beispiel von quadratischen Elementen

wonach sdmtliche Nullstellen der Gleichung
(NJIEj,g(HfEi) IS"Ej) : (NJIEJ‘(H Ei) IS"Ej - II¢E’i) =0 (6.39)
giiltige Projektionen von e, auf das Gebiet 0y sind.

Damit sind in jedem Segment s die globalen Koordinaten der master-Seite ‘p;,'d; mit
i € s und die globalen Koordinaten der slave-Seite Yp,, !d; mit i € s bekannt. Es folgt die
Integration tiiber die Segmente.

6.4 Schale-Balken-Verbindungen

Abbildung 6.10: Schale-Balken-Verbindung

Bei der hier betracheten Schalen-Balken-Verbindung handelt es sich um die starre Verbin-
dung eines Schalenrandes mit einem Balken entlang dessen Léngsachse (sieche Abbildung
6.10). Dieser Fall beinhaltet die Kinematik eines Drehgelenks um den Schalenrand durch
Nicht-Einforderung der folgenden Direktorzwangsbedingung. Der Fall der Verbinung einer
Schale an einen lokalen Balkenknoten dagegen wird durch die Schale-Starrkérper-Verbin-
dung in Abschnitt 6.1 abgedeckt. Nicht behandelt wird der Fall einer Verschieblichkeit
entlang der Balkenachse.

Kinematisch betrachtet ist die hier vorgestellte Schale-Balken-Verbindung eine raumlich
kontinuierliche vereinfachte Version der Schale-Starrkérper-Verbindung aus Abschnitt 6.1.
Gegeben ist wieder der Kopplungsrand 0€)c, der zwei zusammengehorigen Gebiete der
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Schale 89 und des Balken B¢ verbindet. Praktischerweise verfiigt der Balken schon iiber
eine konvektive Koordinate S entlang der Balkenachse. Die Koordinaten des Schalenrandes
S00¢ sind dann
o = Sp(S) Sd = Sd(s) (6.40)
und die des Balkens
Bp = B(S) B, = Bdy(S) (6.41)

fir i = 1,2, 3. Aus diesen Groflen 148t sich wieder ein konvektives Abstandsmafl a € R?
einfithren mit:

Po(9) + "R(S) a(S) = "o (S) = 0 (6.42)

mit PR = [Pd; Bd, Bds]. Die konstante Abstandfunktion a(S) 148t sich wieder iiber die
Referenzkonfiguration %, bestimmen. Fernerhin wird eine korperfeste Normalenfunktion
n(S) € R? eingefiihrt mit:

n(S,t) = PR(S,t) b(S) (6.43)

mit der konstanten Funktion b(S) € R? und definiert iiber die Referenzkonfiguration mit
n(S,t =ty) = °d(S,t = to) x Bds(S,t =1,) . (6.44)
Damit lautet die Zwangsbedingung fiir eine Schalen-Balken-Verbindung:

Bp(S,t) + BR(S,t) a(S) — Sp(S,1)

®(5) = Sd(S,1) - PR(S, ) b(S)

(6.45)

Sie kann entweder knotenweise wie in Kapitel 6.2 oder kontinuierlich in einer schwachen
Form wie in Kapitel 6.3 eingefordert werden.

6.5 Beispiel: Doppelkegel

Abbildung 6.11: Doppelkegel — Vernetzung mit zweimal 16 x 3 Schalenele-
menten (links) bzw. 17x3 Schalenelementen vorn und 16x3
Schalenelementen hinten (rechts)
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Das folgende Beispiel des sogenannten ,,Doppelkegels® (sieche Abbildung 6.11) ist eine Kon-
zeptstudie fiir die Implementierung von Schalenverschneidungen. Es handelt sich um eine
Adaption des freischwebenden Zylinders aus Kapitel 4.4, der durch Verengung eines Durch-
messers von 7,5 auf 6,5 aber ansonsten gleichen Parametern in einen offenen Kegelstumpf
umgewandelt wird. Zwei Mantelfichen jeweils eines Kegelstumpfes sind kantenweise zu-
sammengefiigt und bilden eine umlaufende Schalenverschneidung, die im konformen Fall
mit der Methodik aus Abschnitt 6.2 auf Seite 94 und im nicht-konformen Fall mit der Mor-
tar-dhnlichen Methodik aus Kapitel 6.3 realisiert wird. Ein Punkt wird als Dirichlet-Rand
festgehalten und das System aus einer instabilen Lage unter Gravitationseinflul losgelas-
sen.

Abbildung 6.12: Doppelkegel — Darstellung der Bewegung: Die Konfigura-
tionen des Doppelkegels mit konformer Vernetzung (weif3)
und inkonformer Vernetzung (dunkel) sind sich gegenseitig
durchdringend dargestellt.

Abbildung 6.12 zeigt Bewegungsabbildungen des vorgestellten Systems. Beide Varianten
des Modellproblems sind einander durchdringend dargestellt. Wie in der Abbildung zu er-
kennen ist, sind die mit den beiden Methoden erzielbaren Ergebnisse trotz der recht groben
Diskretisierung sehr gut vergleichbar und keinerlei kiinstliche Versteifungseffekte durch die
nichtkonformen Schalenverschneidungen erkennbar. Ebenso ist bei beiden Methoden bei
Verwendung des BEM-Verfahrens aus Kapitel 1.4 die Energie- und Drehimpulskonsistenz
gewéhrleistet (siehe Abbildung 6.13 fiir eine Zeitschrittweite von At = 0,05).
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Abbildung 6.13: Doppelkegel — Energie- (links) und Drehimpulsverlauf
6.6 Beispiel: Doppel-T

Das folgende Beispiel illustriert zum einen die Einbettung von Schalenverschneidunggen
als Zwangsbedingungen fiir die Modellierung von Schalen im Rahmen flexibler Mehrkor-
persysteme, ist zum anderen aber auch von Chroéscielewski & Witkowski [CW10] als bench-
mark-Problem fiir die Modellierung flexibler Schalendynamik vorgeschlagen, da es schon
in anderen Verdffentlichungen vorher (siehe z. B. Miehe & Schréder [MS01] und Simo &
Tarnow [ST94|) verwendet wurde.

Eine Behandlung dieses Modellproblems in Hinblick auf energieerhaltende Zeitschrittver-
fahren im Vergleich zu variationellen Integratoren wurde bereits in Betsch et alii [BHSU10]
veroffentlicht, hier folgen einige Betrachtungen iiber die Eignung dieses Modellproblems als
benchmark, insbesondere in Bezug auf die Starrkorperlosung.

Es handelt sich um ein System aus starr verbundenen ebenen Schalen (siehe Abbildung
6.14), das sich frei von Gravitationseinflu} und Randbedingungen im Raum bewegt. Die
obere Platte und der Steg sind mit jeweils 6 x 12 bilinearen Schalenelementen diskretisiert,
die untere Platte mit 6 x 18. Vier zeitabhéngige, richtungstreue Linienlasten P; greifen an
den Kanten A-D an mit:

P, =p(t) P, (6.46)

und dem zeitlichen Verlauf p(¢) gemafi Abbildung 6.14. Da fiir Zeitrdume ¢ > 1 keine
externen Lasten an dem System angreifen, erscheint dieser benchmark insbesondere fiir
die Betrachtung des Enegie- und Drehimpulsverlaufs geeignet.

In Chroéscielewski & Witkowski [CW10] wird dieser benchmark insbesondere auf die Ge-
samtenergie Fges des dynamischen Systems als skalare Vergleichsgrofie untersucht, die sich
in verschiedenen Veroffentlichungen (s.o.) deutlich unterscheidet. Als untere Grenze wird
die Bewegung des Starrkorpers zugrundegelegt, was in Eges = 19,70 (respektive 19,65696,
laut [CW10] 19,6069) resultiert.
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E = 2-107
v = 0,25
p =1
h = 0,02
- o
Ph=| 0| Bi=|-4
__2_ - 2_
[ 1] [10
P=|-1 B=| 6
__1_ .__1_
1t fir 0<t<3
pt) =49 $(1—t) fir F<t<1
0 fir ¢t>1

Abbildung 6.14: Doppel-T-Trdger — Geometrische Abmessungen, Lasten
und Materialparameter

Das System wird hier als Mehrkoérpersystem, bestehend aus drei Schalen (siehe Abschnitt
6.2), betrachtet. Gemafi Gleichung (6.12) werden den auf den Verbindungsstellen liegen-
den korrespondierenden Knoten die Direktorzwangsbedingungen id - id = 0 zugeordnet,
wahrend anstelle der ersten Zeile von Gleichung (6.12) ein Standard-Finite-Elemente-Zu-

sammenbau der Verschiebungsfreiheitsgrade zur Einforderung der Gleichheitszwangsbe-
dingungen stattfindet.

Das semidiskrete System besteht aus 301 Knoten, von denen 14 auf Schalenverschneidun-
gen liegen. Damit besteht die rotationsfreie Schalenformulierung mit Verschneidungen aus
1848 redundanten Koordinaten und insgesamt 329 Zwangsbedingungen. Das BEM-Verfah-

ren verfiigt also tiber 2177 Unbekannte, warend das REM-Verfahren auf 1519 Unbekannte
kommt.
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Abbildung 6.15: Doppel-T — Momentaufnahmen der Bewegung
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Die Bewegung des Doppel-Ts ist in Abbildung 6.15 durch einige Momentaufnahmen ab-
gebildet, Abbildung 6.16 zeigt, dafl das BEM-Verfahren tatséchlich die Erhaltungsgrofien
fiir jede Schrittweite erhalt.

80 .
60} Bes ! b
L,
K 40¢ ] N 0
Epot
20} L,
-25¢
09 5 10 0 5 10
t time

Abbildung 6.16: Doppel-T — Gesamtenergie und -Drehimpuls (At = 0,001)

Fiir die flexible Struktur (£ = 2-107) ergeben sich in Chréscielewski & Witkowski [CW10),
je nach geometrischer Diskretisierung, Gesamtenergien zwischen 59,26 und 59,51 bei t =
1,0; mit den hier vorliegenden Elementen ergibt sich Fyes = 59,19.
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Abbildung 6.17: Doppel-T-Trédger — Untersuchung des Energieverlaufs Fgeg
bei Variation des Elastizitatsmoduls E, At = 1072

Eine Erhohung der Schalensteifigkeit unter Beibehaltung aller tibrigen Parameter muf
gegen die Starrkorperlosung konvergieren. Fiir diese Untersuchung wird der Elastizitats-
modul F schrittweise um den Faktor s erhoht, so dafl — abweichend von den Parametern
in Abbildung 6.14 — gilt:
Ey=2-10"
6.47
E = S - EO ( )
Abbildung 6.17 zeigt, dafi die vorhandene Schalenformulierung bei Erhohung der Steifig-
keitseigenschaften gegen die Starrkorperlésung konvergiert. Bei s = 10% betragt die relative
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Abweichung zur Starrkorperlésung zum Zeitpunkt ¢ = 1 noch weniger als 1074, Die Konver-
genz eines Mehrkorpersystems bestehend aus Balken und Starrkérpern nach den Kapiteln
2 und 3 gegen die Starrkorperlosung bei Erhohung der Steifigkeit wurde schon in Sanger
& Betsch [SB07] untersucht.
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7 Systematik hybrider
Mehrkorpersysteme

)
//e e

Abbildung 7.1: Komponenten eines hybriden Mehrkorpersystems

In den vorherigen Kapiteln wurden vornehmlich Strukturelemente teils vorgestellt, teils
entwickelt. Zu diesen Strukturelementen zahlten:

o Starrkorper (Kapitel 2),

 Simo-Reissner-Balken (Kapitel 3),

 Reissner-Mindlin-Schalen (Kapitel 4) und

 null- und eindimensionale Gelenkverbindungen (Kapitel und 5 und 6).

Alle vorgestellten Strukturelemente basieren auf dhnlichen rotationsfreien Kinematiken,
der sogenannten ,Direktorformulierung®, als Starrkérperformulierung ein Speziallfall der
sogenannten ,mnatiirlichen Koordinaten“. ,Strukturelemente* im engeren Sinn sind nur
Starrkorper, Balken- und Schalenelemente, die erst durch Einbeziehung von Gelenken zu
Mehrkorpersystemen werden. Der Begriff | Gelenke® umfafit in diesem Rahmen sowohl ex-
plizit durch Zwangsbedingungen eingeforderte Verbindungen — wie in den Kapiteln 5 und
6 behandelt — als auch solche, die durch einen Finite-Elemente-Zusammenbau eingefordert
werden. Damit ergibt sich von der logischen Struktur die in Abbildung 7.1 dargestellte
Systematik fiir flexible Mehrkorperprobleme.

Es wird eine Systematik fiir die Entwicklung von Mehrkorpersystemen auf Basis der Di-
rektorformulierung vorgestellt.
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7.1 Parametrierung von Strukturelementen iiber
FE-Netze
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Abbildung 7.2: Parametrierung von Strukturelementen — Starrkérper aus ei-
nem FE-Netz

Die korrekte Parametrierung von Starrkérpern und Strukturelementen, insbesondere Bal-
kenelementen, erscheint auf theoretischer Ebene einfach, ja geradezu banal zu sein. Die
Parameter eines Starrkorpers beschranken sich neben der Positionierung auf Masse, sta-
tisches Moment und den Trigheitstensor. Die genaue Masseverteilung und andere Pa-
rameter sind flir die Simulation nicht von Belang. Nicht viel aufwendiger erscheint die
Parametrierung von Balken zu sein: Neben der Skelettlinie werden die Querschnittsgrofien
wie Querschnittsfliche, statisches Moment, Flachentragheitstensor, Widerstandsmomente
und Tragheitsmomente benotigt — eine tiberschaubare Anzahl von Parametern, die sich aus
den geometrischen- und den Materialeigenschaften eines CAD-Modells miihelos bestimmen
lassen.

Kommerzielle MKS- oder FE-Programme haben meist eigene rudimentére CAD-Funktio-
nen und Schnittstellen zu CAD-Systemen. Diese sind vom Hersteller der CAD-Anwendun-
gen oft bereits vorgesehen, oft stammen sie aber auch von Drittanbietern. Sie sind meist
weder offengelegt noch iiberhaupt dokumentiert.

Wissenschaftliche MKS- oder FE-Programme sind meist auf standardisierte Schnittstel-
len angewiesen. Die Tragheitsgrofien werden oft sogar von Hand aus dem CAD-System
ausgelesen, die Oberflaichendaten fiir die Grafikausgabe werden entweder tiber aufwendi-
ge Filter fiir die Austauschformate STEP, VRML oder schlimmstenfalls IGES importiert.
Dann kénnen die Oberflachendaten manchmal fiir die Parametrierung des Volumenkorpers
genutzt werden. Oder die Grafik wird direkt von externen Postprozessoren erledigt. Dann
bleibt dieser Weg verschlossen.

Im folgenden wird eine Moglichkeit vorgestellt, die Tragheits- und Widerstandsgrofien von
Starrkorpern und Balken iiber FE-Netze zu parametrieren. Dieses Vorgehen bietet die
folgenden Vorteile:
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o FE-Netze sind generische geometrische Daten, die leicht zu erzeugen und leicht zu
interpretieren sind.

o Es werden nur geringe Anforderungen an die Giite des Netzes gestellt. Damit steht
eine Vielzahl an Netzgeneratoren zur Verfligung.

e Es lassen sich problemlos sowohl die Daten fiir die Simulationsparameter als auch
fiir die graphische Darstellung extrahieren. Damit ist die Gefahr, inkonsistente Trag-
heitsgrofen zu verwenden, sehr gering.

o Unterschiedliche Dichte- oder Steifigkeitsverteilungen sind kein Problem.

o Ein FE-Simulationsprogramm benotigt ohnehin die Moglichkeit, FE-Netze einzule-
sen. Deshalb ist der zusatzliche Aufwand der Implementierung gering.

Der erste Abschnitt befafit sich mit der Parametrierung von Balkenquerschnitten mittels
2d-FE-Netzen, der zweite Abschnitt mit der Parametrierung von Starrkérpern mit 3d-FE-
Netzen.

7.1.1 Balkenquerschnitte

Wie bereits in Abschnitt 3.1 erwéhnt, werden fiir die komplette Parametrierung des Bal-
kenquerschnitts die Zugsteifigkeit E'A, die Schubsteifigkeit G A, die Biegesteifigkeit FJ, die
Torsionssteifigkeit G'J, die Liniendichte pA, das statische Moment pS und das Fléachentrag-
heitsmoment pJ benotigt. Sie sind im allgemeinen von der Position entlang der konvektiven
Linienkoordinate S abhéngig. Thre Definition findet sich in vielen Mechanik-Lehrbiichern,
z. B. in Gross, Hauger, Wall & Schroder [GHWS09]. Die Methodik der Parametrierung
der Balkenquerschnitte mithilfe von FE-Netzen folgt direkt aus der Definition der Quer-
schnittsgrofien.

Definition der QuerschnittsgroBen und ihre Bestimmung

Die Zugsteifigkeit EA(S), die Schubsteifigkeit GA(S) und die Liniendichte pA(S) sind
gemafl Kapitel 3 definiert als:

BA(S) = / B(X,8)d0  GA(S) = / GIX,9)d0  pA(S) = / (X, S)dQ (7.1)
)

2q(5) Qq(S Qq(S)

mit dem Elastizitatsmodul E, dem Schubmodul G, der Massendichte p und dem Gebiet
der Querschnittsflache €1q. Oft wird in der Literatur die Annahme gemacht, daf§ Dich-
te, Schubmodul oder Elastizitdtsmodul konstant seien — diese Annahme wird hier nicht
gemacht, sondern lediglich, daf§ dieser Verlauf in Balkenquerschnitts- und -langsrichtung
bekannt sei.
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Abbildung 7.3: Parametrierung von Strukturelementen — Balkenquerschnitt
aus FE-Netz

Analog dazu sind die Biegesteifigkeit EJ und das Flachenmassentrigheitsmoment pJ de-
finiert als:

EJ(S) = /E(X, S)[(X - X)L — X ® X]dQ
Qq(5)

pI(S) = / P(X.8) (X X)I,— X © X] O
Qq(5)

mit der Einheitsmatrix I, € R?. Fiir die Torsionssteifigkeit G'J schliellich lautet die Defi-
nition:

(7.2)

GI(S) = / GX.S)X-Xdo (7.3)
Qq(9)

Werden sowohl die Querschnittsgrofien (p, F,G) als auch die Querschnittsgeometrie in
einem isoparametrischen Ansatz mit linearen FE-Formfunktionen interpoliert (vgl. Abbil-
dung 7.3) so ist die Auswertung dieser Integrale im Rahmen der FE-Methodik nur eine
leichte Fingeriibung.

Sind in einem vorliegenden Balken Massen-, Elastizitdtsmodul- und Schubmodulverteilung
proportional, d.h. es gilt:
E(X,5) GX,S)  pX,S5)
= = =d(X,S , 7.4
Eqy Go Po ( ) 74
so lassen sich die Querschnittgrofen aus den Gleichungen (7.1), (7.2) und (7.3) wie folgt
darstellen:

(5)  pAS) =p A(S)  GA(S) = Go A(S) (75)
(S)  pIS)=pI(S)  GJ(S)=Gotr(J(S)) '

b

EA(S)
EJ(S)

Eq
Eq

S]]

mit dem Spuroperator tr(o) und der effektiven Querschnittsfliche A, die hier eingefiihrt
wird als:

A(S) = / d(X, S)d0 (7.6)

Qq(S)
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und dem effektiven Flichentrigheitstensor J, der definiert wird als:

J(S):/d(X,S) (X- X)L - X ®X]dY . (7.7)

Qq(S)

Gleichzeitig wird ein effektives statisches Moment S eingefiihrt als:

S(S) = / d(X,8) X d0 . (7.8)

Qq(5)
Die Lage des Schwerpunkts ¢g ergibt sich bekanntermafen zu

_ 5o

Ps = 1 (7.9)

Die Materialgesetze der Balkenformulierung aus Kapitel 3 basieren auf einer Formulierung
der Steifigkeitseigenschaften beziiglich des Schubmittelpunktes. Nur bei doppelt symme-
trischen Querschnitten stimmt der Schubmittelpunkt mit dem Schwerpunkt tiberein. Bei
allgemeinen Querschnitten — wie bei dem Profil aus Abbildung 7.3 beispielsweise — ist
dessen Lage separat zu bestimmen, was den Rahmen dieser Arbeit iibersteigt, siehe auch
Stickforth [Sti86] und Gruttmann, Wagner & Sauer [GWS97]. Im weiteren erfolgt also die
Beschrankung auf doppelt symmetrische Balkenquerschnitte, fiir andere Balkenquerschnit-
te sei g die Lage des Schubmittelpunkts.

Auf das Querschnittnetz 148t sich die folgende starre Transformation anwenden:

X"=F(X)=RDX +¢ . (7.10)
Dabei ist R eine Rotationsmatrix R € SO(2), D ist eine diagonale Skaliermatrix mit
D = diag([D; Ds]) und Dy, Dy > 0 und ¢ ist eine Verschiebung ¢ € R%.

Sind im Querschnittsgebiet (1qo die obengenannten Grofien A=A, S=Syund J=1J,
durch Integration bekannt, lassen sie sich beziiglich des Schubmittelpunkts einfach durch
die Umkehrabbildung

X = F{(X") = Dg'RY (X" — ) (7.11)

mit Dg = Rg =1 formu_lieren. Mit dem Transformationsverhalten der effektiven Quer-
schnittsgroBen A, S und J befafit sich Anhang F.2.1.

7.1.2 Starrkorper

Die Parametrierung eines Starrkérpers umfafit neben seiner Lage in der Referenzkonfigu-
ration nur die Masse my € R, das statische Moment S, € R? und den Trigheitstensor
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Jo € R*3. Diese GroBen sind nach den Gleichungen (2.5), (2.6) und (2.7) in Kapitel 2.1
definiert als:

So = /Xpo(X) av (7.12)

Jo= [ (X X)L~ X 0 X] m(X) v
2
Auch hier ist bei einem gegebenen FE-Netz iiber einen Starrkorper die Integration mit
Standard-FE-Funktionen nur eine leichte Fingeriibung.

Fir die Implementierung der vorliegenden Starrkorperformulierung ist es von Vorteil, die
Querschnittsgroffen im Hauptachsensystem zu kennen. Erforderlich ist dies nicht unbe-
dingt, da die Definitionen im vorherigen Abschnitt direkt fir die Parametrierung genutzt
werden konnen, bietet aber dennoch Vorteile, weil sich durch eine Formulierung im Haupt-
achsensystem eine diagonale Massenmatrix ergibt.

Die Lage des Schwerpunkts ergibt sich als:

_ 5

s = (7.13)

mo

Erstaunlicherweise in keinem gesichteten Mechaniklehrbuch findet sich die beliebige Trans-
formation der Tragheitsgrofien mg, Sy und Jg, weshalb diese in Anhang F.2.2 kurzerhand
hergeleitet werden. Sei J* der Tragheitstensor beziiglich des Schwerpunktes mit:

F=J(X—py) (7.14)

dann ergeben sich die Haupttragheitsachsen im Schwerpunktsystem durch Eigenvektoren
x; des Tragheitstensors als Losungen der Gleichung;:

Gewdahlt werden im Rahmen der vorgestellen Systematik die Eigenvektoren derart, daf§ d;
die Hauptachse des groflen Tragheitsmoments und ds die des kleinsten ist. Dann gilt:

d; = x; mit 1 = <Z S {1,2,3} ' A; = max ()\1,)\2,)\3))

d3 = x; mit i = <Z €{1,2,3} ' Ai = min (Aq, Ag, )\3)> (7.15)

d2:d3><d1

Damit ist die Starrkorperformulierung im Hauptachsensystem festgelegt als g = {¢,d;}
mit den Tragheitsgrofien mg, Ss(R™! (X —¢)) = 0 und Js(R™! (X —¢)) mit R =
|:d17 d27 d3j| .
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7.2 FE-Zusammenbau hybrider Mehrkorpersysteme

Abbildung 7.4: Schubkurbeltrieb — Demonstrationsbeispiel fiir den systema-
tischen Zusammenbau eines flexiblen MKS

Im folgenden Kapitel wird der systematische Zusammenbau DA E-basierter flexibler Mehr-
korpersysteme auf Basis der Direktorformulierung beschrieben. Die Beschreibung erfolgt
anhand des Beispiels in Abbildung 7.4: Der Schubkurbeltrieb ist ein hybrides Mehrkor-
persystem und besteht aus vier Starrkérpern (Lagerbock, Rotor, Kolben und Zylinder)
und einem flexiblen Balken (Pleuel), verbunden durch vier Gelenke (drei Drehgelenke und
ein prismatisches Schubgelenk). Durch zwei Lagerbedingungen (Lagerbock und Zylinder)
bildet es eine geschlossene kinematische Kette.

Die vier Starrkorper sind durch ihre Direktordreibeine in der Referenzkonfiguration und
ihre Trégheitseigenschaften durch FE-Netze, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, pa-
rametriert. Gleichermaflen ist der Balken durch ein Querschnittnetz und seine Skelettlinie
in der Referenzkonfiguration vollstandig parametriert. Desgleichen besteht die Parametrie-
rung der Gelenke aus ihrem Direktordreibein in der Referenzkonfiguration.

Abbildung 7.5 auf der néichsten Seite zeigt die Topologie dieses flexiblen Mehrkorpersy-
stems. Die Strukturelemente , Balken* und , Starrkérper” sind durch entsprechende Gelen-
ke miteinander verbunden. Dabei handelt es sich einerseits um Starrkorper-Starrkorper-
Gelenke, andererseits um Gelenke zwischen Starrkérpern und Balkenknoten, sogenannte
ytransversale“ Balkenverbindungen. Prinzipiell ist natiirlich jede Verbindung zwischen al-
len Strukturelementen moglich, fiir die eine entsprechende Verbindung im Rahmen der
DAE-Direktorformulierung entwickelt wurde.

In den vorherigen Kapiteln wurden die behandelten semidiskreten Strukturelemente und
Gelenke bislang, abgesehen vom ersten Kapitel iiber Zeitschrittverfahren, immer in Form
virtueller Arbeiten behandelt, was der Ubersichtlichkeit der Darstellung zugute kam, da
auf assembly-Symbole verzichtet werden konnte. So 13t sich die semidiskrete Bewegungs-
gleichung des Schubkurbeltriebs in dieser Form einfach durch Addition aller Komponenten
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Abbildung 7.5: Schubkurbeltrieb: Topologie eines hybriden Mehrkorpersy-
stems

darstellen:
GSchubkurbeltrieb _ Z GStarr,i + GBalken,Pleuel + Z Grev,j + Gprism + Gext,F -0 (716)
i J
mit den virtuellen Arbeiten des freien Starrkérpers nach Kapitel 2.1 und

i € {Lagerbock, Rotor, Kolben, Zylinder} , (7.17)

den virtuellen Arbeiten des semidiskreten Balkens nach Kapitel 3, den virtuellen Arbeiten
des Drehgelenks nach Kapitel 5.1 und

j € {Lagerbock—Rotor, Rotor—Balkenknoten, Kolben—Balkenknoten } , (7.18)

den virtuellen Arbeiten des prismatischen Gelenks nach Kapitel 5.3 und der virtuellen
Arbeit einer raumfesten externen Last nach Kapitel 2.2.1. Bis auf die langen Indizes auf-
grund deutscher Semantik ist diese Darstellung sehr tibersichtlich. Werden Starrkorper,
Balken, Schalen, Gelenke und Verbindungen einfach als ,,Objekte* (O) bezeichnet, lautet
die virtuelle Arbeit des Gesamtsystems einfach:

GSystem _ Z GO — Z Oéq . FO<Oq) =0 . (719)

Objekte Objekte

Dabei enthalten die erweiterten Koordinaten und Lastvektoren aus den vorherigen Kapiteln
auch die Zwangskrafte und lagrangeschen Multiplikatoren:

°q = {Sﬂ OF - {OF Qqq),(ﬁ ;)G A (7.20)

desgleichen auch die erweiterten virtuellen Verschiebungen ©6q. Da sich alle bisher behan-
delten Komponenten des flexiblen Mehrkorpersystems in Form virtueller Arbeiten schrei-
ben lassen, ist ein Finite-Elemente-Zusammenbau und damit eine Verwendung aller auf
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Abbildung 7.6: Tennisspieler — Demonstrationsbeispiel fiir den systemati-
schen Zusammenbau eines flexiblen MKS

redundanten Koordinaten basierenden Zeitschrittverfahren aus Kapitel 1 moglich, sobald
die zugehorigen Indizes der Gleichungen und Freiheitsgrade bereitgestellt werden.

Die Bereitstellung dieser Indizes unter Berticksichtigung von Dirichletrandbedingungen, la-
grangeschen Multiplikatoren und Kinematiken ist — neben der Parametrierung der Objekte
— Aufgabe eines im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Préprozessors. Der Praprozessor
unterschiedet zwischen den folgenden Objekten:

» Primarobjekte

Primérobjekte sind Objekte mit eigenen Freiheitsgraden, z. B. Starrkorper, semidis-
krete Balken und semidiskrete Schalen. Die eigenen Freiheitsgrade umfassen sowohl
die redundanten Freiheitsgrade als auch die lagrangeschen Multiplikatoren zur Ein-
forderung der internen Zwangsbedingungen.

o Parasitdre Objekte

Objekte ohne eigene Freiheitsgrade sind im Normalfall externe Lasten. Sie sind direkt
Objekten der ersten Kategorie oder Unterobjekten davon (z. B. Oberflichen, Knoten
oder Randern) oder Objekten der dritten Kategorie zugeordnet.
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Abbildung 7.7: Tennisspieler — Bewegungsabbildungen Teil 1

« Semiparasitire Objekte

Diese Kategorie bezeichnet alle Arten von Objekten, die sowohl eigene Freiheitsgra-
de bendtigen als auch auf Freiheitsgrade von Objekten der ersten Kategorie oder
Unterobjekte davon zugreifen. Unter sie fallen alle Gelenktypen, die durch Zwangs-
bedingungen formuliert werden als auch Gelenk- und Verbindungstypen, die durch
eine Finite-Elemente-Assemblierung eingefordert werden.

« Dirichlet-Bedingungen

Dirichlet-Bedingungen sind parasitare Objekte, die allen Objekten der vorherigen
Kategorien zugeordnet werden konnen. Sie schrianken die Anzahl der durch die je-
weiligen Objekte bedingten Freiheitsgrade und Gleichungen ein. Eine Zuordnung zu
einem Objekt der ersten und zweiten Kategorie bewirkt im allgemeinen eine Verrin-
gerung der Anzahl der Freiheitsgrade, eine Zuordnung zu einem Objekt der dritten

Kategorie fiir gewohnlich eine Verringerung der Anzahl der Zwangsbedingungen des
resultierenden Systems.

Durch die Entwicklung eines passenden Préprozessors fiir die Direktorformulierung ist
es moglich, auch umfangreichere Mehrkorpersysteme mit flexiblen Komponenten zu er-
zeugen und zu parametrieren. Abbildung 7.6 zeigt beispielsweise ein Mehrkorpersystem
mit flexiblen Komponenten und unterschiedlichen Gelenktypen, Abbildungen 7.7 und 7.8
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Abbildung 7.8: Tennisspieler — Bewegungsabbildungen Teil 2

Teile des simulierten Bewegungsablaufs: Fiifle, Unterschenkel, Oberschenkel, Hiifte, Tor-

Ellenbogengelenke, Elle-Speiche-
teils aktuierten, teils freien Gelenken

modelliert. Der Tennisschlager besteht aus transversal verbundenen Balkenelementen und

b

, Unterarme und der Kopf sind als Starrkorper realisiert. Knochelgelenke,

, Hiipfgelenke, Wirbelsaule, Schultergelenke

Gelenke und Handgelenke sind mit unterschiedlichen,

z
Z g
< 2
g2
Ragi)
5§
~ g
2

, die miteinander durch eine membran-

Balken-Verbindung verbunden sind. Der Kontakt zwischen Schlagflache und
Ball in Form von Schale-Schale-Kontakt ist Gegenstand aktueller Forschung und wird die
Leistungsfihigkeit der Direktorformulierung als Spezialfall der natiirlichen Koordinaten im

allgemeinen und des entwickelten Praprozessors im speziellen beweisen.

einer mit Schalenelementen vernetzten Schlagflache

artige Schalen-
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Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit bietet eine Ubersicht iiber eine auf Direktorformulierungen — rota-
tionsfreien Starrkorper- Balken- und Schalenformulierungen — basierende MKS-Systematik
mit Strukturelementen, die insbesondere in Hinblick auf ein energie- impuls- und drehim-
pulskonsistentes Zeitschrittverfahren entwickelt wurde. Zu Anfang erfolgt eine Rekapitula-
tion des genannten Zeitschrittverfahrens (BEM) — auf Basis einer DAE-Struktur und des
diskreten Gradienten — und einiger verwandter Verfahren anhand eines einfachen Modell-
problems. Bis auf ein Verfahren (SRF') sind alle Zeitschrittverfahren auf alle im Rahmen
der Arbeit vorgestellten Elemente des MKS anwendbar, wobei jedoch die Erhaltungseigen-
schaften des BEM-Verfahrens als Mafstab fiir die Konsistenz der Elementformulierungen
dienen.

Von der praktischen Anwendung koénnen die vorgestellten Zeitschrittverfahren in zwei
Gruppen eingeteilt werden, wobei alle unverdandert sowohl auf das Modellproblem (ma-
thematisches Pendel im ,Schalenkoordinatensystem* in Kapitel 1) als auch (knotenweise)
auf Schalen anwendbar sind:

 Die drei Standardverfahren (Mittelpunktregel, implizites Eulerverfahren und Trapez-
regel), das BEM-Verfahren und der variationelle Integrator basieren auf der Losung
eines Sattelpunktsystems in jedem Schritt des Newtonverfahrens, indem sowohl red-
undante Koordinaten als auch lagrangesche Multiplikatoren zur Einforderung der
Zwangsbedingungen simultan gelost werden. Dies fiihrt neben der grofien Zahl von
Unbekannten auch zu einer schlechten Konditionierung des zu lésenden Gleichungs-
systems. Allerdings sind sie universell auf alle im Rahmen dieser Arbeit behandelten
Strukturelemente anwendbar.

e Im Gegensatz dazu basiert das REM-Verfahren auf zwei Schritten zur Groflenredu-
zierung und das SRF-Verfahren auf der Zeitdiskretisierung gewohnlicher Differen-
zialgleichungen (ODEs), was in beiden Féllen zum kleinstmoglichen, deutlich bes-
ser konditionierten algebraischen Gleichungssystem fiihrt. Der Unterschied zwischen
diesen beiden Verfahren besteht darin, dafl fiir das REM-Verfahren die Rotations-
parameter nur zur Losung des algebraischen Gleichungssystems dienen und damit
die vorhergehende rotationsfreie Diskretisierung nicht beinflussen. Nachteil ist die
aufwendige Suche nach giiltigen Nullraummatrizes.

Wiéhrend im Rahmen des Modellproblems in Kapitel 1 das SRF-Verfahren iiberragend
abschneidet, alle anderen Verfahren (aufler dem impliziten Eulerverfahren) aber auch nicht



122

schlecht sind, zeigen sich bei der Schalendynamik in Kapitel 4 das BEM- und das REM-
Verfahren deutlich iiberlegen.

Der iibrige Teil der Arbeit ist den Strukturelementen gewidmet. In diese Kategorie fallen
Starrkorper, Balken und Schalenelemente, aber auch Gelenke und Zwangsbedingungen.
Nicht behandelt sind Kontinuumselemente, weil ihre Einbettung in die DAE-Struktur tri-
vial ist. Die bereits etablierte Starrkorper-Direktorformulierung wird teils rekapituliert,
teils weiterentwickelt. Insbesondere wird von dem urspriinglichen Spezialfall der Formu-
lierung im Hauptachsensystem abgewichen, was eine deutlich effizientere Behandlung von
Gelenken und insbesondere starren Verbindungen erlaubt. Die Behandlung externer Kraf-
te und Momente ermoglicht erstmals die vollstandig konsistente Beschreibung der new-
tonschen Bewegungsgleichungen eines einzelnen Starrkorpers in der Direktorformulierung.
Ebenfalls rekapituliert wird die Direktorformulierung des Simo-Reissner-Balkens der sich,
genau wie eine Reissner-Mindlin-Schale mit Direktorkinematik, hervorragend in die Syste-
matik der Direktorformulierung fiigt und dariiberhinaus durch Anwendung des diskreten
Gradienten auch mit dem BEM-Verfahren direkt behandelbar ist. Letztere kann als Ver-
allgemeinerung der Arbeit von Simo & Tarnow [ST94] in Hinblick auf Mehrkorpersysteme
verstanden werden.

Die Einbindung von Gelenken fiir die Direktorformulierung wird auf eine systematische Ba-
sis gestellt, die einer effizienten Implementierung sehr entgegenkommt, da die Parametrie-
rung primitiver Gelenke allein anhand eines Referenzdreibeins in der Referenzkonfiguration
erfolgt, im Gegensatz zu der bislang iiblichen Parametrierung der Gelenkzwangsbedingun-
gen tber die Auswertung von Vektorketten. Dies ermoglicht erst die Entwicklung des am
Ende beschriebenen Pré- und Postprozessors. Vorgestellt werden einige Gelenktypen in
der neuen Systematik, die grofitenteils linear sind (und sich deswegen mit dem Mechanis-
mus der Dirichletrander behandeln lassen) oder in quadratischen Invarianten formuliert
sind und damit schon bei der Verwendung der Mittelpunktregel die Energie-, Impuls- und
Drehimpulskonsistenz nicht beintrachtigen. Die zwei Gelenktypen, bei denen dieses nicht
der Fall ist, erlauben die Wiederherstellung dieser Erhaltungseigenschaften durch die di-
rekte Anwendung des diskreten Gradienten.

Linienférmige Verbindungen betreffen im Rahmen der flexiblen Mehrkérpersysteme ins-
besondere Balken und Schalenrinder. Die Behandlung von Schalenverschneidungen als
flexible Mehrkorpersysteme zeigt die Universalitat des gewdhlten Ansatzes, insbesonde-
re da sich durch die integrale Betrachtung mit Mortar-dhnlichen Ansétzen selbst nicht-
konforme Netze miihelos verbinden lassen, ohne kiinstliche Versteifungseffekte hervorzu-
rufen. Selbstverstandlich wird auch hier die Wahrung der Konsistenzeigenschaften nicht
beeintrachtigt.

Die Entwicklung eines funktionsfahigen Pra- und Postprozessors fiir die Erstellung flexibler
Mehrkorpersysteme ist ein notwendiges Kriterium fiir die praktische Einsatzfdhigkeit der
vorliegenden Systematik fiir reale Problemstellungen.
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Da das hauptsiachliche Augenmerk der vorliegenden Betrachtungen auf der Entwicklung
von Elementen fiir energie-, impuls- und drehimpulskonsistente Zeitschrittverfahren liegt,
wurde die Eignung von Standardverfahren fiir FE- oder MK-Systeme — wie des zentra-
len Differenzenverfahrens, des Newmark-Verfahrens oder der HHT-a-Methode — fiir die
vorliegenden Elementformulierungen nicht untersucht.

Fiir die Implementierung effizienterer Losungsstrategien fiir die erforschten Zeitschrittver-
fahren sind folgende Richtungen denkbar: Kurzfristig konnten Skalierungsstrategien (siehe
Bauchau, Epple & Bottasso [BEB09]) bei den auf redundanten Koordinaten mit Zwangs-
bedingungen basierenden Verfahren eine deutliche Verbesserung der Konditionszahl des re-
sulierenden Sattelpunktsystems erzielen. Deutlich langfristiger wéire die Weiterentwicklung
der Methode der diskreten Nullraummatrizes. Dies beinhaltete zum einen deren Anwen-
dung auf die vorgestellte Gelenksystematik, zum anderen aber auch die Entwicklung eines
Préprozessors fiir die Riickfithrung auf ein Minimalkoordinatensystem, parallel zu der Ent-
wicklung leistungsfdhiger automatrischer Algebrasysteme fiir die automatische Erzeugung
von Mehrkorpersystemen mit generalisierten Koordinaten (siehe z.B. Xia & Kecskeméthy
[XK10] in Anlehnung an Kecskeméthy, Krupp & Hiller [KKH97]).

Da sich die semidiskreten Bewegungsgleichungen der vorliegenden Systematik nicht von de-
nen der Direktorformulierung der Starrkorper unterscheiden, wéren auch dafiir entwickelte
Methoden jenseits normaler Anfangswertprobleme, beispielsweise fir die Optimalsteue-
rung (siehe z. B. Betsch, Siebert & Sanger [BSS11|), direkt anwendbar. Ebenfalls eignet
sich insbesondere die Augmentierungstechnik fiir die Einbindung von Reglermodellen.

Langfristig konnten die Strukturelemente auf Basis von Lagrangepolynomen durch solche,
die auf NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) basieren, verdrangt werden (siehe Ben-
son et alii [BBHH10] und [BBHH11]). In diesem Fall ist zu erwarten, dafl die integrale
Betrachtung von Verbindungen von der exotischen Ausnahme zum Standardfall wird.
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Anhang A
Zusatze zu den Zeitschrittverfahren

A.1 Erganzungen zum Modellproblem

Im folgenden findet sich die ausfiihrlichere Herleitung der Bewegungsgleichungen des Mo-
dellproblems in Kapitel 1.1. Gegeben seien zwei Massenpunkte mit den Massen m; und
mg, den (kartesischen) Ortsvektoren x; € R? und x5 € R? und dem konstanten Abstand
h. Die kinetische Energie E¥™H  das Potential V¥ und die interne Zwangsbedingung ®*H
sind in kartesischen Koordinaten wie folgt gegeben:

Ekin,H — %m1|:b1|2 + %m2|:b2|2
VH = ‘_/(.’,Ul,wz) (Al)

(I)int,H — % (%L’BQ o .’131‘2 o 1)
Der Gesamtimpuls P" und der Gesamtdrehimpuls L™ beziiglich des Ursprungs nehmen
die folgende Form an:
P =my & +myd
. 121 | 2 L2 | (A2)
L =M1 xy X L1+ My Ty X Ty
mit den Schalenkoordinaten nach Gleichung (1.1)

o my 1 + Mo Lo

mi + Mo
T2 Ty
- h
Durch Einsetzen dieser Kinematik in Gleichung (A.1) ergibt sich direkt Gleichung (1.2)
mit:

Ekin,H _ %AE|¢|2 + %]E|d‘2
Vv =V(p,d)
@int,H _ % (|d|2 _ 1)
und die Trégheitsgrofen aus Gleichung (1.3):

my ma B2

AE:ml—sz und IpH:

myq + Mo
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Aus dem Lagrangefunktional £ = Ek»H  yH _ \int intH Jagqen sich direkt die Bewe-
gungsgleichung der (freien) Hantel mit dem lagrangeschen Formalismus ableiten

Alp+vV,Vh=0
d+\N"d+v,vT =0 (A.3)
LdP-1)=0

wobei A" der lagrangesche Multiplikator zur Einforderung der Zwangsbedingung &%
ist, die die moglichen Direktorkonfigurationen auf die Einheitskugel beschrinkt: d € S? C
R3.

In der Schreibweise tiber virtuelle Arbeiten lauten die Bewegungsgleichungen:

Gl=0q-Mg+dq-V,V'+0q-GTX+6X-®(q)
=6 Al p+6d-11d+5p-V,VT+6d- Vv +6d - (GM)T A 4 gA . pintH
= 0 fiir alle 6g € T, und dX € T,
(A.4)
mit dem Konfigurationsvektor ¢ = {¢,d} € R? x S, den virtuellen Verschiebungen dq,
der konstanten Massenmatrix

AT 0
— |“p
o[l .
der Jacobimatrix der Zwangsbedingungen
G'=G" =[0" d'] (A.6)

und in den in diesem Fall skalaren Grofen A = \int, @ = pint.H

Fir das Modellproblem des Pendels, bei dem die Masse m; fixiert ist (sieche Abbildung
1.3 auf Seite 11) wird eine zusétzliche externe Zwangsbedingung formuliert (Gleichung

(1.5)):
hms

Pt = p — d2p—¢d=0

mi + mao

mit der zugehorigen Jacobimatrix der externen Zwangsbedingung G®** = [13 —§113}. Mit
der Schreibweise der virtuellen Arbeiten werden Gleichung (A.4) einfach zwei weiterere
Terme hinzugefiigt und es ergibt sich Gleichung (1.6):

GP =G ¢ 5q - (Gext)T AT gASE L Ppoxt
=60 Al p+6d-11d+ 50 - V,V+6d- V,VT 4 6d - (GM)T AT 4 gA . pineH
+6q - (Gext>T A L gaext L gext
=6q-Mq+dq-V,VH+5q- (GHYTA" +0A" - ®F(q)
=0 firalle dqeT,und oA e T,
(A7)
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mit int,H )\ t,H G t
@m s int, in
i)P = [Qext :| ) )\P - [Aext :| llIld GP = [Gext:|

Unter der stillschweigenden Voraussetzung der Beliebigkeit der Variationen dq ergibt sich
Gleichung (1.8):
Mg+ V,VE+(GP)TAP =0
®"(q) =0

A.2 Erganzungen zur Diskretisierung gewohnlicher
Differenzialgleichungen auf S* (SRF)

A.2.1 Nullraummatrix fiir das Modellproblem
Wie bereits oben erwahnt, beschrankt die Einheitslangenzwangsbedingung in der drit-
ten Gleichung in (A.3) den Direktor d auf einen zweidimensionalen Konfigurationsraum

d(t) € S%. Aufgrund der Bedingung d®™/dt = 0 auf Geschwindigkeitsebene liegen die
Direktorgeschwindigkeiten im Tangentialraum an die Einheitskugel 7;S? mit:

Td52 - {5d € RB

d-od= o} . (A.8)

Damit lassen sich alle erlaubten Direktorgeschwindigkeiten v € T,S? wie folgt schreiben
(Gleichung (1.17)):
v = ‘/1 dl + ‘/2 d2 3

wobei d;, dy € R? senkrecht auf d stehen und so gewéhlt sind, daf [dl d, d] ein rechts-
héndiges orthonormales Dreibein bilden. Dabei ist anzumerken, daf§ Gleichung (1.17) zwei
unabhéngige ,, generalisierte Geschwindigkeiten® V;, V5, € R enthéilt, was mit der Dimen-
sion des Tangentialraums iibereinstimmt: dim(7,;S?) = 2. Erlaubte Konfigurationen des
gedrehten Direktors konnen wie folgt parametrisch dargestellt werden:

de = expy(ev) = expso(3) (cw) d (A.9)

mit v € T;S% Dabei ist exp, : T4S* — S? die Exponentialabbildung auf die Einheitskugel

mit: .
exp, (ev) = cos (e v]) d + w (A.10)

Auflerdem ist expgos) : s0(3) + SO(3) in Gleichung (A.9) die Exponentialabbildung auf

die Drehgruppe SO(3), beschrieben durch die Rodriguesformel (siehe z. B. Marsden &
Ratiu [MR99]) mit:

. sin (¢ |w]|) . 1
eXPso(3) (ew) =T+ sin (¢ Jw]) w++5

- > 7““(‘5}5“’})] & . (A1)
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Dabei ist @ € so(3) eine schiefsymmetrische Matrix, die dem axialen Vektor w € R?
zugeordnet ist, d.h. es gilt @ a = w x a fiir alle a € R3. Aufgrund der Eigenschaften der
Exponentialabbildung 148t sich aus Gleichung (A.9) direkt ableiten, daf gilt:

d._,=d (A.12)
und 4
— d.=v=wd . (A.13)
de|._,
Also folgt:
v=wxd . (A.14)

Vormultiplizieren von d mit dem Kreuzprodukt ergibt:
dxv=dx (wxd) =|dw—-(d-w)d . (A.15)
Wenn die Drillrotationen verschwinden,
d-w=0 , (A.16)

148t sich aus Gleichung (A.15) der Zusammenhang zwischen Winkelgeschwindigkeit w und
v € T;S? herstellen mit:

w=dxv : (A.17)
Einsetzen der Gleichung (1.17) ergibt:
w=MNd +Qd (A.18)
mit 0 "
Q: ~ V? (A.19)

Die Rotationsbewegung auf S? kann also als drillfreie Rotation auf SO(3) mit zwei unabhén-
gigen Freiheitsgraden beschrieben werden. Insbesondere kann die Bewegung des Direktors

durch die des Direktordreibeins {d;, d; d3} mit ds 2 d mit den zugehorigen Parametern
dic = expso(3) (ew) d; (A.20)

mit ¢ = 1,2, 3 beschrieben werden.

Als néchstes erfolgt die GroBenreduktion der zweiten und dritten Zeile der Bewegungs-
gleichungen (A.3) beziiglich der Rotationsbewegungen der Hantel. Sie beruht auf der Ein-
fithrung einer Matrix A", deren Spalten den Nullraum der Jacobimatrix der Zwangsbe-
dingugen D @ (d) = d" bilden. GemiB der Gleichungen (A.14) und (1.17) konnen die
zuldssigen Direktorgeschwindigkeiten d € T,5% wie folgt geschrieben werden:

d=wxd=A'V (A.21)
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mit
A" = [d; d] und V= {Vl} : (A.22)
Va
Die 3 x 2-Matrix A™ spielt hier die Rolle der in Gleichung (1.27) eingefiihrten Nullraumma-
trix, allerdings nur fiir einen Teil der Jacobimatrix der Zwangsbedingung. Die komplette
Nullraummatrix der Hantel, die die redundanten Koordinaten der Hantel komplett auf die
generalisierten Freiheitsgrade abbildet, lautet:

an_ [Is Oz
A = {03 Al , (A.23)
so daf3 gilt: o
qg=A"V (A.24)
mit w = {p,v}.

Externe Zwangsbedingungen

Anhand des Beispiels des Pendels in Abbildung 1.3 wird die Einbeziehung externer Zwangs-
bedingungen, hier geméf Gleichung (1.5), demonstriert. Die Bewegungsgleichung des Sy-
stems unter Zwangsbedingungen lautet nach Gleichung (A.1):

Mg+ Vv,V +(GP)" AP =0
Gext qg= O

mit den Unbekannten g € R% und A € R* und der Jacobimatrix der Zwangsbedingungen

G gegeben durch:
Gint OT dT
P _ _
GP — [Gm} _ [13 B 5113} . (A.26)

In den DAEs in Gleichung (A.25) beschrénken die algebraischen Zwangsbedingungen die
moglichen Konfigurationen auf QF mit:

Q"= {gecR®"(g) =0} . (A.27)

Damit sind zulissige Geschwindigkeiten g € T,QF gegeben durch:

H
g=P'V" mit P"= FlAﬁ } und VP = Eﬁj . (A28)

Hier ist die 3 x 2-Matrix A" gegeben durch Gleichung (A.22). Konstruktionsbedingt hat
die Nullraummatrix PY vollen Spaltenrang und es gilt: G P¥ = 0.
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Durch eine Geschwindigkeitsanalyse lassen sich explizite Formulierungen der Nullraum-
matrizes systematisch herleiten. Dabei werden die algebraischen Zwangsbedingungen auf
Geschwindigkeitsebene betrachtet, d.h. die Bedingungen G™ ¢ = 0 und G™* ¢ = 0 miissen
erfiillt sein. Werden zuerst die externen und dann die internen Zwangsbedingung betrach-
tet, erhdlt man:

PP _ Pext,a Pint,b mit Pext,a _ |:€1II:| und Pint,b _ AH ) (A29)

Es ist direkt ersichtlich, daB gilt: G P = 0 und Gt P**%* = 0. Die Geschwindigkeiten
g € T,Q konnen dann geschrieben werden als:

q=P>d (A.30)
mit d € TdS2.

Bei der umgekehrten Vorgehensweise erhélt man:

H
PP _ Pint,a Pext7b mit Pint,a —_ |}]§i3 (_)[i>1<—12:| und Pext,b _ [gle; :| ) (A?)]_)

Hier ist Gt P2 — 0 und G** PP = 0. Fiir weitere Ausfiihrungen zur systematischen
Generierung der kontinuierlichen Nullraummatrix insbesondere fiir einfache kinematische
Paare sei auf Betsch & Leyendecker [BL06] und Betsch & Uhlar [BU07| verwiesen.

Als néchstes erfolgt die GroéSenreduktion der DAEs (A.25). Ein Vormultiplizieren von

(AH)T vor die erste Gleichung in (A.25) eliminiert alle Zwangskrafte und verringert die
Anzahl der Gleichungen von sechs auf zwei:

(AH)T [(Pext,a)T MH Pext,a d + (Pext,a)T quH] -0 ] (A32)
Daraus ergibt sich direkt:

(Pext,a)T MH Pext,a = My h2 2 IpHO

t,a) T H H H D gy (A.33)
(Pex ) VIV =4 Vv v vt =YV (d)
mit V(d) = VI(&d, d). Unter Ausnutzung, daB gilt d = w x d — |w|* d, ergibt sich aus
Gleichung (A.32):
T ) ~
(A" [Pwoxd+VV(d)]=0 . (A.34)
Die Algebrodifferenzialgleichungen (A.25) wurden damit in gewdhnliche Differenzialglei-

chungen auf S? umgewandelt, die die Form von Gleichung (A.36) im folgenden Abschnitt
annehmen.
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A.2.2 Diskretisierung der gewdhnlichen Differenzialgleichung auf S?

Mit der (kontinuierlichen) Nullraummatrix aus Gleichung (A.22) und der Reparametri-
sierung der Direktorgeschwindigkeiten aus Gleichung (A.21) lassen sich die Bewegungs-
gleichungen (A.3) in gewohnliche Differenzialgleichungen (ordinary differential equations,
ODE:s) auf einer eingeschréankten Mannigfaltigkeit tiberfithren und diskretisieren, was ein
energie- und drehimpulskonsistentes Zeitschrittverfahren ergibt. Fiir die Verschiebungs-
freiheitsgrade entspricht diese Vorgehensweise einer gewohnlichen Mittelpunktregel, fiir
die Rotationsfreiheitsgrade kann diese Vorgehensweise als eine auf S? angewendete Mittel-
punktregel verstanden werden. Da die Behandlung der Verschiebungsfreiheitsgrade gera-
deheraus ist, konzentriert sich die Betrachtung des SRF-Verfahrens auf die Rotationsfrei-
heitsgrade.

Die Zeitableitung der Direktorgeschwindigkeiten aus Gleichung (A.21) ergibt unter Aus-
nutzung der Gleichung (A.16):

d=wxd—|w’d . (A.35)

Zur GroBlenreduktion wird Gleichung (A.35) in die zweite Zeile von Gleichung (A.3) ein-
gesetzt und (AH)T vormultipliziert. Es verbleibt die (verkleinerte) Bewegungsgleichung:
Alp+V,Vh =0 (A.36)
[di do]" (IMwxd+ V") =0 '
mit [dl ds d] € SO(3), da gilt: [dl dg] - \nt g = 0 fiir beliebige A",

Es handelt sich dabei um nichtlineare gewohnliche Differenzialgleichungen in R? x S2, die
die Bewegung des Ortsvektors ¢ und die (um d drillfreie) Bewegung des Direktordreibeins
{di, ds, d} beschreiben.

Beschreibt in Gleichung (1.4) der Term Ly = ' d x d den Anteil der Eigenrotation am Ge-
samtdrehimpuls, so kann dann unter Berticksichtigung der Gleichung (A.17) umgeschrieben
werden zu:

Lj=Iw . (A.37)
Da gilt ’d’Q = lwxd = w-[dx(wxd)] = |w|*, kann die kinetische Energie aus
Gleichung (1.2) in die folgende Form gebracht werden:
i 1 ) 1
EnH — §AE lp|” + 51;{ w> . (A.38)

Die Anwendung der Mittelpunktregel auf die Differenzialgleichungen (A.36) in R? x S?
ergibt das energie- und drehimpulskonsistente Zeitschrittverfahren nach Simo, Rifai & Fox
[SRF92]:

H H —
AtAjar , + AV VL, =0

. § (A.39)
(d)os (do)yys] (1 (@it = @) Xy + ALYV ) =0
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mit ) )
— 4 _ L 4P
% A2 (‘PnJrl Qon) At Vn
v _ 2 _ —_ ¥
U, = At (‘pn ‘pn—l) Uy

. A40
Wpi1 = 50 — expgo s (9> Whn ( )

(di),110 = exDs0gs) (00 (d),

firi = 1,2,3 und « € {%, 1}. Die funf algebraischen Gleichungen aus den Gleichungen
(A.39) und (A.40) konnen verwendet werden, um die fiinf Unbekannten ¢, #; und 6, zu
finden, wobei letztere inkrementelle Rotationen der folgenden Form beschreiben:

0="0, (dy), + 05 (ds), . (A.41)

A.2.3 Details zur Implementierung

Hier wird die Linearisierung des dem drehimpulserhaltenden Zeitschrittverfahren aus Ab-
schnitt 1.3 zugehorigen Residuums aus Gleichung (A.39) behandelt. Das Newtonverfahren
benotigt also die Linearisierung des folgenden Ausdrucks:

_ Rso
Rig.0) = | ] (A.42)
mit
Ro(p) = AtAla? , + AV VT (A.43)
n+3 n+3
und

T

Ri(0) = [(@d)ey ()] (I (@i —wn) x ey + M VT L) (M)
Die Linearisierung von R, ist (im Verhéltnis zu den Rotationstermen) banal und wird
nicht weiter verfolgt.

Bei der schrittweisen Vorgehensweise fiir die Rotationsterme wird zuerst die vierte Zeile in
Gleichung (A.40) abgeleitet:

A (di)n—l—a = d_E

mit

& (a8) = H (a8) aAO (A.46)
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und
sin(|0]), 1 —cos(|0]) @ ( sin(|0|)) 00
H(O) = — 11— AA4T7
=" o 0] o )ep B
Daraus folgt:
T T A,
(Ady), ) (Ada), ] a=[(d),y ()] a o de) (A48)
fir alle @ € R3. Aus der dritten Gleichung aus (A.40) 1at sich ableiten:
A= L (2 (@+en0 - ((ef\Ae)))
Wat1 = o VY £ exp £ Wy,
2 d — A .
N AO — d_€’5:0 exp ((9 + 5A0)> exp (—0) exp (0) W, (A.49)
2 A .
= AO— w () x [exp (0) wn]
= G(0) Ad
mit o
2 A
G(O) = T+ (eXp (9) wn> H(6) (A.50)

unter Ausnutzung der Gleichung (A.46). Aus Gleichung (A.44) 148t sich der Tangential-
operator Ky = d%‘szo R4(0 + £ AB) herleiten:

s = [(@), (dQ)mé}Tf{ (dy), (da),] (A51)

K= —IH(ALH_% G(O) - = (];I (wn+1 —wn) ®dn+% — At (v/dﬁ)

1) H(30) (A.52)
n+3

unter Ausnutzung der Bedingung (w,+1 — w,)-d,, = 0 aus Abschnitt 1.3 und der Annah-

me VZVH = 0. Damit stellt sich die Vorgehensweise in einem Schritt des Newtonverfahrens
zur Losung des resultierenden nichtlinearen Gleichungssystems wie folgt dar:

 EingangsgroBen: Anfangsgrofien aus dem vorherigen Zeitschritt sind ¢,,, v, {(d;),,},
w, und die Zeitschrittweite At. Nach [ Iterationen ergibt sich die folgende inkremen-
telle Rotation:
00 =07 (dy),, + 6 (do),

o Berechnung des Residuums R aus Gleichung (A.44) und der Tangentialmatrix IC
aus Gleichung (A.51)

l l l l l l
R=R (Soiiéa (dz),ﬁl 7‘—05111) ;o Ke=Kq (90,(11%7 (dz')fli% ,wﬁlL)

1
2



142 A.3 Erganzungen BEM

als Funktionen von

o _1 O]
S"n+% ) <(Pn+1 + (pn)

A0
(@)}, = exp (30" (d),

2 N
wgll = A 6" — exp <0(1)) W,

e Losen nach ICA® = —R mit A® = [Ago A6, AHQ]T.

o Update der Verschiebung und der inkrementellen Rotation:

o) = o0 | Ag
61 = (00 +20,) (d), + (6 + 26,) (d),

A.3 Ergdanzungen zum energie- und
drehimpulskonsistenten Zeitschrittverfahren (BEM)

Fir das Modellproblem in Abschnitt 1.1 lieferte das BEM-Verfahren das folgende nichtli-
neare Gleichungsystem:
R(dyi1, A1) = R(dy 1) + At Ayir

Bld) 0 (A.53)

mit R aus Gleichung (A.60) und & = +(d-d—1) (siehe Gleichung (4.27)). Fiir die Losung
des nichtlinearen Gleichungssystems nach d,,; und \,,; mithilfe der Newtonverfahrens
muf} das folgende lineare Sattelpunktsystem gelost werden:

20 AL, l

(5 +2%) L Ard] _[R@?, A0

40 0 ) ) (A.54)
n+1

A.4 Erganzungen zum reduzierten energie- und
drehimpulskonsistenten Zeitschrittverfahren (REM)

Im folgenden wird die diskrete Nullraummatrix fiir das Modellproblem, die auch knoten-
weise auf die Schalenformulierung in Kapitel 4 anwendbar ist, entwickelt.
Diskrete Nullraummatrix fiir das Modellproblem — Innere Zwangsbedingungen

Zugrunde liegt die in Abschnitt 1.4 beschriebene Zeitdiskretisierung, angewendet auf die
DAEs (A.3), die die (Rotations-) Bewegung der freien Hantel beschreiben. Dabei nimmt
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das BEM nach Gleichung (1.24) die folgende Form an:

AL#AE (gon+1 -, — At ’vﬁ) + @WVH =0
s ly (dosr —dy = Atop) + X3 dy 1 + VgV =0 (A.55)
3 (ldwia?=1) =0
Die folgenden Betrachtungen beschranken sich, da die Diskretisierung der Verschiebungs-

freiheitsgrade geradeheraus ist, wieder auf die Rotationsfreiheitsgrade. Auf Geschwindig-
keitsebene lautet die zweite Gleichung von (A.55):

H
21, (

At
Die direkte Nutzung dieser Gleichung zusammen mit der dritten Gleichung aus (A.55), um
d,+1 und \,;; zu ermitteln, entspricht dem BEM-Verfahren aus dem letzten Abschnitt.

Durch Groéfenreduzierung der Gleichung mithilfe der diskreten Nullraummatrix ergibt sich
das REM-Verfahren.

i1 — dy) — 210! 4 At (%\/H A dn+%) —0 . (A56)

Zu diesem Zweck wird eine diskrete Variante der Nullraummatrix aus Gleichung (A.22)
(bzw. Gleichung (A.23)) verwendet. Ahnlich dem kontinuierlichen Fall dient die diskrete
Nullraummatrix der Eliminierung der Zwangskréfte und der Groflenreduktion des resul-
tierenden Gleichungssystems. Es wird die folgende diskrete Nullraummatrix gewéhlt:

mit (d), - d
~ a)p t Onil
d, = (d,), — ————=2d, A58

mit « = 1,2. AuBerdem wird eine Abbildung wie in Gleichung (1.28) angestrebt. Zu diesem
Zweck werden zwei Freiheitsgrade 0; und 6, € R fiir die Parametrisierung von S? eingefiihrt.
Diese Freiheitsgrade sind die neuen Unbekannten, die eine inkrementelle Rotation beziiglich
der vorherigen Konfiguration durch den folgenden Zusammenhang beschreiben:

(di),141 = XPsogs) (01 (dn)n + 0a(da)n) (), (A.59)

mit ¢ = 1,2, 3. Dabei wird die Einheitszwangsbedingung in der dritten Gleichung des ur-
spiinglichen BEM-Verfahrens (A.55) durch die Reparametrisierung (A.59) identisch erfiillt.
Damit bestehen die Rotationsterme des entstehenden REM-Verfahrens aus zwei algebrai-
schen Gleichungen, aus denen sich die Unbekannten 6; und # bestimmen lassen:

- T - ~ 278 _
(d, d))' R=0 mit R-= R (i — ) = 2L oy + ALTVH L (A60)
Die komplette diskrete Nullraummatrix der inneren Zwangsbedingungen lautet dann

; I O
int 3 3~><2
po [l 0] )
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womit sich die Bewegung der freien Hantel als Losung der Gleichung (1.29) bestimmen
1a8t. Es 148t sich zeigen, daf§ diese Nullraummatrix die Bedingung (1.27) erfillt:

Gint(qn-i—%) Pint(qrw qn+1) = O (A62)
mit G gemafl Gleichung (A.6).

Weitere Details der Implementierung finden sich in Anhang A.4.1.

Als diskrete Nullraummatrix lassen sich alle 3 x 2-Matrizes der Form [c_ll C_l2:| nutzen, deren
Spaltenvektoren linear unabhangig sind und die die Bedingung d, - d,, 1 = 0, a = 1,2,
erfiillen. Beispielsweise 148t sich als Alternative zu Gleichung (A.57) eine ﬁotationsmatrix
A Kkonstruieren, die e3 = [0 0 1} auf d, 1 / ’dn 11 abbildet. Dann wiirde d, = A e,

direkt die Nullraumbedingung erfiillen: Ela-dn+% = ’dn+%’ e AT Aez = ’dn+%’ e, ez =0

fir o = 1,2. Dieser Ansatz wurde in Simo & Tarnow [ST94| verwendet. Eine dhnliche ad
hoc-Konstruktion findet sich in Brank et alii [BBTD9S|.

Diskrete Nullraummatrix fiir das Modellproblem — Externe Zwangsbedingungen

Anhand des Beispiels des Pendels in Abbildung 1.3 wird die Einbeziehung externer Zwangs-
bedingungen, hier geméfl Gleichung (1.5), demonstriert. Die Bewegungsgleichung des Sy-
stems unter Zwangsbedingungen nach Gleichung (A.1) diskretisiert mit dem BEM gemé&f
Gleichung (1.24) lautet:

e A (D1 — P — ALE) + AT, + T,V =0
Ly (dpr — dy = Atwl) + A0y GG+ VeV =0

A 1 ) (A.63)
3 (ldna* =1) =0
Pry1 —&1dpi1 =0
Eine giiltige diskrete Nullraummatrix fiir das Pendel lautet:
p_ [GA
- [o] .

mit A geméB Gleichung (A.57). Die Reparametrisierung kann gemifl Gleichung (A.59)
zusammen mit der Bedingung ¢, ; = & d,41 erfolgen. Es 1aBt sich leicht zeigen, dafl
obige Gleichung die Bedingung GP(anr%) P¥(q,,q,.1) = 0 erfillt.

A.4.1 Details zur Implementierung

In Gleichung (A.60) aus Abschnitt 1.5 findet sich der folgende Residuumsvektor fiir das
REM-Verfahren:

R(dy1)=[dy d] R . (A.65)
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Hier wird wieder d,,.; in Form von zwei inkrementellen Rotationsparametern ¢; und 6
gemaf Gleichung (A.59) beschrieben. Damit sind — genau wie beim SRF-Verfahren aus Ab-
schnitt A.2 — die beiden inkrementellen Rotationen die priméren Unbekannten zur Losung
des nichtlinearen Gleichungssystems. So a8t sich vollig analog zu ebendiesem Abschnitt
schreiben:

A

A(dy), ., = (0) x (d;) d, . H(0) A . (A.66)

Die Linearisierung von Gleichung (A.65) lautet dann:

n+1 = n+1 = -

DR(dyi1) - Adyir = [Ady Adi] R+ [dy dy] DR-Adyyy . (A67)

Aus Gleichung (A.58) folgt:

Ad, R = —%&a - Adyiy (A.68)
fir « = 1, 2. Demnach gilt auch:
[Ad, Ady]'R= _% [dy dy) Adyy (A.69)
Damit lautet die Tangentialmatrix zu R insgesamt:
K=[d &) K[(d), ()] (A.70)

mit: _
~ d - R 21\
K= “ E— H(O . A.71
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Anhang B

Erganzungen zur Dynamik des starren
Korpers

B.1 Bewegungsgleichungen des freien Starrkorpers

Da die Direktoren in der Direktorformulierung eine zentrale Rolle spielen, werden ihre
Eigenschaften noch einmal explizit dargelegt.

Eigenschaften des Direktordreibeins

Aus der Forderung R € SO(3) und Gleichung (2.3) gehen folgende Eigenschaften hervor,
auf die im weiteren desofteren zuriickgegriffen wird:

o Eine orthogonale Matrix ist regular und ihre Inverse ist mit ihrer Transponierten
identisch:

RT=R"' . (B.1)

o Daraus folgt auch direkt, daf§ die Summe tber alle dyadischen Produkte der drei
Direktoren eine Einheitsmatrix bildet:

Y diwd;=) (Re)® (Re)

i=1

3
= E Rei el-T RT
i=1

3
=R <Z e; e?) R*
i=1

=15

(B.2)
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o Ebenso folgt daraus direkt, dafl jeder Direktor Einheitslange aufweist:
di| = /d; - d;
= \/Rei-Rel- (B3>

=1

o Zwei unterschiedliche Direktoren sind immer linear unabhéngig:
d;-d;= (Re) (Re;)
—e/ R"R e;
=€ -€;
= 5,
Die Eigenschaft aus Gleichung (B.3) ist in Gleichung (B.4) implizit enthalten.

(B.4)

Im zeitdiskreten Zustand sind diese Eigenschaften nur bei dem SRF-Verfahren nach Kapitel
1.3 zu jedem Zeitpunkt erfiillt. Bei allen anderen Zeitschrittverfahren aus Kapitel 1 trifft
dies nur auf die Zeitknoten zu.

Kinetische Energie

Die kinetische Energie EX" eines beliebigen Kontinuums beschreibt sich im allgemeinen
nach Gleichung (2.10) als:
: 1
e 5/pO(X) &(X,t) - 2(X,t)dV

2
Unter Einbeziehung der Kinematik in Gleichung (2.2) ergibt sich die Geschwindigkeitsglei-
chung (2.11): ‘

z=¢(l)+R((t)X
und damit fiir die kinetische Energie des Starrkorpers Gleichung (2.12):

2
2

Eln — 1/pO(X) (p+RX) (¢p+RX) dV

Die kinetische Energie 1t sich in einen translatorischen Anteil E™#"  einen rotatorischen
Anteil E™* und einen azentrischen Anteil £** aufteilen mit:

Ekin — Etrans + Erot + Faz (B5)
und
1 .
[trans 5 /pO(X) P @ dVv
B
ro 1 > >
Bt — §/p0<x> RX) (RX) dV (B.6)

B = /pO(X)g'o~RX dv
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Unter Einbeziehung der Definition nach Gleichung (2.5) gilt fiir den translatorischen Anteil
an der kinetischen Energie:

1

rans . . 1 . .
E* :§/p0(X)<p-cpdV:§mocp-cp : (B.7)

4

Fiir den rotatorischen Anteil gilt mit Gleichung (2.8):

2
2

Bt = 1/pO(X) (RX) - (RX) dV

_ l/ p(X) RTR) : (X ® X) dV

’ % (B.8)
—5 @R [ p(X) (X @ X) av
J
- 2 (RTR) - M,

Und schlieBlich fiir den azentrischen Anteil gilt mit Gleichung (2.6):

B = /pO(X)ga-RX dv
ﬂ

=¢ R /,oo(X)X v (B.9)
B

=¢-RS,
Damit ergibt sich fiur die Direktorform der kinetischen Energie Gleichung (2.13):

Ekln:§m0¢-g0 + 5 (RTR) IMQ + (PRS(]

B.2 Herleitung:
Aufbringung externer Momente

Im folgenden wird die Aufbringung externer Momente auf Starrkérper in der Direktorfor-
mulierung direkt auf die Aufbringung von Kréften zurtckgefiihrt.

Gegeben sei ein Starrkorper, der iiber die Starrkorperkinematik nach Gleichung (2.2) aus
Kapitel 2.1 beschrieben wird zu: (X ,t) = ¢(t) + R(¢f) X. An dem Starrkérper greifen
drei Kraftepaare an. Die Kriftepaare bestehen jeweils aus zwei Kraften F*. Fiir die Krafte
gelte:

F'*? = _F' firie {1;2;3} : (B.10)
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Abbildung B.1: Starrkérper — Angreifende Kraftepaare

Fir die lokalen Koordinaten der Angriffspunkte X; gelte:
X'= X" =¢ firiec{l1;2;3} (B.11)

d.h. die Kréifte greifen direkt gegeniiberliegend in den korperfesten Koordinatenachsen in
entgegengesetzter Richtung (sieche Abbildung B.1) an.

Die resultierende Kraft F* auf den Starrkorper verschwindet:
6
F*=) F'= . (B.12)
i=1
Das resultierende Moment M™* lautet allgemein:
6 .
M=) a'x F' (B.13)

und unter Berticksichtigung der Starrkorperkinematik:

M => (¢+RX') x F'
=Y @xF'+ox (-F)+ (RX') x F'+ (R(-X")) x (-F’) (B.14)

i=1
3 . .
=> 2(RX')x F'
i=1
Wird die Definition der Direktoren aus Gleichung (2.3) in Kapitel 2.1 mit d;(t) = R(¢) e;

und die Festlegung der Lastangriffspunkte in Gleichung (B.11) gewiirdigt, ergibt sich dar-
aus direkt:

3
M*=2) d;xF' . (B.15)
=1
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Ab dieser Stelle sind i, j, k wieder grundsétzlich i, 7, k € {1;2; 3} und iiber doppelte Indizes

wird wieder summiert. Eine Projektion des resultierenden Drehmoments M™ auf die drei
Achsen d; ergibt:

M*.d; =2 (d; x F") - d,

! ( ) / (B.16)

=2 (dj Xdi)'FZ

Das Levi-Civita-Symbol ¢, ist definiert als €,j, = e; - (e; X e;). Durch Multiplikation mit
e; und Verjiingung ergibt sich direkt:

€ijk € = € X € . (B17)

Da R grundsitzlich invertierbar ist mit R~! = RT, kann e; = R" d; geschrieben werden,
was in die obige Gleichung eingesetzt ergibt:

en RTdy = (R'd;) x (R" dy)
=det(R)R" (d; x dy)

B.18
= RT (d] X dk) ( )
Eijk dZ = dj X dk
Damit a8t sich Gleichung (B.16) noch kiirzer schreiben zu:

Alle Krafte, die die Gleichungen (B.10), (B.11) und (B.19) erfiillen, bewirken das resultie-
rende Moment M™. Thre resultierende Kraft verschwindet.

Es wird willkiirlich festgelegt, daf die Krifte F* keine Komponente in der Richtung ihres
Hebelarms d; aufweisen, d.h. daf§ komponentenweise (keine Summierung) gilt:

di-F'=0 . (B.20)

Fernerhin wird willkiirlich festgelegt, dal die Komponente eines Drehmoments in Richtung
der korperfesten Achse M™-d; gleichméfBig auf die verbliebenen zwei Kraftepaare aufgeteilt
wird, wobei darauf geachtet wird, da8 beide in die gleiche Richtung drehen (vergleiche auch
Abbildung B.1 auf der vorherigen Seite):

dy - F*=—d, F°= 1 M*. 4,
di-F’=—dy-F'= 1 M* d, (B.21)
dy - F'=—d, - F’= 1 M" d;

Die Gleichungen (B.20) und (B.21) sind ein System aus neun Gleichungen, aus denen sich
die jeweils drei Komponenten der drei Kréftepaare ermitteln lassen. Unter Ausnutzung von
e; = RT d; ergibt sich: '

FZ = iez]kR(M* . dk)ej

B.22
= ieiij(ej ®dk)M* ( )
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Durch Einsetzen 148t sich leicht zeigen, dal diese Kréfte Gleichung (B.19) erfiillen.

Die virtuelle Arbeit externer Krifte F*, die in Punkten mit den lokalen Koordinaten X*
angreifen, wurde in Kapitel 2.2 behandelt und lautet nach Gleichung (2.38):

G™(t) = (dp(t) + SR(H)X") - F* . (B.23)
Einsetzen aller Kraftepaare ergibt sofort:

G™(t) = (dp+IR€') -1 R(e; @ dy) M*
+ (0 + R (—€")) - (1) eiju R (e; @ dy,) M*
=1(0Re") e R(e; ® dp) M*
= % éd; - e, R (e; ® di) M™
=10d; -5 R (dy, - M¥)e;
= Lod; i d; (dy - M)

(B.24)

Wie erwartet interagiert die Aufbringung eines Moments nicht mit den Verschiebungs-
freiheitsgraden d¢, ¢. Ein komplettes Ausschreiben dieser Gleichung und anschlieBende
Verwendung des grafimannschen Entwicklungssatzes ergibt:

G (1) = 0dy - 3 (do( M - dy) — ds(M - )
+ody - L (dy(M* - dy) — dy (M - d))
by L (dy (M - dy) — do( M - dy))
= §d; - 1M x (dy x ds)
+ddy - sM* x (d3 x dy) (B.25)
+8ds - 1M x (dy % dy)
= 0d; - 1M* x d;
+ddy - s M* x dy
+6ds - LM* x ds

=N N

Damit ergibt sich in Kurzschreibweise:
G™'(t) = %5di(t) S (M*(t) x di(t)) . (B.26)

Der Beweis, daf} diese Formulierung eine gultige Beschreibung fir die Aufbringung externer
Momente ist, wurde bereits in Kapitel 2.2 vollzogen.
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Anhang C

Bemerkungen zur Balkenformulierung

Es folgen einige praktische Uberlegungen zur Implementierung der in Kapitel 3 behandelten
Balkenformulierung. In Abschnitt C.1 erfolgen einige kurze Betrachtungen der Bedeutung
der Skelettlinie als Balkenkoordinate im kontinuierlichen Fall und eine Betrachtung der
Tragheitsterme des Simo-Reissner-Balkens mit Direktorkinematik. Abschnitt C.3 widmet
sich den Schwerkrafttermen.

C.1 Skelettlinie und Jacobideterminante

Betrachtet wird die Balkenskelettlinie in der Referenzkonfiguration %,. Gegeben sei ei-
ne beliebige Raumkurve mit einer beliebigen freien Koordinate ¢ und einem beliebigen
Ortsvektor ¢,(t) (siche Abbildung C.1). Die Bogenldnge S einer Raumkurve an einem

\\
I'
“5(1)
€3 Joo(t)
€2
€]

Abbildung C.1: Balken — Skelettlinie

beliebigen Punkt ¢* ist durch die folgende Beziehung gegeben (vgl. z. B. Bronstein &

Semendjajew [BS89):
t*
. [0py Op
to
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In der vorliegenden Balkenformulierung wird die explizite Bogenldnge S nie bend6tigt, wohl
aber die Ableitung des Ortsvektors ¢ nach der Bogenldnge S. Fiir diese ergibt sich sofort:

Dy _ Opy (OS\'_ b0 (C.2)
mit ¢, = % (wobei noch einmal hervorgehoben wird, daf es sich in diesem Fall nicht um

eine Zeitableitung handelt). Daraus folgt sofort:

90
s

-1 . (C.3)

Dieser Zusammenhang ist fiir die Definition der Referenzonfiguration des Direktordreibeins
in Kapitel 3.1 von Bedeutung.

C.2 Integrationsgrenzen und kinetische Energie
Die kinetische Energie des Balkens lautet nach Gleichung (3.12):

B = %/pO(Sa 9) ':t(S?H’t) ’ ':t(S’H’t) dv

Zunéachst werden die Integrationsgrenzen betrachtet. Sei also f eine beliebig geartete Funk-
tion im Balkengebiet Z mit:

cb:/f(w)dv . (C.4)

Zur Vereinfachung der Darstellung und vollig in Einklang mit der Kinematik auf Seite 40
wird #2 = S definiert. Damit 148t sich ein Vektor 8* einfithren mit 8* = 0'e;+60%e,+60%e;.

Die Balkenkinematik aus Gleichung (3.2) kann als Transformation F aufgefait werden:
x(0,t) = F(0*,t) = (0 ) +0*d,(6°t) . (C.5)

Gleichung (C.4) laBt sich dann durch Integralsubstitution schreiben als:

OF (0~
b — /f(:c) v = / F@)dV = /f (F(6")) ’ a(e* Naor . (o)
% F(6%) 0
Fiir die Jacobideterminante |J| ergibt sich aus Gleichung (C.5) direkt:
OF (0"
‘J| - ’ 8(0* ) = d1 dg Q0793 +0ada793 = (dl X d2) . ((p793 + 9ada793) (C?)
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durch Ausnutzung der Definition des Spatprodukts durch eine Determinante. Unter Be-
riicksichtigung der Gleichungen (3.3) und (3.5) gilt in der Referenzkonfiguration:
|J(Sv O)| = d3(Sv O) ' (90,93(37 O) + eadaﬁ?’(sv O))
=d3(95,0) - (5075(5, 0) + 6%, s(S, 0))
= ¢5(5,0) - pg(S,0) +ds3(S,0) - 0%dq,s5(5,0)

=1+d;(5,0) - 6%da,s(5,0) o
Z1+dyo-6daos
= 130(5)]
Damit &8t sich die kinetische Energie in Gleichung (3.12) schreiben als:
= 3 [ (5.0 (5.0.0) - #(5.0.1) |3u(5)] 0"
(C.9)

0*
L

= %/ //,oo(S,O) x(9,0,t) - (5,0,t)|Jo(S)| do*do' dS
0

01,02

Der Term |Jo| = 14+d30-0%d, 0,5 wird als Ma$ fir die Kriimmung der Referenzkonfiguration
angesehen, siche z. B. Simo [Sim85.

Ein Einsetzen der Kinematik (3.2) in die vorherige Gleichung und anschlieBendes ausmul-
tiplizieren liefert eine langere, wenn auch nicht besonders komplizierte Gleichung fir die
kinetische Energie, die sich durch einen Vergleich der Einzelterme mit den Definitionen der
Flachenmomente (3.8), (3.9) und (3.10) zur folgenden Gleichung zusammenfassen lafit:

L
g =1 / P PA+2¢ - dasSS +das - dgsMP dS
0
. (C.10)
+3 / (- @S +2¢ das M +dos - dssTo™) (dso - dyos) dS
0
Dazu dquivalent ist Gleichung (3.13):
L
e =1 / P pA,+2¢ dasSS+das ds M dS
0
mit Gleichung (3.14): . o
Ap = Ap + S;/ d30 . d'yO,S

Sg‘ = S;)‘ + Mgw dso-dyos
MSP = MY + T97 dyo - doyo,s
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C.3 Lageenergie

Die potentielle Lageenergie eines Korpers in einem homogenen Gravitationsfeld mit der
Fallbeschleunigung g, ist allgemein (siehe Gleichung (2.14)):

fog. —/gO-XpO(X) av o (C.11)
B

Unter Einbeziehung der Kinematik in Gleichung (3.1) ergibt sich daraus direkt:

L
e — = [ [ [ 0(.6) gy o+ 0° du]130(5)] d? s a3 (C.12)
0

01,62

und nach wenigen einfachen Umformungen unter Einbeziehung der Definitionen der Quer-
schnittsgroBen in den Gleichungen (3.14) 148t sich dies wie folgt zusammenfassen:

B = g, - / ©(S) Ay(S) +da(S)S5(S)dS . (C.13)

Durch die Definition eines konstanten erweiterten Gravitationsbeschleunigungsvektors g
mit

.6 = {9070707070} . (014)
148t sich Gleichung (C.13) vollig analog zu Gleichung (3.17) zusammenfassen und es ergibt
sich Gleichung (3.28):

L
B = gy [ M(S) B(5.1)
0
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Anhang D

Erganzungen zur Schalenformulierung

D.1 Verzerrungsenergie

Rotationsinvarianz der Verzerrungsmalle

Gleichung (4.14) impliziert eine Invarianz des konstitutiven Gesetzes unter Starrkorper-
bewegungen. Dies geht mit dem Fundamentalprizip der Beobachterunabhéngigkeit (frame
indifference) konform. Dies wird im folgenden, wie schon in Betsch & Sanger [BS09b| ver-
offentlicht, gezeigt. Sei durch &% = (Lp#, d#) € Q eine Bewegung definiert, die sich von
der Bewegung @ = (¢, d) € Q nur durch eine Starrkérperbewegung unterscheidet. Dann
existiert ein Vektor ¢(t) € R? und ein Rotationstensor Q € SO(3), so daB gilt:

@™ (S,t) = c(t) + Q(t) (S, 1)
d*(S,t) = Q(t)d(S, 1)

Es kann leicht nachvollzogen werden, daf alle kinematischen Groflen in Gleichung (4.12)
gegeniiber Starrkérperbewegungen invariant sind. Beispielsweise gilt:

(D.1)

als = ¢l @
=Pa Q'Q P (D.2)
A
= s

Ahnlich gilt auch: ﬁfﬂ = Kap und 77 = 7,, so daB gilt: W(afg, /{fﬁ, ) = W(aaﬁ, KaB, Yo)-
Dies impliziert auch die Rotationsinvarianz der Verzerrungsenergiefunktion

W(Q¢,.QdaQd) =W(p,. dod) (D.3)

wie im folgenden gezeigt wird: Sei Q. = expso(g)(eé) € SO(3) fir alle £ € R mit dem schief-
symmetrischen Tensor £ € so(3). In diesem Zusammenhang ist also expgq ) die Exponen-
tialabbildung der Drehgruppe. Aus der Rotationsinvarianz der Verzerrungsenergiefunktion
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folgt:
d .
0= d_€ W(Q ‘P,and,Ode)

W a aW
v, ad -&d, -&d (D.4)
oW oW oW

= ¢ —— xd,+— xd
¢ [&07& X ot Ba, T 9a

fir alle € € R3.

Allgemeine hyperelastische Materialmodelle

Fiir allgemeine Verzerrungsenergiefunktionen sind die algorithmischen Spannungsresultan-
ten fir Gleichung (4.19) wie folgt definiert:

aﬁ = d Wnn+17n+1 (a'na a’n-i-l) + daaﬁ W"‘n’yn (a’na a’n—l—l)

aﬁ — d Wa"’\/"+1 ([QT” f{,nJrl) + dlia/ﬁ Wlln+1’7 (Rna Kszrl) (D5)
1
qﬁ - 92 [d“fBWannn (7n77n+1) + dysWariimni (7n77n+1)]

mit

da ,@va (a'na a'n-l—l) -

8W ( 7) n w (an+17’<"'7 '7) -W (a’n7 K’uAY) - ga—vyvp (a’n+%7’<‘37 7) Aaup
n+z=o 9

- Qg
Daa; (Aay,)? i
dnagm/;ry (K'na F"'nJrl) -
8W W (CL Kni1, '7) - /—W/ (G, K, 7) 88:1/ (a’ K’nJr ) 7) AHVPA
L—) =
daq/j VVZIK (7117 7n+1) =
a/—Wv ( w (a’7 K’uWnJrl) - W(G’7K’7 ’Yn) - gTW (a’ K Ypal ) A’VVA
- \a, K, 7, l) + ¥
a”}/ﬁ +2 (A’yy)2 B
(D.6)

und

Aaap = (@ap) sy — (Aap),  Dkasg = (Fag)pir — (Fag), A= (18)npr — (V8)n
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D.2 Erhaltungseigenschaften der Schale

Im folgenden werden einige wichtige Erhaltungseigenschaften der kontinierlichen Schale,
die auch nach der Diskretisierung bewahrt bleiben sollen, skizziert. Dabei wird sich sehr
eng an der Darstellung in Betsch & Sanger [BS09b| orientiert.

Impulsbilanz

Der Gesamtimpuls einer Schale ergibt sich durch die Kinematik (4.2) direkt zu:

P= /Amgady . (D.7)

2

Im Falle verschwindender externer Lasten (G™* = 0, G*** = 0) und reiner Neumannrand-
bedingungen ist der Impuls eine Erhaltungsgrofie. Der Beweis erfolgt tiber die Einfiihrung
einer Testfunktion & = (dp,dd) = (&,0) mit einem konstanten und beliebigen &€ € R?.
GeméaB Gleichung (4.20) ist G™ (®; (&,0)) = 0. Zusétzlich folgt aus Gleichung (4.10):

Gm@ﬁ@ﬁDZE:/Am¢¢V
0

Unter dem Ausschlul von Gravitation gilt GP°' = 0, so dafi aus Gleichung (4.24) lediglich
verbleibt: .
G°(®;(£,0)=¢-P=0 (D.8)

P ist also konstant.

Drehimpulsbilanz
Aus der Schalenkinematik (4.2) ergibt sich unter Berticksichtigung der Tragheitsgrofien
(4.8) mit der Bedingung, daf gilt S,, = 0, der Gesamtdrehimpuls einer Schale direkt zu:
L:/[Apocpxc'pupodxd} R (D.9)
T
Es werden Testfunktionen d® € V nach Gleichung (4.4) der folgenden Form eingefiihrt:
0P = {dp,dd} = {€ x p, & x d}
mit konstantem & € R3. Gegeben seien reine Neumannrandbedingungen der Form:
G (@ (€ % p,& x d)) = 0

Gravitation wird wieder ausgeschlossen: GP° = 0. Eingefithrt wird die Bewegungsabbil-
dung L. = L - £ und im folgenden nachgewiesen, dafi es sich unter den obengenannten
Voraussetzungen um eine Bewegungskonstante handelt.
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Aus der Rotationsinvarianz der Verzerrungsenergiefunktion (siehe Gleichung (D.4)) folgt
aus Gleichung (4.20):

: oW oW oW
int . _ . . -
G (@i x o6 x ) = [ [M (€% 0) + g (€3 da) + G (€ d)] 1z
20
oW oW oW
__5./ [a% X Pt g < dat G xd] 4.7
2
=0
(D.10)
Fiir den dynamischen Anteil folgt aus Gleichung (4.10):
G (@i (¢ x 06 x ) =€ [ [y xptTydxd]ds
y& (D.11)
:5.&/[Ap0go><gb+lpod><d}d5/
2
Insgesamt ergibt sich aus der schwachen Form (4.24):
. d
C@(Expexd) =€ L=T1.=0 (D.12)

Damit ist die Bewegungsabbildung L. eine Erhaltungsgrofe.

Energiebilanz

Koénnen die externen Lasten aus einem Potential V(@) das nicht explizit zeitabhén-
gig ist, hergeleitet werden, sind die betrachteten mechanischen Systeme autonome hamil-
tonsche Systeme. Die Erhaltung des Hamiltonfunktionals (oder der Gesamtenergie) kann

leicht durch Einsetzen von 6@ = (d¢), dd) = (¢, d) in die schwache Form (4.24) bewiesen
werden. Entsprechend ergibt sich aus Gleichung (4.20):

. o d o
G (b, (¢, d)) = &/W(cpwd,a,d) i . (D.13)
20

Es wird das Gesamtpotential V' aus innerer Energie (E™), der Arbeit einer externen Last
(E*** = V) und dem Gravitationspotential (EP°") eingefiihrt:

V(P) = E55(®) = B™(P) + E™Y(B) + E*N(P) . (D.14)

Mit Gleichung (4.15)
E™(®) = / W(p ., da d) ds

0



Anhang D Ergdanzungen zur Schalenformulierung 161

kann geschrieben werden:

dVv

G (@, (. d)) — G (¢, d) + G (&, (¢, d)) = % [E™ 4+ B 4 B™] = . (D.15)

Der Ausdruck in Gleichung (4.10) fiir den Beitrag der Trégheitsterme der schwachen Form
liefert:

in - L o dEkin
G (8. (p.0) = [ [ @+ 1] a7 = (D.16)
S
mit der kinetischen Energie aus Gleichung (4.9):
. 1 .o
Flin — 5/ [Ap@-@+1,d-d] 47
0
Fiir den Gravitationsanteil ergibt sich aus Gleichung (4.21):
pot o . dEPet
G (2, (p,d) = [ P Apgyds = — (D.17)
2
Insgesamt ergibt sich die schwache Form in Gleichung (4.24) dann als:
. d . .
G (D, (p.d) =— (B + E™+ B+ E*") =0 . (D.18)

dt
Damit ist die Gesamtenergie F8 = EXn 4 pint 1 fext . ppot oine Erhaltungsgrofe.
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Anhang E

Anmerkungen zu hoherdimensionalen
Verbindungen

E.1 Schalenverschneidung

Invarianzeigenschaften

Im folgenden werden Invarianzeigenschaften der kontinuierlichen Schalenverschneidung aus
Kapitel 6.3 unter der folgenden allgemeinen Transformation

@™ (8,1) = e(t) + Q1) 'p(S. 1)

) A E.1
d*(S,t) = Q(t) d(S, 1) (=Y
diskutiert. Die beiden Zwangsbedingungen aus Gleichung (6.21) mit:
7 ='p(5) + [p5(5) < d(S)] a1 +4(S)ax +ps(S)as = T(5)
4 =1d(S) - "d(S) — 'dy(S) - "dy(5) '
werden zunachst separat diskutiert. Aus der ersten Gleichung folgt direkt:
(", d") = c+ Qlp(S) — ¢ — Qlp(S)
+[Qe's(S ><Q1d 5)] a1 +Q'd(S) as + Q' 5(S) as (E£3)

= Q[(9) + [to,5(5) x d(9)] @ +'d(S) a2 +"p 5(S) a — "p(S)]
=Q <I)<p(i907 Zd) )
da fiir Q € SO(3) gilt: Q (a x b) = (Qa) x (Qb). Aus der zweiten Gleichung von (E.2)

folgt direkt: ‘ '
oU(p", ") = (Q'd(5)) - (Q"d(S)) — do(S) - "do(S)

=1d(S)- QT QUd(S) —'dy(S) - "dy(S) (E4)
— (i, )
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Wie aus Gleichung (E.4) hervorgeht, ist der Anteil der Direktoren an der Mortar-Zwangs-
bedingung (6.21) invariant gegentiber Verschiebungen und Rotationen, was in einer be-
dingungslosen Impuls- und Drehimpulserhaltung fiir die behandelten Zeitschrittverfahren
resultiert. Aus Gleichung (E.3) jedoch geht hervor, daf eine Drehung des Beobachters
zu einer Drehung der resultierenden Positionszwangsbedingung fiihrt: ®¢(Qp, Q'd) =
Q ®7(%p,d). Nach Puso |[Pus04] bedeutet dies Drehimpuls- und Energieerhaltung nur
dann, wenn die Zwangsbedingung in allen Zeitknoten inklusive der Referenzkonfiguration
exakt erfiillt ist (®7), = 0, wobei letzteres durch die Definition der Abstandsfunktion in
Gleichung (6.19) automatisch gewdhrleistet ist.
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Anhang F

Erganzungen zur Systematik hybrider
Mehrkorpersysteme

F.1 Beispiel: Tennisspieler

Zusammenstofl —

Abbildung F.1: Tennisspieler — Aufbau des Demonstrationsbeispiels (links)
und Verzerrungsenergie der flexiblen Komponenten (rechts)

Das Beispiel des Tennisspielers aus Kapitel 7.2 ist ein Demonstrationstrager fir die Sy-
stematik der flexiblen Mehrkérpersysteme, wie sie im Rahmen dieser Arbeit entwickelt/
weiterentwickelt wurde. Der Korper ist aus neunzehn Starrkérpern (siche Kapitel 2) mit
sehr unterschiedlichen Trégheitseigenschaften aufgebaut, die durch verschiedene — grof3-
tenteils aktuierte — Gelenke (siehe Kapitel 5) miteinander verbunden sind. Der Schlager
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besteht aus quadratischen Balkenelementen (Griff und Rand, siehe Kapitel 3) und Scha-
lenelementen (Schlagflache, siche Kapitel4). Am unteren Ende ist er fest mit der ,Hand*“
verbunden (starre Verbindung zwischen Starrkérper und Balkenknoten, siehe Kapitel 5
und 6), die Verbindung zwischen Schlidgerrand und -griff ist ebenfalls eine starre Verbin-
dung (transversale Balkenverbindung, ebenfalls sieche Kapitel 5 und 6). Die membranar-
tige Verbindung zwischen Schale und Balken ist mortar-dhnlich formuliert (siehe Kapitel
6.4). Ebenso durch eine Schale modelliert ist der Ball. Der Kontakt zwischen Schlagfliche
und Ball ist reibungsfrei mittels eines Mortar-Kontakt-Algorithmus (siehe [HB09]) model-
liert.

Die Armbewegung des Tennisspielers, dargestellt durch die Bewegungsabbildungen 7.7
und 7.8 auf den Seiten 118 und 119, ist voll aktuiert, durch die Balken und Schalen des
Schliagers ist das Gesamtsystem allerdings hochgrading unteraktuiert. Wie aus Abbildung
F.1 hervorgeht, fiihrt der Zusammenstof§ zwischen Ball und Schlagflache zu einem starken
Anwachsen der Verzerrungsenergie.

F.2 Transformation von TragheitsgroB3en

Die Transformation von Tragheitsgrofien ist Gegenstand vieler Mechanik-Lehrbiicher. Bei-
spielhaft sei hier Gross, Hauger, Wall & Schroder [GHWS09] genannt. Unpraktischerweise
behandeln diese Lehrbiicher nur die Transformation in das und aus dem Hauptachsensy-
stem; Skalierung wird in keinem dem Autor bekannten Lehrbuch behandelt. Daher wird
dies hier kurzerhand entwickelt.

F.2.1 TragheitsgroBen in 2d

Gegeben sei ein Korper 2 € R?, auf den die folgende Transformation F angewendet wird:
X*"=F(X)=RDX + ¢ : (F.1)

Dabei ist R eine Rotationsmatrix R € SO(2), D ist eine diagonale Skalierungsmatrix mit
D = diag([D; Ds]) und Dy, Dy > 0 und ¢ ist eine Verschiebung ¢ € R2 Es existiert
immer eine Umkehrabbildung mit:

X=F'X")=D"'"R'X*"—¢)=D'R"(X* - ¢) : (F.2)

Die effektive Querschnittsfliche A wurde eingefithrt in Kapitel 7.1.1 als:
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An der gleichen Stelle wurde das effektive statische Moment S eingefithrt mit:

S = /d(X)X o (F.4)

Q

und der effektive Flachentragheitstensor J als:

J:/d(X) (X X)L, - X ®X]d0 . (F.5)

Q

Wird der Korper €2 mit der obengenannten Transformation skaliert, gedreht und verscho-
ben in *, so resultiert die neue effektive Flache A* mit:

A* = /d(X)dQ :/d(Fl(X*))dQ

o F(Q)

(F.6)
F(X
= /d(F(F_l(X*))) ‘det (aﬁfX ))'dQ = /d(X) dQ||D||
Q Q
Ein Vergleich mit Gleichung (F.3) liefert direkt:
A* = A ||D|| . (F.7)
Das effektive statische Moment S~ des transformierten Korpers Q* lautet:
S :/d(X)X*dQ = /d(F—l(X*))X*dQ
o F(Q)
F(X
= /d(F(F‘l(X*)))F(X) det OF(X) dQ
0X
(F.8)

— ®

d(X) (RD X + ) d [|D]|

Q
:RD/d(X)XdQ ||D||+go/d(X) a9 D)
Q Q

Ein Vergleich mit den Gleichungen (F.3) und (F.4) liefert direkt:

S"=(RDS +¢A) [D| . (F.9)
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Eine Betrachtung des effektiven Tragheitstensors J* des transformierten Korpers Q* lie-
fert:

J* = /d(Fl(X*)) [(X*- X9 - X* @ X*]dQ
d(X) [((RDX +¢) - (RDX +¢)) L, — (RDX +¢) @ (RDX +¢)] 22 ||D|

d(X)RDX -RDXdQ |D| I, - /d(X)RDX ® RDXdQ |D|
Q
+2 /d(X)go~RDX dQ |D|| —/d(X) (p ® RDX + RDX @ ¢) dQ ||D|

Q Q

+ [dx) e a2 D) L- [dX)psean D]
Q Q

(F.10)
Betrachtung der einzelnen Terme:
[dx)e @D L- [dx)po e D]
Q Q
~ (¢ ¥)L-w ) [ dX) a2 D]
J (F.11)
=((¢-p)h—px¢p) A|D|
(vgl. Gleichung (F.3)).
2/d(X) ¢-RDX dQ |D|| — /d(X) (@ RDX + RDX ® ) dQ ||D||
Q Q
=2p- RD/d(X) dQ |ID|| — ¢ ® RD/d(X) dQ |D|| — RD/d(X) dQ |D|| @ ¢
J J J (F.12)
= (2¢-RDS — ¢ @ RDS —RDS ® ¢) |D||
(vgl. Gleichung (F.4)).
— /d(X) RDX ® RDXdQ |D|| = —RD/d(X)X ® XdQ D'RT ||D||
J J (F.13)

— “RD [(J) L, - J] D"R" |D|
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mit dem Spur-Operator tr(o). Dies gilt, da im zweidimensionalen Fall gilt:

tr(J) = tr /d(X) (X X)), - X ® X]dQ

= /d(X) [tr (X - X)Iy) — tr(X ® X)]dQ (F.14)
:/d(X)X—XdQ
und damit:
tr(J) I, —J = /d(X) X®Xd) . (F.15)

Q

Fiir den letzten verbleibenden Term in Gleichung (F.10) gilt:

/d(X) RDX -RDX dQ |[D| I, = (DRR"D") : /d(X)X@X dQ [|D|| I,
= (DD) : (tr(J) I, — J) | Dl I
(F.16)

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (F.11), (F.12), (F.13) und (F.16) lat sich Glei-
chung (F.10) kurz schreiben als:

J= (¢ p)L—pa¢p) A+ (20 -RDS — ¢ @ RDS — RDS ® ¢)

—RD [tr(J)I,— J] D'R" + [(DD) : (tr(J)I, — J)] I| |D|| . (F.17)

F.2.2 TragheitsgroBen in 3d

Die Transformation der Tragheitsgrofien im dreidimensionalen Fall erfolgt vollig analog der
Transformation im zweidimensionalen Fall. Gegeben sei jetzt ein Volumenkérper 2 € R3,
auf den die folgende Transformation F' angewendet wird:

X*=F(X)=RDX +¢ (F.18)

mit einer Rotationsmatrix R € SO(3), einer Skalierungsmatrix D = diag([D; Dy Ds]) mit
D1, Dy, D3y > 0 und ¢ und einer Verschiebung ¢ € R3. Es existiert immer eine Umkehr-
abbildung mit:

X=FYX")=D'R N X*"—¢)=D'R"(X* - ¢) . (F.19)
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Das effektive Volumen V eines Kérpers wird definiert als:

V= / AX)dQ . (F.20)

Das effektive statische Moment S wird eingefiithrt mit:

S-— /d(X) X 0 (F.21)

und der effektive Volumentragheitstensor J als:

J= /d(X) (X X)I;— X ® X]dQ . (F.22)
Q

Skalierung, Drehung und Verschiebung des Volumenkorpers resultieren im neuen effektiven
Volumen mit:

V=V |D| . (F.23)
Die Herleitung ist dabei vollig identisch mit derer der transformierten effektiven Fléche im
2d-Fall in Gleichung (F.7). Das gleiche gilt fur die dreidimensionale Transformation des
statisches Moments, wo vollig analog zu Gleichung (F.9) gilt:

S"=(RDS+¢V) |D| . (F.24)

Nur geringfiigig unterscheidet sich die Transformation des effektiven Tragheitstensors. Da
im 3d Fall gilt (vgl. Gleichung (F.14)):

tr(J) = tr /d(X) (X X)L — X © X]d
Q

d(X) [tr (X - X)L;) — tr(X ® X)]dQ (F.25)

g

2 / d(X)X - XdQ ,
Q
so gilt fiir den deviatorischen Anteil des Trégheitstensors (vgl. Gleichung (F.15)):

Lir(J) I3 —J = /d(X) XoXd . (F.26)

Damit ergibt sich die Transformation des Volumentragheitstensors analog zu Gleichung
(F.17):

J=|(¢-9)Li—pa¢p) V+ (20 -RDS - p@RDS -RDS @ )

—RD [ tr(J)I; - J] D'R" + [(DD) : (2 tr(J)I; - J)] I;| D] . (F.27)
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F.3 Visualisierung von Balken

Durch die Parametrierung der Balkenelemente durch Finite-Elemente-Netze (siehe Kapitel
7.1) stehen diese auch fir die Visualisierung zur Verfiigung. Diese Systematik wird noch
ein wenig naher beleuchtet:

Y Y )
1 )|

/

T T

\

l )|
T
Schritt 1: Schritt 2: Schritt 3: Schritt 4:

Import Extrakt Randsuche Vereinfachung

Abbildung F.2: Schritte der Parametrierung und Visualisierung eines Bal-
kenquerschnitts tiber FE-Netze

Abbildung F.2 zeigt schematisch die Vorgehensweise bei der Aufbereitung der Netzdaten
fiir Parametrierung und Visualisierung der Balken:

o Schritt 1 — Import der Netzdaten: Wie bei jedem FE-Programm ist entweder ein
Netzgenerator oder ein Importfilter fiir existierende Netzgeneratoren vonnoten. Bei
den Balkenquerschnitten handelt es sich um standardméfige 2d-Netzdaten aus bi-
linearen 4-Knoten-Elementen und/oder 3-Knoten-Elementen. Fiir den vorliegenden
Verwendungszweck erscheinen hoherwertige Elemente nicht sinnvoll.

o Schritt 2 — Extrakt der Balkenquerschnittsdaten: Durch eine einfache FE-Integration
iiber das komplette geometrische Gebiet ergeben sich die gesuchten Querschnittsgro-
Ben nach Kapitel 7.1.1. Anschliefend erfolgt eine Transformation der Querschnitts-
daten in den Schubmittelpunkt oder — wenn méglich — ins Hauptachsensystem.

e Schritt 3 — Randsuche: Da bei einem Balken nur die Mantelflache und der erste
und der letzte Balkenquerschnitt darzustellen sind (alle anderen Komponenten sind
verdeckt), sind die Randelemente des Balkenquerschnitts — 2-Knoten-Linienelemente
— zu bestimmen. Aus ihnen lassen sich spéter die Mantelflachen gewinnen.

o Schritt 4 — Vereinfachung der Randlinien: Aus dem vorherigen Schritt liegen Li-
nienelemente, die aus einem ebenen Flidchennetz generiert werden, in einer zufalli-
gen Reihenfolge vor. Prinzipiell 148t sich die spater skizzierte Vorgehensweise auch
schon auf diese Elementschar anwenden. Aus Performancegriinden wird jedoch eine
Vereinfachung der Randdaten bevorzugt. Aufgrund der Entstehung lassen sich die
2-Knoten-Linienelemente immer in Form von einfach oder mehrfach geschlossenen
Kurven derart anordnen, dafl der erste Knoten eines jeden Elements mit dem letzten
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Knoten des jeweils vorhergehenden Elements tbereinstimmt. Aufgrund der Natur
der Netzdaten geschieht dies rein durch Durchsuchen einer ganzzahligen Indexmenge
und verursacht keinerlei Rundungs- oder Anndherungsprobleme. Anschlieend kon-
nen aufeinanderfolgende parallele Linienelemente zusammengefafit werden, was eine
deutliche Reduzierung des Darstellungsaufwandes verursacht. Ergibt sich durch die
Vereinfachung eine einfach geschlossene Randlinie, ist sogar eine einfache Darstel-
lung eines Balkenquerschnitts durch eine einzige Oberflache moglich. Bei wechselnden
Netzen fiir die Parametrierung des Querschnitts ist hierbei dafiir zu sorgen, daf} die
Anzahl der Randelemente fiir die Darstellung jeweils gleich bleibt, um verwirrende

Darstellungseffekte zu vermeiden.

Damit liegt fiir jeden Balkenquerschnitt ein Liniennetz oder eine parametrierte Linie mit
den Ortsvektoren X; € R? vor. In Erinnerung an die Balkenkinematik aus Gleichung
(3.2) laBt sich fir die Lage eines Ortsvektors X; auf einer auf dem Knoten I liegenden
Balkenquerschnittsfliche folgende raumliche Lage zuordnen:

¢ s
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{
@ o
1 3

Abbildung F.3: 4-Knoten-Oberflichenelemente fiir die Visualisierung
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Abbildung F.4: 6-Knoten-Oberflichenelemente fiir die Visualisierung
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Fir die Visualisierung der Oberfliche ergeben sich damit aus einem 2-Knoten-Balkenele-
ment zusammen mit den 2-Knoten-Linienelementen der Querschnittsrander 4-Knoten-Ele-
mente fiir die Mantelfliche. Analog dazu ergeben sich aus einem 3-Knoten-Balkenelement
zusammen mit den 2-Knoten-Linienelementen 6-Knoten-Elemente fiir die Oberflachenele-
mente fiir die Darstellung jeweils eines Balkenelements.
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Aufgrund der Entstehung dieser Oberflichennetze ist eine Numerierung der Formfunktio-
nen wie in den Abbildungen F.3 und F.4 vorteilhaft.

Abbildung F.5: Balken — 6-Knoten-Oberflachenelement (dunkel) fiir die Vi-
sualisierung der Mantelfliache eines quadratischen Balkenele-
ments

Mithilfe dieser Formfunktion lassen sich die Oberflichendaten der Mantelfliche aus den
Knoten korrespondierender Linienelemente auf der entsprechenden Anzahl der Balken-
querschnitte leicht erzeugen, wie Abbildung F.5 illustriert. Insbesondere bei quadratischen
oder hoherwertigen Balkenelementen bietet dies den Vorteil, eine der Approximationsgiite
gerechte Darstellung zu erzeugen.
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