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autt + 2buxt + cuxx + dut + eux + fu = g, 78�1�19
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 ��� ��
�� !���������	�
� ��� 
��

b(x, t)2 − a(x, t)c(x, t) = 0
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 $�������
 �
�
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 $�������
%

�� ��
 !�
�	��"��#�
	�
 $�������
 ���&��
 �
	�� �
����# ��� '�
��
#�	���� �
� ���

(�	�����	����) *���
����
 ��� +��
��,������
 $�������
) ��� ��
����	� �
� �#
����	�

"���� $�������
 �
� ��� -
*�
��������	������
� ����
���� �.� !�
�	��������
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 $���
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 ��
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#�	���� ��	 ��� ������	������
� �# (��#�
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� /�
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���	 �����
�	) �� ���	����
���� $�����
���
��
 ��� �����		*��	�
 ��� �����#

$�������
 
���	 #&����� ��
�% ��� (�	�����	���� *��� ��
����
 ��� ������	������
� �*��

�����
�	) �	���	 ���� ��
�
 �&����
 1#
��#�
	����
�����*�
� �# $�������� �� ��
 $���

�����
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�	��������
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 ���% ������
� �����
 *��� ��� �
 �����# 2��3��	 �� �&��
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	����������
�) ��� ��� ��� ������������� ������ ������	) #�	����� ���

!�
�	��������
��
 $�������
 ������	�����	%

��/�� ��� ������������� 4������
� ��������	�	 �
� #�	 ��� ������	������
� ����

�
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 ��
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	������� ����
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� �
� �������� ��������

!� "�������#	�� 
�
� ����	���

$� %������ 
�����
��
��� &����

��

��
� ����� ������/�������	��
��
 ���.��	) ��

 #�	����� ��� '�##�� /�
 1	�̂ ��� ������

��������4������
� ��������	�	 *����
%

���� *��� ��
����	 ��� '�##� /�
 1	�̂ ��	����	�	 


���� �	
 ��
 '��̂

%�� Xt ��
 '��̂ ( &����

 	
� f ∈ C2(R× [0,∞))�
��

 �
� ��� 
�����
��
��� &����

 ft = f(Xt, t) ��
 '��̂ ( &����

 	
� �
 ����)

df =

(
δf

δt
+ a

δf

δx
+

1

2
b2
δ2f

δx2

)
dt+ b

δf

δx
dW.
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������� ���� ���� ��� ��
����� ��������

����� ���������	�

��� V (S, t) ��� ���	 ����� ��	��� ��� Yt ��� ���	��
��� ��
���� ���  �	��
�� ��� ������
���	�� ��� ����� !������	�� ��	����� ���	��	" #��� ���� ��� ���	��
�� Yt �����������
������ �
�

Yt = c(t)S − V (S, t),

����� c(t) ���  �	��
 ��� ��������	�� ��	"

#������ ������ $����� ��� ��� 
��
��	��� ��� ��
������ ����  ����$�� ��	��%�� �������

 ����$� &�

#�� '��� ��� (�������
�������� ��������	� S ��	������	 ��� ��
������ �	�����	������

#�%����	��
�
�������

dS = μSdt+ σSdW )*"&"*+

$�	 ��� ����	��	�� ����$�	��� μ ∈ R ��� σ ≥ 0"

 ����$� *�

#�� ����� ���	��
�� Yt ��	 ������
��" #����	�� ���� !���	������ ���� ��� ������
���� ���	��
��
�������� ���  ��	�����,������	 ��� �
������ ������ ��(��
	 ��� ���� ������
���  �
����

�"�" �� ��
	

dYt = rYtdt

 ����$� -�

#�� ���	��
�� Yt ��	 ��� ���	���� ��
��	.���(������� �"�"

dYt = c(t)dS − dV (S, t). )*"&"-+

/�	��
�� ������  ����$�� ���� ��� �
��������
����
������� �����
��	�	 ������"

0��� ��$ 1�$$� !�� 2	�̂ ��
�	 ��� ��� ���	 ����� ��	��� V (S, t) (�$ 3��	����	 	 ���

#�%����	��
�
�������

dV =

(
δV

δt
+ μS

δV

δS
+

1

2
σ2S2 δ

2V

δS2

)
dt+ σS

δV

δS
dW. )*"&"4+

������ ��� �
��������� )*"&"*+ ��� )*"&"4+ �� ��� �
������� )*"&"-+ �������	(	� ���5
	

$��

dYt =

[
cμS −

(
δV

δt
+ μS

δV

δS
+

1

2
σ2S2 δ

2V

δS2

)]
dt )*"&"6+

+

(
cσS − σS

δV

δS

)
dW. )*"&"7+
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����� ��� 	
������� ����
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�� �
���
��

 Yt� ���� c(t) ��


c(t) =
δV

δS
(S, t)

������� �������

����� ���
� ���� ���� ��� ��������� ������� ��

dYt =

[
cμS −

(
δV

δt
+ μS

δV

δS
+

1

2
σ2S2 δ

2V

δS2

)]
dt ����� �

!���������� �������

��
 "��
����� ��
 dYt ��
 	
�#�� �����$� ��� !
� Yt = c(t)S − V (S, t) �� ��� ���������

dYt = rYtdt�

����%�

r

(
δV

δS
S − V

)
dt =

(
cμS − δV

δt
− μS

δV

δS
− 1

2
σ2S2 δ

2V

δS2

)
dt

=

(
− δV

δt
− 1

2
σ2S2

t

δ2V

δS2

)
dt.

����� &#�
�#�� ������ #�� ��� ���������	�
����

�����'

δV

δt
+

1

2
σ2S2 δ

2V

δS2
+ rS

δV

δS
− rV = 0.

(��������� #�� ���
� ��������� #�� ��� �����#����� )��������� ��*����������������� �������

�
##� #�� �� ��# +�
������ ��

 �
 
��� ���
������� �# ���� )���%
��
��� ��*��������,

��������� �������� �� ����'

a(x, t) = 0 ��� b(x, t) = 0��

-# 	
������� ������ ��� +��� , ��� "��%���������� ������%���

�����
�
�����
��

�� ���
)��
���� .���' C(0, t) = 0, C(S, t) ∼ S (S → ∞),

�� ���
)��
���� ���' P (0, t) = Ke−r(T−t), P (S, t) → 0 (S → ∞).

������ ��� 	�� 
��
���
����������
���� ����� 	��� � � � ����
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��������������	

�� ������	
���� 
���� C(S, T ) = (S −K)+,

�� ������	
���� ���� P (S, T ) = (K − S)+.

����� ���������� ��� ������������
����	����� ��� ��� ����� ����� !���� ��� "��#��
�	������� ���� $�� � � ������	
��� %��	���� $	��	��� ��
 ����
��� ���&�
 �	� ����'�	�

��� ()
��� #���������


��
 ��� ��������	
� �
���������

��� ��
	� � �	
���� � ����	
��� ��� ��� ������ �
��� ��� �������������� ������� ���

������

C(S, t) = SΦ(d1)−Ke−r(T−t)Φ(d2), 0 < S, 0 ≤ t < T,

��� ���  ����������!������� ��� ��
��
������
�"���������

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
s2

2 ds, x ∈ R,

��� ���

d1,2 =
ln( S

K ) + (r ± σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

.

����	
�
"
 �	�� ��� �	�� ����	

�	&&� �	�
�
 ���&�
 ����#���

�� *���
���$��	�� ��� ������������
����	����� 	� �	� +��$���	����
���	�����

uρ = uxx�

�� ()
�� ��
 ���#��$


uρ = uxx, x ∈ R, ρ ∈ (0, T0],

$	� ��� ,�����
#��	�����

u(x, 0) = (e(k+1)x/2 − e(k−1)x/2)+.

-� ! ������
���$��	�� 	� �	� ��
�� ���	���� ���	�#����

.� /#���� ���� ��� !���� ��� "��#��	��������

0
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��� ���	�
��


������#

���� ��� ��������	
� ��
���
���

��� ���	���	
���������	
��� ��
 ��� ������ ����� ��� �������������� ����
�
 ��� ���

����

P (S, t) = Ke−r(T−t)Φ(−d2)− SΦ(−d1), 0 < S, 0 ≤ t < T,

��
 Φ �� ! d1,2  �� ���� ��"����
!

������$

%��
� &����
��� ��� '���"��
��� �� ��� !�
"'���"!���
	
� ��� (����
��� ��� ���������

Φ(x) + Φ(−x) = 1 � � x ∈ R �����
 ��
�$

P (S, t) = C(S, t)− S +Ke−r(T−t)

= SΦ(d1)−Ke−r(T−t)Φ(d2)− S +Ke−r(T−t)

= S(Φ(d1)− 1)−Ke−r(T−t)(Φ(d2)− 1)

= Ke−r(T−t)Φ(−d2)− SΦ(−d1)

�

��� ����������	
��� 
��
�� �	
 �
		��

)� *�������� ���� ���	�
��
� ��� ��� ��
���������� ������ ��� ��������
�� +����� 
��"

���
�������
 ������ ������# (������� ������ ���� ���	
��
 ��� %�,��
��� ��� +�����

�������#

���� �����	

��	����� �
� ������� ����� St + Pt − Ct = Ke−r(T−t)� ��� ������� ������	������ ������


����� �	����	���
 �� ���	���	
 �	����
�
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� ��� 
�������
� ������
���� ����
� ���� �����������������

����
������ 
�� ���������������� 
�� �������� ���������

 !� ���� "���# ���� ���#������ $ �%���� 
�� &�����
�� 
�������
�� ������
��� 
�'#

����� ���
��(

)����( Δ = ∂V
∂S

�����( Γ = ∂2V
∂S2

�����( κ = ∂V
∂σ

*
���( θ = ∂V
∂t

+
�( ρ = ∂V
∂r

�������� ���	�
 ���
��	���� �����
���� �
�� 
�
��	��
� ��
���� ��� 	��� ��
 ������	�
�
��	 �� ������������ ��� ��
 ����
��� ��	  ��������� !


����
	 ��
����
�" #� ��

����
�	���� �
����
��� 	��� ���	 ��� ���������	�
����" $�� !
����� �	� ��� ���������
���
�� ���� ��� %&	��� �����'��
 ������� ����
����� ��	 !


����
	 ����� 	��
 	��	����
�	�" #� 
���
�� (
�� ��
� �
	 !
����� 
�	 	������� �����������
� ����������"
)�� ���
��	���� �����
���� *���� ���	����	���	� ��� ��
 +�	������
������ ��� ,�������
-�

������ .)���
�,������/ ���������"

)�� 0�
������� ��
 1
���	 �	� 
��
��� ����
��� ���� ��
 !
��	 ��
 ��
����	���� ������
��
�� ��� ���� �

��	������ 
�
����	���� %&	��� ������� �	�" #	� ���	 ����� ��
 (
��� �'	�
	�� ��� 1
���	 � ����	� ��� ��� 0�
���-�����	�1�������� � �������� ��� (������)�2�
�����
3�
�
�
�� ���&	� ��
���"

� ���������	�
����� ��

��
��

)�� #��� ��� ��� (������)�2�
����� 3�
�
�
�� ��	���� �

��� �
	 �� ����
	������� 1��
���� �� ��	�
���	��
�� ��� �
�� ��� ����������� �������� ��� )�2�
�����4��������� ��

��
�5����
��"

6�
 )�	�
���	��
��� ��
� ��� �4����	�
���	 1����
 
�� ��� 1����� [0, Smax] × [0, t] ����
���'�
�� �� ��� ������	�
��	�������� V (S, t) ���&	� ��
��� 	���" 7���� �
� ��� �
�	
��	�
�� M ��	������� ��� ��� 6���
��	� �� N ��	������� ���� 	��� ��� 1����
������ (Si, tj)
������� ��
��
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Si = iΔS ��� i = 1, . . . ,M

tj = jΔt ��� j = 1, . . . , N

���

ΔS = Smax
M ��	 Δt = T

N 


�� 	��
�� ������������� ���	�� 	�� ������������ 	�� ������������
���������� ��� 	����

�������������������� ��
����


��  �����	�� ���	�� 	�� !��
����	���� "����	�� ��� #���� ��	 $��
	�
�����
������ !���

��
����� ��	 ��� 	�� ������������
���������� ��� $�����
����
%��������� �������	��


��
%�
��	��� ���	�� 	�� "����	�� ��� ���� &��
�
���� ��	 ���%����'� ��� %�������
 ��%��

���(� ��� )�������� ���
�
����* ���� 	��  �����* 	�� ��� ���'��* ���� 	�� �+���� ,-
���

��
 ����������!�������� �����
���� ���	* %�
���'��� �
�
 ��(��	�� ���(� ��� )��������


��%��* ���� 	�� �������� ���
���� 	�� ������
���� ��	 	�� �+����� ,-
��� %�
���'���

%���%�* ����
 	�� ������ 	�� �������� ����� ����	���� ����


��� ������	
����	����
�

�� 	��
�� �%
������ ���	�� 	��� !��
����	��� "����	�� ��� #���	�
�����
������ ����

����������� 	�� $��
	�
�����
������ �����	 	�� .'����������
���������

∂f

∂t
=

∂2f

∂x2
, f(x, 0) = 0, x ∈ R, 0 ≤ t ≤ T,

����/
����
 ��� .'����������
��������� ��� ���� ���������� �������� ��	 ���� ��
 	��

������������
���������� 	���� )����%�������
��������� ����������� ���	��* ������
 ��

&������ 0 ���'����� ���	


����� �����	�
� ����
 ��
����

��� 	�� �+�������� "����	� ���	 ��� �����+������� 	�
 �����������
 ���� 	�� #��� 	��

������	� )���'��
������������������� %������1

∂

∂t
f(x, t) =

f(x, t+Δt)− f(x, t)

Δt
+O(Δt).

&��
������� ���	 	��
�� ������������������ ��� 2���� 	�
 3�/������/���


f(x, t+Δt) = f(x, t) + Δt
∂f

∂t
(x, t) +

(Δt)2

2

∂2f

∂t2
(x, ξ), ξ ∈ (t, t+Δt).

2���%�� ������ 	�� 3���� �-����� $�	���� ��� ��	 	�� ��������� ���� ���� 	�� ��
�

��� �%������� ����
����� ���	��* ��	���� ��� 	�� �%���� �������������������� ���'��
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����� ��������	������	
�� �
�� �������
� ��� ��	 �	������	������	
�� �� ��� ��	������

�
���������
�� ���������� ��	���� �
��� �	���� �����

f(x, t+Δt)− f(x, t)

Δt
=

f(x+Δx, t)− 2f(x, t) + f(x−Δx, t)

Δx2
.

������ �
� �
� ����� ������
�� �������� �
�� f(xi, tj+1) = fi,j+1 
�� �	���� �
��

fi,j+1 = λfi+1,j + (1− 2λ)fi,j + λfi−1,j ,

� ��� λ := Δt
Δx2 � ����� ������
���� �!���� �
� �
	�� ��� ������
�� f j+1 = Af j 

��

�� "
�	���#��� 	����	�������� �
	�������� ��	���� �
��� ��� A := (I − λG)� � ��� I ����

$��������
�	�� ��� 
��

G :=

⎛
⎜⎜⎝

2 −1 0

−1
� � �

� � �
� � �

� � �
−1

0 −1 2

⎞
⎟⎟⎠ .

%�� ���	� ����	���
�� ��� ��&�	�����'�	(
�	�� ��� ��� )	
�� �
�� ��	 ��
�������� �
�


��	� �� ) ������� ��� ����!	�� *!�
�� ���  ����� ������
����+����� f̃ j+1 = Af̃ j + rj


���	�
���� � ��� rj ��	 ,
��
���(����	 �� ���	��� j ���� �
��� �	���� ���� �
� ��	

)����	'��� 	 ej := f̃ j − f j � )-	 ��� ��
����� #�	(
�	�� �
�� �
� �������

ej = Aje0 → 0 (-	 j → ∞,

� ��� ��	 ,
��
���(����	 
� �����	 ������ '�	�
��������� ��	��� �
��� .� ����� /
��
��

������ �
 �!����� ���(� �
� ( ������ ���
���� *���
 

� ��	 0
��	���

����� ��� ��� ��� ���	
������
�� ρ(A) �
��� ��
�
� � �
�� �
� ��������� ��������

���
�����
�

• ρ(A) < 1�

• limj→∞Aje = 0 ��� ���� e ∈ R
n�

"�� 1��(� ������ *���
� �
�� �
� ��� ��
������� ��	 ���������� "��� �� �������� ��	����

�
�
 ��	��� ��� $������	�� ��	 "
�	�� A ��	������� 
� ��� �����	
�	
��
� ' � A
��������� �
 �!����� ��� $������	�� ' � G �

����

μk = 4 sin2(
kπ

2M
), k = 1, . . . ,M − 1


�� �
��� ���� (-	 ��� $������	�� ' � A

μA
k = 1− 4λ sin2(

kπ

2M
).
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������� �	 
������
��������� ���������

������ ���	
� ���� ��� 
�������� 	���� ���� �
���� ��
� ���� |μA
k | < 1 	��
� ����� ��	����

����	 ��
 	���� ���� ������
� ���� λ > 0 ��� λ ≤ 1
2 	��
� ��� �����
�
� ���� ��� �������
�

��
���� ����
 �����	��������
 �
���� ��
� ������� ���� ���� ��� ���
�����

���
� ����

�� 	�� ��� ��� !�
������

���
� ��
� ��
 ������ "����	��	 	��
 ��
������ ��� ���
����

�#����� $������������ �������

����%%��������� ���� %�� ���
���
��� ���� ��� �������
� ��
���� ���� ������� �� ���

������� ��
� �� ��� &�������	�� �����
 	��#�
 ������ �#����� '����� ��
 ��� ��
���� ����


�����	��������
 �
����� ������� ��� ��� λ < 0.5� ��� (��
���� ��
 ��� )�����
���������

��� *�� ��� !�����	 O(Δt)�
+�� ������ &������ ��
 ��� �������
� ��
���� ����
 ��������� 	�
 ��� +������%�
��� ���

��,����
���� ���� ��� ���
 	���	��
� ����� ������ �� ��� �����
�� +������

�� �������

+�
����
�*�� *��	��
���
�

����� ����	
	�� 
���� �������

��� �%�����
� -���� ��
���� ����
�
 ��� +������%�
��� ��� ��,����
���� ���� ��� ���


��� $������
����,�������.��
���
��

∂f

∂t
(x, t) =

f(x, t)− f(x, t−Δt)

Δt
+O(Δt).

������ ���� ��� f ∈ C2(t) ��� ��% /�0������0��%

f(x, t−Δt) = f(x, t)−Δt
∂f

∂t
(x, t) +

(Δt)2

2

∂2f

∂t2
(x, ξ), ξ ∈ (t−Δt, t)

����
�����
 ������� ����% %�� ��� /��%� �#����� !�����	 ��	������ ����
 ��� ��� &����

����	 ���� ��� ���
�� +����
��	 �%�
���
�

����%%�� %�
 ��� !�
�������
�������	 ���	���
�
 �� ��� (��%����
��	�	�������	 �����


%�� ��� λ = Δt
(Δx)2

��� 10�
�% *�� 	�������
�� &�������	�� ��� fi,j = f(xi, tj)

−λfi+1,j + (2λ+ 1)fi,j − λfi−1,j = fi,j−1.

���� ����
 ���� �� ��
����
��
�� 1����������� ����
����� ����� ����� 
��
�� %�
 ���

	�����
�� '#���	�� f j = (f1,j , . . . , fN−1,j)
T ��� �%�����
 ��2����
 ��
 ����� Af j = f j−1

��� j = 1, ..., N − 1 %�
 ��� ��
���

A :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 2λ −λ 0

−λ
� � �

� � �

� � �

� � � −λ
0 −λ 1 + 2λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ R
(M−1)×(M−1).
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������� �	 
������
��������� ���������

��� ���������	 
�� �
���	�� ���� ����� ���� ���������� ����� ��������� ��� ��������

��������	������� 	��
�� ������� ����� ���� ��� ���	� ������� �� ��� ������ ��������	� 

������ !�������� �
���	�� �"��������#

$��� ��� %����������� ��� &����" A ��	����� '��� ���� �"������� ���� ��������	� �
���	

��� ��������	�������� ��� ��� ���	���� (��� 
�� ������	���� ����� ����� )����	�� !���

��� ��	������� 
�� A ���*�� �� +
����#

���� ��� ���� ��� �	
��
��
��

��� � ���� n× n ���	�
 ��� �
��������� ai,j� ���� ���� ��	 ��� �������	�� μ �
� ��

μ ∈
n⋃

i=1

⎧⎨
⎩z ∈ C : |z − aii| ≤

n∑
j=1,j �=i

|ai,j |
⎫⎬
⎭

��� ��� ��� ���	�
���� 
�	�� ������� ��������� ������ A ��� ��� �������������	��������

��� ����� ��	�

|ai,i| = 1 + 2λ > 2λ =
∑

j=1,j �=i

|ai,j |.

���� ��� ���
 ��� ����������� ���� ��� ���	 ��		 ���� 
�������� ��� ������ A ����� ���

������������ ��� A ��� ����	�������� ���	���� ��		 ������ ��� !������ �	���������"����

���� ���������� !#���� �����
��

����� ��� ���	�
��� 
�	�� $�������� �����	 ��� ���� �%� ��� �������	������ ��� ������

A−1 ��� ���� ���	�
���� 
�	�� $�������� ρ(A−1) < 1 ��	����

�� ��� ������ A ��� ��� �����	� A = (I + λG) ��� ���

G :=

⎛
⎜⎜⎝

2 −1 0

−1
� � �

� � �
� � �

−1
0 −1 2

⎞
⎟⎟⎠ ,

���&	� ��� ��� ��� 
���������� ��� G ��	��� ������� ���� ����� μG
k = 4 sin2( kπ

2M ) �%�

k = 1, ...M − 1 ���� �%� ��� 
��������� ��� A−1 ��	�'

μA−1

k =
1

1 + λ4 sin2( kπ
2M )

< 1.

��������������� ��� ��� ���	�
��� 
�	�� ������� ����� �����������&��� �����	 ��� Δt
��� Δx �#���� �����&���� ����������� ���&�	� ������ ��	���� ��� $�����	 �����%���

��� ���	�
���� 
�	�� ������� ������		�� (		������� ���� ��� ������ ������� ��� !�������

�	���������"���� ��	#�� ������ ��� ��� )��������
���	�� ��� ��� ��� *������ O(Δt)�

+,



������� �	 
������
��������� ���������

����� �����	
��
��
� ����
��

��� ������� 	��
����
 ��� �����������������
� ���� �
 ������ �����
��� ��� ���
���������


������� ���������� ��� ������ ������� ���� ��� ����� ������
 ��
 ��
������ !�"���
�

��
#�����
� $����
���

∂f

∂t
(x, t) =

f(x, t+ 1
2Δt)− f(x, t− 1

2Δt)

Δt
+O((Δt)2).

%&� f ∈ C3(t) ��

 ������ !�"���
��
#�����
� ��� ��� !�"���
� ��� �����
 
����
��


'�(������(
��� ����������� �����
)

f(x, t+
1

2
Δt) = f(x, t) +

1

2
Δt

∂f

∂t
(x, t) +

(Δt)2

8

∂2f

∂t2
(x, t) +

(Δt)3

48

∂3f

∂t3
(x, ξ),

f(x, t− 1

2
Δt) = f(x, t)− 1

2
Δt

∂f

∂t
(x, t) +

(Δt)2

8

∂2f

∂t2
(x, t)− (Δt)3

48

∂3f

∂t3
(x, η),

��� ξ ∈ (t, t+ 1
2Δt) �
� η ∈ (t− 1

2Δt, t)�

��� ��� ��
�����
 !�"���
��
#�����
��
 �
� ��� ��� *����������������
� ��
������� �


��� +���������
���������
� ������ ��
 ��� 
����
�� ,������
�)

−λ

2
fi−1,j+1 + (1 + λ)fi,j+1 − λ

2
fi+1,j+1 =

λ

2
fi−1,j + (1− λ)fi,j +

λ

2
fi+1,j .

!����� ����� ���� �
 ����� �	����� -����������� ������ ���������
 ����� ��
 ,������
���

�(����

Af j+1 = Bf j 
&� j = 1, ..., N − 1 ���

A :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1+λ −λ
2

0

−λ
2

� � �
� � �

� � �
−λ

2

0 −λ
2

1+λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �
� B :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1−λ λ
2

0

λ
2

� � �
� � �

� � �
λ
2

0 λ
2

1−λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

�
���� ��� ���������
 .���� 	��
����
 ��

 ��� /��
� ��� -����� $�
 ,���������
 �������

�����
0 ���� ��
� ��
������� 12��
� ��� �����
 ��
����
 ,������
���(���� � �������� 3�

%����
��
 ���� ����� ������� ��
 ��� 4�������� ��� -��������� &�����&
��
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������� �	 
������
��������� ���������

��� ��� ��	
��� ��� 
�	��
���� ��� ��� ��	�������
��� ������� ������ ��� �	������ ��
A = (I + λ

2G) ��� B = (I − λ
2G) ���

G :=

⎛
⎜⎜⎝

2 −1 0

−1
� � �
� � �

� � �
−1

0 −1 2

⎞
⎟⎟⎠

���
���� ���  ������� ������ ���� ��� ����� �	���! C := (2I + λG) ��� "�
������ #$��%	�

����
���������&

(2I + λG)f j+1 = (2Iλ−G)f j

⇔ Cf j+1 = (4I − C)f j

⇔ f j+1 = (4C−1 − I)f j .

��� ��� ��������	���� ��� 
�	��
���� ��� ��� �!'
������ (�
�� ������� ��� ��� )������
����
� "�� (��������� ���� �	��� "�� ��� 
�	��
���� �� ������ �	

 ��
���&

4

μC
k

− 1 < 1 "�� k = 1, ...,M − 1.

�	 ��� (��������� %�� C ������� ���� ����� μC
k = 2+λμG

k = 2+4λ sin2( kπ
2M ) > 2 "�
��*

�	�� ��� ��	�������
����������� ��������������� ��	��
 ����

+����
 ��� ��� ��	�������
����������� ��� ,���	��� -
�������������� �� 
.��� ���* ���
����� ��� 	������ �������� %����������* �	 ����� ������� ���� /���������"��
���������
%�� O((Δt)2) ��������

����� ����	
����
	�
� �
	 �����������
����
����
�

0�� 
��
��� ������ ���������� ������ ��� 	��	�� ���  ����
��������
������� %�����
���

��� �������� ��� 0������������������ ��� 	�" ��� �� /	'���
 1 �����
������ 2
	���

���
���-
������� ��� 2��������� %�� 3������ "�� ����'������� +'������ 	����	����

2�� ��� �����	����� 4���	�������� ������ ��� %������������ 0�������������������� �����
��� 5	��	�
� θ ���	������"	���� 0��	���� ��� ��� �����	
�� ��6�������$��������� ���
+��������������������* ��
��� �� �������� ��������� ��
������ ������* ���������� �� ���
2
	���
���
�����6������	
�
�������* ����
� �	� "�� i = 1, . . . ,M ��� j = 1, . . . , N "�
�
������ 
����� %�� -
���������&
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������� �	 
������
��������� ���������

(1− θ)aiVi−1,j+1 +
[
(1− θ)bi − 1

Δt

]
Vi,j+1 + (1− θ)ciVi+1,j+1 �������

= −θaiVi−1,j −
[
θbi +

1
Δt

]
Vi,j − θciVi+1,j ,

��	
� ��
 
�
���
��
� �
���
�� ���� �����

ai =
1

2

(
σ2

(ΔS)2
S2
i −

r

ΔS
Si

)
,

bi = − σ2

(ΔS)2
S2
i − r,

ci =
1

2

(
σ2

(ΔS)2
S2
i +

r

ΔS
Si

)
.

��
 ��
������ ������� ���� ��� ���
��
� ��
�����������
� ��� �
� ��	
�����
�  
����

V j = (V j
1 , . . . , V

j
M )T ��
 !���� ��!�
!���� �
��
�"

AV j−1 = BV j + dj , !#� j = 1, ..., N

���

A =

⎛
⎜⎜⎝

(1− θ)b1 − 1
Δt

(1− θ)c1 0

(1− θ)a2

� � �
� � �

0
� � �

� � �

⎞
⎟⎟⎠

���

B =

⎛
⎜⎜⎝

−θb1 − 1
Δt

−θc1 0

−θa2

� � �
� � �

0
� � �

� � �

⎞
⎟⎟⎠ .

��	
� 
���$�� �
�  
���� dj ��
 %���	
�������
�& ��
 	
��'�
���
��
 !#� 
��
 (���)*'����
!#� i = 0, . . . ,M 	��� j = 0, . . . , N !
���
�
�� ���� �����

V0,j = 0, VM,j = MΔS −Ke−r(N−j)Δt.

+�� ,
�
������ �
� *'�����'�
��
� V (S, t) �#��
� ��
 ���
��
� ��
�����������
�
 ��!)
����� �
� -���
�
	
�
� .��	
������� !#� Vi,N = max {iΔS −K, 0} �
�����- �#���$���
�
�/�� �
��
��

0#� θ = 1 
��$�� ��� ��� 
1'�����
 .��
�  
�!���
�& �
���
� �
�  ���$�����2
�
��
�)
3����
��
� -
��
��
� ��� 	
� �
� ��
 4����1 5 �
�!$���& �� ���� ��� 
��
 4����1) 
����

4����'�������� ��� ,
�
������ ����
!#��� �
��
� �����

�6



������� �	 
������
��������� ���������

����� ��� �	�
�
�� θ = 0� ���
��� �� �	�� �� 
�� 	���	�	�� ����� ���������� �������


�� ���������
	������������	����� ��������

 �� 
	� ���� !�� θ = 1
2 ������ ��� 
��� 
�� "����#$	������ ��������� �	� 
�� %��#

������ &	������������	����� ��� 
	� %�	�
	�����	�	����
�

��� �����	�
���	�	���
�

$��� 
�� ����������
 
�� '����
�� ��� %�	�
	�����	�	����
 �	�
 	� 
	���� (�����	��


	� )���
	�����	�	����
 �������
	
 !�� 
�� %�	�
	�����	�	����
 ����*�	���� &��� ���
��

&	������������	����� ���+�	
�� ������ 
	� ����	����� )�������	���
�� ∂V
∂S ��
 ∂2V

∂S2 ��#

���,	�	����� ������ 
�� (���	���
�� ���� 
�� (��	������ ������������

�	�� '+
�	����	�� 
	� ����	���� )�������	���
�� ∂V
∂S �� �����,	�	����� 	�� 
�� ����	�� ��#

������� ��������� &	������������	�����

∂V

∂S
(S, t) =

V (S +ΔS, t)− V (S −ΔS, t)

2ΔS
,

�� !�����
��� ������� �	��� -���	����������� !�� O((ΔS)2) �	������  ���� 
	�  ����	�� V
�	���	����
 ��
���� ��
�� S 	��� 
	�� �	� 
�� .�*���������

V (S+ΔS, t) = V (S, t)+
∂V

∂S
(S, t)ΔS+

1

2

∂2V

∂S2
(S, t)(ΔS)2+

1

6

∂3V

∂S3
(S, t)(ΔS)3+O((ΔS)4)

V (S−ΔS, t) = V (S, t)−∂V

∂S
(S, t)ΔS+

1

2

∂2V

∂S2
(S, t)(ΔS)2−1

6

∂3V

∂S3
(S, t)(ΔS)3+O((ΔS)4).

&���� (

	�	�� 
�� ��	
�� ��	
�� /��	����
�� ������ ��� �	��� ��������� &	��������#

����	����� ��� 
	� ���	�� ����	���� )�������	���


∂2V

∂S2
(S, t) =

V (S +ΔS, t)− 2V (S, t) + V (S −ΔS, t)

(ΔS)2
+O((ΔS)2),

�	� �	��� -���	�������
���
 !�� O((ΔS)2)�

�	�� ��
��� '+
�	����	� ��� )���
	�����	�	����
 ������ 
�� ��
������� 0��	�
#���������


��� ������� 	� �������� (�����	�� ����� ���������� �	�
�

����� ����	
���
�����
����	�

1� 
	���� -��	��� �	�
 
�� 0��	�
#���������� ������� ��� ���!���	���#
��	����� ����#

���	���� &	������	��
��	����
�� �����
��� 
��	
��� 	��� !��
��������

 �� �	�� �	�������� (���*�� �	�
 
	� 2����#3������#/��	����
 ������ 	�  ��
��
�� ���

�	� 3����#4	��!	���#5������ ���������	����
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������� �	 
������
��������� ���������

���� �����	
 � ��� 
�	 �
��������
	���
	������ ��� 
	� �	�� V (S, t) 	��	� ����
��
�
������ �	�	�	� 
����

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2︸ ︷︷ ︸
Diffusionsterm

+ rS
∂V

∂S︸ ︷︷ ︸
Konvektionsterm

−rV = 0,

V (S, T ) = max{ST −K, 0}
��� S ≥ 0 ��
 0 ≤ t ≤ T � �� 
�	�	 �
	������ ��� 
�� ������ ���!�

	�"���
	� #�

����������	�	�$ �	������	� ��� 
�	 �������%�	 �
	������ ���

x = 
�(S) v(x) = V (S)

SVS = S
∂v

∂x

dx

dS
= vx,

S2VSS = S(SVS)S − SVS = vxx − vx.

&�
���� 	��%
� ��� 	�� ������ ���!�

	�"���
	� ��� ��������	� ��	'#�	��	�

−σ2

2
vxx − (r − σ2

2
)vx + rv = 0, x ∈ I = [a, b] ��
 a, b ∈ R ()���*+

��
 
	� ,�������	
������

v(a) = α, v(b) = β

��� α, β ∈ R� ���	� 
	� ����
��
!������	�#���	�

σ2,
σ2

2
− r ∈ C1(I), r ∈ C(I), σ2 ≥ c > 0

��
 ��

� #��%�#
���

c+ (b− a)2r > 0

��
�$ �	���#� 
�	�	� ������ ���!�

	�"���
	� ()���*+ 	��	 	��
	����	  -���� v ∈ C2(I)�
.�� &����	����	���� !�� ()���*+ �	� (#�� /	�	���������+ 	�� %0��
������	� "��������	�

a = x0 < ... < xN+1 = b$ In = [xn−1, xn]$ xn − xn−1 = h = b−a
N+1 #�����
	 �	
	��� &��

&�1	�	�#	����
���� 
	� "���
	�� 
���	� 
���2

Lhvi := −σ2(vi+1 − 2vi + vi−1)

2h2
− (r − σ2

2
)
vi+1 − vi−1

2h
+ rvi = 0,

1 ≤ i ≤ N,

v0 = α, vN+1 = β.

&���� 3
��������� 
	� �	�����	� 4��
5	��	 v0 = α, vN+1 = β 5��
 
�	�	� �6��	� ���

	�� N ×N ��6��	�

Ahvh = bh
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������� �	 
������
��������� ���������

��� ��� ���	
� vh = (v1, ...vN )T �����
��	 �
	 ��� N ×N � ��	�
�

Ah :=
1

h2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2σ2 + 2rh2 σ2h
2 − rh− σ2

� � �
� � �

� � �

rh− σ2h
2 − σ2 2σ2 + 2rh2 σ2h

2 − rh− σ2

� � �
� � �

� � �

rh− σ2h
2 − σ2 2σ2 + 2rh2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��� ��� �����	
�

bh = (− 1

2h2
(rh− σ2h

2
− σ2)α, ...,− 1

2h2
(
σ2h

2
− rh− σ2)β)T.

�
� �
����������������� 
�	 �	��
�� ���� Ah �
�� ����	�
� 
�	� �
� ��	�
� Ah 
�	 
����

�
��	�
�� ��� ���	�
��� ��� ��� ��	�� ��� !��
�"��"

h ≤ σ2

|r − σ2/2| #$�%�&'(

�
�"
��� �
�
���	� )� �
���� *��� "���"	 Ah ���� ��� �
���
�������
�"��" ��� 
�	

���
	 �
�� ����	�
�� ��� *��� |r − σ2/2| � σ2 
�	 ��
	
���� �� 
�	 �
� +
		����
	� h ���

,�-��
	.	�"������ �
��	 "��./ #$�%�&'( ���
� "���" "��.��	 ������ ����� �
� 
� �
����

0����������" ���	��	����� 1�.�
���� ������ ��� �.���	�� ������ �
��� �
�������

�
����-�
����� �
���	
��	�

����������	���2

3
"��.� "��	4�	� 567 #ε � 1)

Lεu(x) := −εu′′(x) + u′(x) = 0 x ∈ [0, 1], u(0) = 1 u(1) = 0.

�
� 7--�
�
��	

� �
���� 1�
����� �
	 ��� 
�
"�� �
����������������� ��� 3���
		��
	�

h = 1/(N + 1) ��"
�	

− (ε+
1

2
h)un−1 + 2εun − (ε− 1

2
h)un+1 = 0, 1 ≤ n ≤ N,

u0 = 1, uN+1 = 0.

���
	 
�	 �
� ��"��4�
"� 3 �	����	�
� 
����
��	�
�� �
�"
��� �
�
���	 ��� �
� �
��	�

��"�	
��� 8 - ��� h ≤ 2ε� �
��� !��
�"��" 
�	 ���� ��� �
� ���� ���
��� ε � 1 
� ���

1���
� ��� ������ ����������

*�� �
� 94���" �
���� �
��������"��
����"�� �
�� �
��� 7���	� ��� *
�� un = λn "��

����	� �
� �4"�
���� 6��	� ��� λ �
�� ����� �
� 6������ λ± ��� :�����	
����� +��
����"

λ2 +
2ε

1
2h− ε

λ−
1
2h+ ε
1
2h− ε

= 0

&;



������� �	 
������
��������� ���������

�������� ����� 	��
��
��������� ��� ��������������� u0 = 1 ��� uN+1 = 0 �� ���

��
��� un = c+λ
n
++c−λn− ������� 
��� ��� ����������� ����� ��� 	���������� c++c− =

1� c+λ
N+1
+ + c−λN+1

− = 0� ��� ��
��� ��� 
���� ��� ��
����

un =
λN+1
+ λn− − λN+1

− λn
+

λN+1
+ − λN+1

−
.

���������  ! ��
��� ��
 
�����"� ��
������ #������
 $
� ε = 0.1 ��� h = 0.01

%
� ε � 1
2h� �� 	� ε = 0.0001� h = 0.01 ������� &�� �� 	��
'��� ��� ��������� ( )
�����*

������ ��$�

��������� (! ��
��� ��
 
�����"� ��
������ #������
 $
� ε = 0.0001 ��� h = 0.01

+�� �������
����� ���
�
 ��$���
 ���� �
 ,��
�������� -���������� ��� �� %�������� ��*

�"����� &������

 .



������� �	 
������
��������� ���������

�� ������	
���
������
���

�������� 	
�� ��
 ��
� �
���
 �
����� u′(x) �� ��
 ����
����
���������� ��
�� ��� ���

����

��� ��� ����� ��
 ����������� ����
���������������

Δ+
h u(x) =

u(x+ h)− u(x)

h
, Δ−

h u(x) =
u(x)− u(x− h)

h


��
������
� ��
���� ���� ��
 ��������� ��
 �
���� �
����� u′(x) ������ ���! ��
�

��
 
"�	��
���� ����
������������� Δ−
h �������� �
��� �
���� �
� ��� #������� ����$


��������������

−(ε+ h)un−1 + (2ε+ h)un − εun+1 = 0.

��� �����%
��� &
�
�� Ah ��� �
�� #"
 '����'���� h > 0 �����
 ��
���
� �����
�� ���

���"�� ��
 (�
�������'��������! ���
�� ��� ���� &$&
�
�� ���� ��� )%���� �
� �� ������

*
�� ��� +���
��

un =
λN+1
+ − λn

+

λN+1
+ − 1

��� λ+ =
ε+ h

ε
,

��'�� ��� 	
������� ��
��� λ+ ���
 ����� ������ ���� ,� ������ *
�� ��'� �� 	���� ����������

������
������ �� ��
 -��
�����%���� #"
 ε = 0.1 ��� h = 0.01 . ��� /''������ 01�

/''������ 02 )%���� ��� �������
 ����%
��� 3��
�$)��� ����$4
�'���� #"
 ε = 0.1 ���

h = 0.01 ��� 5�����$���	
������
���

�� ���������� 
�������

5���
 6��'��
����� ��
 ����

��� ���	
������
��� ��� ��
�� u′(x) ��
� ��
 ���������$

	�������� ε 
�# ����� �
%7�
�� ��
� ε̂ := ε+ δh �������� ���� #"�
� 
�# ��� ����
�����$

���������

−(ε̂+ h/2)un−1 + 2ε̂un − (ε̂− h/2)un+1 = 0, 1 ≤ n ≤ N.
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������� �	 
������
��������� ���������

��� ��� ��	�
���	� ��
��	 ��
��� ��� ������ ����
 ����� ��������
��� ��� ���
������	

un =
λN+1
+ − λn

+

λN+1
+ − 1

��� λ+ =
ε̂+ h/2

ε̂− h/2
��� λ− = 1.

������� �
� �� ���
�� ���� λ+ > 0 ��� ε + δh > h/2� ��
� ��� ��� ��
� δ ≥ 1/2�  ��
���
�� !�
��� ��
��� ��� ��
� ��������
 ������ ����  " ����# ��� 
���� ���� 
������

��
$����
�����	� ��� ��
��	 �� ���
�� ���� ��� ε = 0.0001� δ = 0.5 ��� h = 0.01 �
� ��
!�������	 % ���	�
������

!�������	 %& ��
��	 ��
 
��	���� 	�
������ '����"����(����"�������
 ��� $��
����
��

����
��� ��� ε = 0.0001� δ = 0.5 ��� h = 0.01

����� �����	
���
����������� 	�� ������������� ����

�������
���������

)�� '�
��

 ���� ��
 (��	�
������ *+����",����
��� ��� ��� -���$"'�
���
".����
��	

��	�������� ��� /��� ��� ��
��� !�������	 ∂V
∂S $��� �� ��� �����������	����
��	 
����

��� ��� ��������� ��� ����� ��� ���
����	�� ����������0���������

V +
S =

V (S +ΔS, t)− V (S, t)

ΔS
, V −

S =
V (S, t)− V (S −ΔS, t)

ΔS

�++��#������ ������� -�� ��
� ��
 ���$����
 	����
����� ����������0��������� V −
S ����

��� +
1
�$���
�
�� ,��	��	 ����
 2����������
����
+���
 �� ��� +�
���(� '"3��
���	

3��
���	 	����	��� ���
 ��
�� ��� ��� ��+������� 4���� ,����
��� ��� ��� �������"

���	����
��	

1

Δt
(Vi,j − Vi,j−1) +

σ2S2

2(ΔS)2
(Vi+1,j−1 − 2Vi,j−1 + Vi−1,j−1)

+
rS

ΔS
(Vi,j−1 − Vi−1,j−1)− rVi,j = 0.
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������� �	 
������
��������� ���������

�������� ��� 	��
�������� ��

 ��� ��������� ��������
 ����
� ������� ���� ��� �����
����� ������� ��

 ���� V j−1 �������
� �������  ��� ��� ��������� ���!�������� �"��
��
"������� ������ ���

( σ2S2
i

2(ΔS)2
− rSi

ΔS

)
Vi−1,j−1 +

( rSi

ΔS
− σ2S2

i

(ΔS)2
− 1

Δt

)
Vi,j−1

+
σ2S2

i

2(ΔS)2
Vi+1,j−1 =

(
r − 1

Δt

)
Vi,j .

#
������� ��� ���
�
 ������ �� $����%�&���"� '�����
���
�� ����
� 
���

AV j−1 = BV j + dj , j = 1, ..., N

���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

rSi
ΔS − σ2S2

i
(ΔS)2

− 1
Δt

σ2S2
i

2(ΔS)2

σ2S2
i

2(ΔS)2
− rSi

ΔS

� � � � � �

� � � � � �

⎞
⎟⎟⎟⎠

���

B = (r − 1

Δt
)IN−1.

$�� ��� !���������� (���
���������� ���� ����� )�
�� ���
�
 ���������

*
���
 ���
+,��"�
,���
 
�������� �������

������

-�� .,�����+����
�����
������ ���� 
�� ��� -�
�����
������ ��� /�����'��"��
����������
0�������� ������� ���� ��� 1"�0����"�
���� �"������ ��� ����� ��� 23�����4��� 
���
��"5 �
�� 
"��

 �����"���� +
!������"��� 0��������� ������� +
 ���
 �"������� �
�� ����
�� 1�,���� 6 ��
��������

7� 8"������� ������ ��� 1"�
�
���!� ��� '��
������
��

���� ��� 
�
��� 0"���
�������
8������-�9����!�� &�������� �"�� ������ !�
���������

��

��� �������	�
 ��� 
���������

7� ���
�� �

������ ���� ��� 1"�
�
���! ��� '��
������ ��� �%,��!���� ��� ��,��!����
	���� 
"��� ��� :�����;��"�
"� $���"�� ��� !�������� +��
��
�����
������ ���! �������
�"�� ��� ��� '��
������

�������� 
�� ��� �%,��!���� 	���� $���"�� ������� �����
�����
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���� ��� ����������	

��� �����	�
� ��
 �����	�
� ��������������� ����
	�� ����� ������
��	������ 
�� ��
����

O(Δt+ (ΔS)2),

����� V (S, t) ∈ C4,2 ([0, Smax]× [0, T ]) ���
�
��� �������������� ��������� ����
	
 ����� ������
��	������ 
�� ��
����

O((Δt)2 + (ΔS)2),

����� V (S, t) ∈ C4,3 ([0, Smax]× [0, T ]) ���
�

���� ��� 
����
����	

��� �����	�
� ����� ��������� ��
 �
����� ����� 
�� ������
�  �
������ ���!��
 ��


0 < Δt
(ΔS)2

≤ 1
2 �

��� �����	�
� ����� ��������� ��
 
�� �������������� ��������� ���
 �����������"��


�
�����

�	
	��
���

��� ��� ��	�
���	� �	� 
���
�
��� �
	�� 	����
����	 ��������	� ����� �
� ��	�����	� ���

��������	�� ���� �
� ������
�
���� ����	� ��	����
��� ����	 �
� ��	�
	�
���
����

 � !����	��	 "
�� ��� #
	$��� ��� 
���
�
��� ��
� ����
�
��	 #���� ��������	 �
��
���

��	 %����
����� 

�����
�	 �	���������

������	� �����	 "
�� ��� �����	�� &�
��
�� �
	�� '���()��
�	 ����������*

K = 90, t = 0, T = 1, r = 0.01, σ = 0.1, S = 100, Smax = 150.

+����	 ��
��
���"�
�� ΔS = 0.5 �	� Δt , -�. ��"����� 
�� �
� 
���
�
�������
	��	� ���

��� 
��� /�.

Δt
(ΔS)2

= 0.2
0.52

= 0.8 > 0.5
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�
��� ��
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��������� 	
 ����
����� ��� ���������� ����� ������� ��� ΔS = 0.5 ��� Δt = 0.2

������ ��� ����� �������� ��� ΔS = 1.25 ��� Δt = 0.025 ������� ��� ��� !����������


���������

Δt
(ΔS)2

= 0.025
1.252

= 0.016 < 0.5

�������"

�������� ������ ����� ��� ��������� # ���� ����" ��� �$����$����� ! ������� ���������

%��&� ���'�� ��� ������������ ����
����� ��� ��� (������$� ) �����������"

����� ��� !��������������'����$��� ��� ��� ��������� ����� ������� �� *�������� ���

���������� ����� ��� ����$
+�'����� ������� �'���'���� ��� ��� ,�������� &�� -���
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�����'����'� ����� ������� ��� ��� -���������������'����� ����2����� ����� ��� %�����
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��������� 	
 ����
����� ��� ���������� ����� ������� ��� ΔS = 1.25 ��� Δt = 0.025

����������� ��� �������� ������ ���� !� ��� "������������ �������� �� #������$ ���

���� ������� ����������� �� $%����& ���� �� '�������� ��� �������� '����� ��� (�)�����

�������� ��� ����*������� ��� ��� ����������� +%���� ��� ,���$
-������ .�������� ��


�������& ������ �� / 0������ ����������� ������ 

(��� ���� ��� �������� ,������� ����� ����
1����� ����������


K = 90, t = 0, T = 1, r = 0.01, σ = 0.1, S = 100, Smax = 150.

������Δt
ΔS

2 /3 4 	/3 4 52/3 4 23	/3 4 4672/3

4 2 4 448	42 4 44/332 4 44/453 4 44294	 4 442768

4 43 4 445966 4 442756 4 442544 4 4422	3 4 44225/

4 4/3 4 445354 4 442588 4 444693 4 444	37 4 444	/8

4 42/3 4 445/	6 4 442439 4 444343 4 4445		 4 444552

4 44	/3 4 4452/	 4 44494	 4 444589 4 444/24 4 444263

:������ 2
 ��������� '����� ���� ���������� ����� ;��������

(�� ��������� ����� ;�������� ��� ���� ������� '������������ ���� ��� <��� t ��� ���

��� ;��������� "�� ��������� (�)��������������������� ��� ��� 1�� S ���������� ����

=����������� '������������ ���� ��� 1�� S >� :������ 2 ���� ��� '����� ��� $������

�������� -������������ ��� ������ ,�������� ��� ��������� ��� ��������� ����� ;�����


���� ����������� ,��������� ��� ��� (�������� ������ :������ ��$���� ���& ���� ���� ���
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�� ���	
� ��� �
��'���
��
 �	� ��� �	 ����
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� ����������
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���

������Δt
ΔS

)�*+ ,�-*+ ,�.)*+ ,�)+-*+ ,�,/0)*+

,�) ,�,,..01 ,�,,))22 ,�,,,+/1 ,�,,,2.0 ,�,,,2,.

,�,+ ,�,,.,0* ,�,,,021 ,�,,,*00 ,�,,,)20 ,�,,,)).

,�,*+ ,�,,.,,2 ,�,,,//* ,�,,,*)* ,�,,,,/* ,�,,,,./

,�,)*+ ,�,,*102 ,�,,,/+. ,�,,,)1. ,�,,,,+. ,�,,,,)0

,�,,-*+ ,�,,*1/1 ,�,,,/20 ,�,,,)00 ,�,,,,20 ,�,,,,).

3������ *4 5����	��� ������ ���� 6��
 %(�
����
 7�������
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�� ���������
	
� ����� ���

&���� S 	
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�� ��� 3������ *� �� ��� ������ ���� 6��
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7�������
 �� 7������
� �	 ��� ������ ���� ���������
 :	��� �
 3������ ) �
�
����� ��
 ��
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����� ���� ��	���
�� ���� ��
� ��� ��
�� �������	
� ���

�
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 ��� ������ ������� 	� ���� ��
 7������ �
 ������ $������� !�� ���
���� $��
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���
 &���% 	
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�� ��� 
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� ����������
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������Δt
ΔS

)�*+ ,�-*+ ,�.)*+ ,�)+-*+ ,�,/0)*+

,�) ,�**-2*0 ,�)1-0+2 ,�)0*22) ,�)/+.*0 ,�)/)/1+

,�,+ ,�)2.//- ,�))2,)0 ,�,11+,0 ,�,1*.2. ,�,00/0+

,�,*+ ,�),*2** ,�,/*+/* ,�,+0,)* ,�,+,0** ,�,2/*+,

,�,)*+ ,�,0)/20 ,�,+)0+) ,�,./*-- ,�,.,,-2 ,�,*-20-

,�,,-*+ ,�,/)2). ,�,2)21. ,�,*-01+ ,�,)1-0/ ,�,)-),-
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=
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 ��� ���������� :	��� ����%

��� ��������	
� ������������ ����� ��
�
 ��
�����
������� ��
����� &��
	
� ����� ��� ����

*-



������� �	 
������
��������� ���������

t ��� ��� ��� S 	�
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���� ��������� ������������� ���� ������ ��������� �	 ���

������ ���
	���� ��� ���������� ������ ��� 	�	��������� ��������� 	�
 ���� �	������

�	������ ���	� ��������

�� ����� ����� ��� 	������� ������ ������� �	!��	� �� ��� "#�
��� ���� ��� $����������

��� �	������ ������� ���	�� ��� %	����� & �	�� �	� ������ �	�� �	� '(��������
	����

�� ��������� )� ��� ���
	���� ��� )����	��� 
�*����)��+��������� 
,� ��� -���������

��� �(�����(����� 	�
����� ��� ����	��� .��������)
������������ ���������� �������� ����

������Δt
ΔS

/�01 2�301 2�&/01 2�/1301 2�245/01

2�/ 2�2/3/// 2�2241/4 2�22&435 2�2202&& 2�22/022

2�21 2�2/1522 2�224002 2�22&643 2�22/460 2�2227/2

2�201 2�2/140/ 2�224/6& 2�22&&77 2�22/333 2�2225&6

2�2/01 2�2/142/ 2�224/06 2�22&&52 2�22/364 2�2225/1

2�22301 2�2/1373 2�224//7 2�22&&41 2�22/360 2�2225/2

%	����� 68 ��������� ������ ���� '(��������
	���� ��� 9�	�����������

:������������������


�� .��������)
����� ��� '(��������
	����� ��� 9�	����������� :������������������ ����

�� %	����� 6 �	���������� ;� <�����	�) )�� =��������� ���
	���� �����)� ������ ���
	��

��� )�������� �)��� ��� :��� ���� +�	��	������ �������������� >#����� �	� 	�
�����

��� ����������� 
�*����)��+��������� 
,� ��� ��� ��� ���� ����	�� ������������� �	��

-���	����� �	� ��� 
�	���	�� ��� %	����� 6 ���� ��������� �	�� ��� ����� "	��������
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	���� �� ����
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 ��	�
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 ��
���� ��� ���
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��� ��� ��� ��	���
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� ��	 �	�����	���������

����� ��
 �����	
 ��� ��	���	�
� ������ !�
�	��� ��"�	�
!�
#�����
��
 ��	��
��
� ����

�	�
� ��	 #���	������� $�
�����
!�����	�	�
�
� %����	� �	��%
�����
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��	� �	��� 
����������	��
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�� �� $�
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�
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!��
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 !� ��"����
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 �� ��
� )�
��	 %����	��%�� 0� �	*1�	 ��� -.��������� ���� � �� �	*1�	 ��� ��� �����	

��
 
� �	�����
 ��!�������
�
�

)2	 ��� '���
�(��������������
� ����3

-.��������� = ΔS
rS

σ2

2 S2
=

2r

σ2

ΔS

S
.

$���
� ��������+��
 σ ≈ 0 �2�	�
 %�� ��	 '���
�(��������������
� !� ��
�	 �	�1�
 -.�����
����� ������ %�� ��	 4*��
� ��	 �������
�  ������� )�
������"�	�
!�
 ��	���	�
 5
���%��

���+��
 %�	2�
�������� ��	��
  2���
�

�����
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���%����+��
 
�

 ��	�� ��
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�	� (��	��������ΔS �
� ��
�
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�����
 ��
��
���! r ≈ 0 �
�����
 ����	
� ��	��
�

5 �����	�
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��� ��������	 t 
	� S �����	 
��	��������
 �
����

t := T − 2τ
σ2 � S := Kex�

��
 q := 2r
σ2 ��
 �
	�
��	 f(x, τ) ���
�����
 �
��� ��� �����	��	 ����	�
	��	�

V (S, t) = V (Kex, T − 2r

σ2
) =: v(x, τ),

v(x, τ) = K

{
exp

(
−1

2
(q − 1)x− (

1

4
(q − 1)2 + q)τ

)}
f(x, τ).

��� f �����
 ��	 ��� ������������� ������	
���������
	�

∂f

∂τ
=

∂2f

∂x2
.

���� ��� ��� ���	
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�������
���������
� ��� ��
 ��� ��������	�� � � ���� ���	��
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 ��
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�
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�
 �����
	
���
�	���
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� ��� $
�����
��
��
 ��
 τ = 0
�� ��
�
 !
�	
������
��
�

%	��& f(x, 0) = �	'
{
e

x
2
(q+1) − e

x
2
(q−1), 0

}
,

���� f(x, 0) = ���
{
e

x
2
(q−1) − e

x
2
(q+1), 0

}
,

�	
�� 
�� ��� ��������� ��� 
	������� ����������� ������ �������

−∞ < x < ∞,

0 ≤ τ ≤ 1

2
σ2T := τmax.

��� ��� ��������������� ���� ��� �����
�� �� ��� (x, τ)��
��� ����� ������� ��������
 ���� 
�� xmin ��� xmax 
�����!� ��� ��� "���
���������� ������ �����
	������ ����

���#
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S = 100� K = 90� Smax = 150� T = 1� t = 0 ��� r = 0.01
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$�������%��
����� �
� ��� ������&
������ ���#����� 
� ������
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� ���

�����
�
��� σ #�� �
�� ��������
�� �
� S = 100� K = 90� Smax = 150�
T = 1� t = 0 ��� r = 0.01�

.� ���
����� * 
�
���� �
� !"������ ��� 	�����$�������%��
����� ��
 ���/�� $���
���


�
��� ,����� ��� ����� 0��'��- ������ #�� ���
�� �����
�
����� σ < 0.03 ����� '�� ���
����)�
����� !"���� ���

���� #�� ��������
��
�
��� '�� dS < 2.5 ��� 1�
�����
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�
��� '�� dt < 0.025 
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S = K = 100� Smax = 200� T = 1� t = 0 ��� r = 0.1�
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�� ��� �	��������	��� 	����
�� ��� ��� ������

����	��� ��������� �� ���(�������� ��� ��	���	��(� σ �#� ���� ��		�$%����
��� S = K = 100) Smax = 200) T = 1) t = 0 
�� r = 0.1&

�
� ��� ����	�
�� � ���� ��� ���	��*��) ���� ��� ���
���� ��� ����������	��� �������

���� ����� �#� ���*��� ��	���	��(��� +�� ��� ���	"������� ���
�� ��
������ �	� ���� ���

,�		 �� ����	�
�� - ���&

.��� ��� ����� �	����� �������
���� +�� dS = 0.625 
�� dt = 0.0625 ���(	� ��� ���� �
��
�%%��/������� ��� ��		�0������ !
� ����%
��� t = 0& �� !
����� ����%��	 ���
����� ���
���
���� ��� ����� ��������������� �	��������	��� 	����
�� �#� �	���� ��	���	�(��� 
��

+����������� �������
����� 
� ��� ���	"������ ���
�� ��(���� �	� �� ����%��	 1&

2� ��� ���
��������� ����� 3������������� ��
����	�� !
 ������) 
��� �� ��� ����	�

�
�� 4 ��� ���
�� ��� ����������	��� ���������� �� 5����� ��� ��������������� �	����

����	��� 	����
�� �#� ����� ��		�$%���� ��������		�&

�� ����	�
�� 4 ������� ���) ���� ��� ���
�� ��� �	��������	��� 	����
�� ��� 3�����

��������� �
� ��� 6(���	���
����	����
�� ������ ��� �	����� ��	���	��(��� σ < 0.04 ����
�
�� �%%��/������� ��� ��		�0������ !
� ����%
��� t = 0 	������&
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���������� ��������� ������ ��� ���  ��!��"!������#���!���� ����$����� $������

����� ������ ��!� $�������� ��� �����% �� ��� &'!����(��� �� ��� &��)�� �� ���* $�����

����% ���� ������������� ��������� $������

�
 ������  ������� 
�� S = 100 ��� ����� "!�����$���� 	�� ΔS = 10 
��� ��� ����
&'!����(���% ��� ��+*�� ��� ���� ���� ����% ��� ,�����!����

r > 5σ2

��� ��� ���������� (������� ��� ��� ���������� ������� �����

��� ��� ����������� (������� ���� ��� -��������������� ��� ./�0����� 1,-� �- 21���

����� ��� ������ -���3 ������

�� $�����% ������ ��������!��� ������� �� ��� 
�����

���� .4 ����������� ����
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����� ������������ ����� � �	� �	������ ����� ��������� 	����
!�� ���"����#!�# � #��	!�� ���$!���� !�� ���� ��������#%��� 	�	�&�����' ()� ��� �������
�!�# ��� �
�����
������ ��� �� ����������� �	�� �	� ����	�� ������!�#��&���� �*+���� #�����

����� %	��� �	 �� ��� ,�	-�� � ��	�� ����� �!� ����� ������� ������� �
������ +����
#����� ��
����� 
����� �)����'

.!��� /�
���!�# ��� ������ ���� ����� 
��� �� 0���� "���������� Δt ��� ������!�#��
�&���� #�����' 1�� ��� ���"����#!�# 
��� ��� +! ������� �	���- ���#�#�� ����	� +����#�
!�� ��� 1������!�# ��� ���!�# �� ��#� �� 0���� "���������� �!��� ���
$����2 �)�%
)���
�������+��'

��� �����	
��
���
��

.	� �	�������� 	���� ���� �	� ����	�� ������!�#��&����� Ax = b ��� ��� ��#!�$��� �	���-
A ∈ C

n×n ����	���' ���� #�!����#���� ���	!����+!�# ���� �	�� ��� .�	#��	��������� ���
�	���- / aii �= 0� ∀ i = 1, . . . , n ����� ���	�� ��� .�	#��	��	���- D = diag{a11, . . . , ann}
��#!�$� ���'

.	� ������!�#��&���� Ax = b %	�� �� ���� $3!��	����� (��� !�#���������� 
�����4

x = D−1(D −A)x+D−1b.

.�5����� 	�� ����	��� ����	�������� 	���� �	� (��#����4

xm+1 = D−1(D −A)xm +D−1b ∀ m = 0, 1, 2, . . . .

1��� �	�������� 	���� 
��� ��� ��!� ��������� xm+1 	!�������6���� �!��� ���
���!�# ���
���	�#�#	�#���� ���������� xm ���������' .�� ������#��+ ��� �	�������� 	����� �$�#�
����#���� ��� �
�%��	��	��!� ��� ����	������	���- D−1(D − A) 	�' .�� ������#��+ ���
��� 	����� %	�� �!��� ��� ���6� ��� �	���-%��*+������ )���
�) � 
������ �	 ���� ���
�
�%��	��	��!� �!��� 0��� �	���-���� 	����$�+�� �$���'
.	+! ����	����� �	� ���  ��#����� �	�+4

���� ���

������� ��	 �	
����	 
����� A ∈ C
n×n ��� aii �= 0� i = 1, . . . , n ��� �����	 �	��	�����	��

����	����

q∞ = max
i=1,...,n

n∑
i=1,i �=k

|aik|
|aii| < 1,

���� ����	�
�	�� ��� ��������	�����	� �	� �	��	��
	� ������	���� x0 ∈ C
n ��� ��� �	��	�

��
	 �	���	 �	��	 b ∈ C
n 
	
	� A−1b�
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��������� �����������

���� ���

��� ��� �����	 A ∈ C
n×n ��
��
�� ����������� ��� ���
������������� ���� 
����

max
i=1,...,n

n∑
j=1,j �=i

aij
aii

≤ 1

��� �� �	������� ��� k ∈ {1, . . . , n} ���

n∑
j=1,j �=i

aij
aii

< 1.

����� ������ ������������
�� ������
���� ���� ��� ���������������� ��� �������
��

����������� x0 ∈ C
n ��� ��� �������
� ������ ����� b ∈ C

n 
�
�� A−1b 

��������� �
��� ���� 	�� ���
��	 	��  ��������������� 
�� ����� �����!����������"

#�� $�	�������� 	�� ������������� 	���� 	��  �������������� �� 	�� ��!��� ε � 1 ���	%
�� ��
� TJ ∼ 2

π2n · ln(1ε ) ������������������ �&�����

'��� 	�� ������������� (��������� 
��	�� �� ������	�� 	�� (��������� ����� �������

����� ���������� ���������� )�� �������� ��� 	�� $�������	�������� 	�� ����������

���	% 
�� ���� ������� ��

���% 	�� ������	��"

K = 90% T = 1% r = 0.01% σ = 0.1% S = 100 ��	 t = 0�

#����� 
��	 	�� ��� 	�� *��������� 	�� +,�����,����� ���&����� -��������� �� ��!��	��

��� 	�� ����������	������ +���� ��	 #����������� �� 	�� .������ / 	����������� ��� ��������

!�������� ��� 	�� �������� ������������!� ��� 10−5 ��

��� 
��	���

�� ������	�� 
��	 	�� ��0����� �������������� ��� 	�� 1�
������� +���������� �� ����

����� .������ 2.������ 34 �������	���

*�� 1�	�� 5��������� 	�� +����������
���� ������ ��
��� 	�� #������
��	 ��� ���� 	�� ���

0����� �������������� ��� 	��  ��������������� ���

*�� 1�	�� 5��������� 	�� #����������
���� ������ 	�� #������
��	 ����� ���6 �� ��	 ���!�

����� ��� !�������� +����������
������ )�� ��0����� �������������� ���!� ��� 	�� 5������

���� 	�� #����������
���� !��������������

����� ����	
 ��� 
��������� �� ��� ���������� ��
����
���
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xm+1 = (D + ωL)−1[(1− ω)D − ωR]xm + ω(D + ωL)−1b,

)���� ( ��� (�
-��
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�"�&* 3 ��� ��"���� ����� ����"� ("�������
�"�& ,�� . ��� + ���

��"���� ���"� ("�������
�"�& ,�� . ���� 45" ��� +������"��- ��� .�#
�-�#�$��" ��"�$ �
�

�/+ !�"#
$"�� �� ��� 4
���" ε � 1 ���� ��)
 TJ ∼ 1
2π

√
n · ln(1ε ) '��"
�������$"����

�0��-�� 45" ω = 1 �"-��� ���$ �
� ��"���� ���
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�6 ������ !�"#
$"���
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��������-�� 
�� 7
1���� ��� ω = 1.3
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