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� ������	 �������� ���� ��� ��
������� �����	 �� ��� �
��
$����� ����� �� �����
��	��� �
��� ���������
���� ����	�� ���� 
� (3
 )1
 4)+ 
�� ����
 
�

������	
���� �� ��� �
��
��� 	��������� �
� �� �� ����������� �� 
 ���� ���������� ����

��� ���� (0*+� ,�����
���
 
 ��	����
� 
������	
���� �� ��� ����� �������� ��������� �� ���
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������ .� ���	����� ���� 
 ���
���� ��� ���
	���� ���������
���� ���������� �� (01+�

��� �
��� �� ���
����� 
� �������6 �� !������ )
 �� ��������� ��� ������ 
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� ������� ��������� �� !������ 3 �����
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�� ��� ���������
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 ���������� �� ��� �������
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� ������ �� ������� �
� ��

� ������� 	���
���
��

��� Ω ⊂ Rd
 d = 2, 3
 �� 
 ��	
�� ���� ��:������� �	���� �����
�� Γ := ∂Ω� 8���9
����
 ��� ΓD ⊂ Γ �� ������ ���� �������� 	�
���� 
�� ��� ΓC ⊂ Γ\ΓD ���� ΓC � Γ\ΓD�
��� ���
� !������ ��
��� 
�� ������� �� L2(Ω)
 H l(Ω) ���� l ≥ 1
 
�� H1/2(ΓC) � .�

��� H1
D(Ω) :=

{
v ∈ H1(Ω)

∣∣ γ(v) = 0 �� ΓD

}

�� V :=

(
H1

D (Ω)
)d

���� ��� ��
�� ����
���

γ� ��� ��
�� H̃−1/2(ΓC) ������� ��� ���������
� ��
� ��
�� �� H1/2(ΓC) ���� ��� ���	�
‖ · ‖−1/2,ΓC


�� ‖ · ‖1/2,ΓC

 ������������� ��� (·, ·)0,ω 
 (·, ·)0,Γ′ �� ��� ���
� L29��
�
� ����9

���� �� ω ⊂ Ω 
�� Γ′ ⊂ Γ� $��� ��
� ��� ����
� 
�� ������� 	
����� γC := γ|ΓC
:

H1
D(Ω) → H1/2(ΓC) �� ���;������ ��� �� ��� 
���	������ �� ΓC 
 ��� ()3
 ��<<+� 7�� ����9

����� �� L2 (ΓC)
 ��� �����
���� ��	���� ≥ 
�� ≤ 
�� ������ 
� =
�	��� ����������>� .�

��� H
1/2
+ (ΓC) :=

{
v ∈ H1/2 (ΓC)

∣∣ v ≥ 0
}
� 7������	���
 �� ����� ��� ��
� ���� �� H

1/2
+ (ΓC)

�� Λn :=
{
μ ∈ H̃−1/2 (ΓC)

∣∣∣∀v ∈ H
1/2
+ (ΓC) : 〈μ, v〉 ≥ 0

}
� 7�� ��� �����
��	��� ���� v ∈ V 


�� ������� ��� ����
����� ���
�� ������ 
� ε(v) := 1
2

(
∇v + (∇v)�

)

�� ��� ������ ������ 
�

σ(v)ij :=
∑

k,l Cijklε(v)kl ���������� 
 ����
�9��
���� 	
����
� �
� ����� Cijkl ∈ L∞(Ω) ����

Cijkl = Cjilk = Cklij 
��
∑

k,l Cijklτijτkl ≥ κτ2ij ��� τ ∈ L2(Ω)k×k
sym 
�� 
 κ > 0� �� ��
� �������




� ������� 	���
���
�� �

n ������� ��� ��	��
���
��� ���	���� ���	
����� ��� ����
 ���� ��
��
 ��	��
 ���� 
����	� ��
Γ ��� t ��� k × (k − 1)����
�����
��� ���	���� 	��������� ��� ���������
 ��	��
�� �� �����
σn := σn� σnn := n�σn� σnt,l := t�l σn� ��� vn := (γC(v))

� n�
�����
����� �
��
�� �� �� ��� � ����
�	����� ��
� u ∈ V ∩H2 (Ω) ��	� ����

− div(σ(u)) = f �� Ω, σn(u) = b �� ΓN , ���

un − g ≤ 0, σnn(u) ≤ 0, σnn(u) (un − g) = 0 �� ΓC , � �

σnt (u) = 0 �� ΓC , �!�

���
� �� ������ ���� f ∈
(
L2(Ω)

)d
� b ∈

(
L2(ΓN )

)d
��� g ∈ H1/2(ΓC)� "#������ ���

�� ��� ����
 �#��
��
��� �#������ �� 
����
 �
����	��$ ���� ��� ��
��� ��� ��
��	� 
���� f
��� b� %�� 	��������� �� � � ���	
���� ��� ������
�	�
 	����	�& �� ������ ���� ΓC �� ���

�����
�'�� �$ � ��(	����
$ ������ ���	���� ϕ : Rd−1 → R ��	� ����� ������� 
��� ��
����
�
��$� ��� ������
�	�
 	����	� 	�������� ��
 � ����
�	����� ��
� v �� ��� d��� 	�����
���� �� ����� �$ ϕ(x) + vd(x, ϕ(x)) ≤ ψ (x1 + v1(x, ϕ(x)), . . . , xd−1 + vd−1(x, ϕ(x))) ����
x := (x1, . . . , xd−1) ∈ Rd−1 ��� � ��(	����
$ ������ ���	���� ψ ���	
����� ��� ��
��	�
�� �� �����	
�� %�� 
����
�'����� �� ���� 	�������� ����� �� vn ≤ g �� � � ���� g(x) :=

(ψ(x) − ϕ(x))
(
1 + (∇ϕ(x))�∇ϕ(x)

)−1/2
� 	�� ) *� +�����
  ,� %�� ��	��� 	�������� �� � ����

	�������� ��
 ��� ��
��
 	����	� ��
	� ���	
����� �
����
�� %�� 	���
������
��$ 	�������� ��
� � ����
�� ���� �
����
� ��
$ �		�
� �� ��� 	��� �� 	����	�� -�
�� �� �
�	���� �� 	������
���
���	� �� ���
����� �$ �!��

���� ��� �$����
�	� 	��������� ��� V ��

����	 ��
����
 ��
�� ��� �� .�
��� ���#��
��$�

a(w, v) := (σ(w), ε(v))0

�� V × V �� ��

 �� ��� 	��������� 
����
 ��
� 〈�, v〉 := (f, v)0 + (b, vN )0,ΓN
��� ����� ����

������
� �
������� �� 	����� ���
$��� �	��� ����� )�*� �/�  *� !*,�� �� ������ ���� ��� ���
�
(u, λn) ∈ V × Λn �� � ����
� ����� �� ��� 	����	� �
��
�� ���!� �� ��� ��
$ ���

a(u, v) + 〈λn, vn〉 = 〈�, v〉, �0�

〈μn − λn, un − g〉 ≤ 0, �*�

��
 �

 v ∈ V ��� �

 μn ∈ Λn� 1��� ���� � ���#�� ��
����� ������ ����
 ��� �
������� �������
������ 2�
����
� ��� 3��
���� ��
���
��
 λn 	���	���� �������� ���� ���������
 ����������
�
���
���� ���� ��� ��
��
 	����	� ��
��� −σnn(u)�

%�� 	����	� 	��������� ���
����� �� ���#��
��$ �*� 	�� �#����
���
$ �� ��
��
���� ��

g − un ∈ H
1/2
+ (ΓC) , λn ∈ Λn, 〈λn, un − g〉 = 0. �/�

4���
 ��� ����������� Cijkl ∈ W 1,∞(Ω) ��� g ∈ H5/2 (ΓC)� ��� ��
����� u �� 	�������� ��(
H2 (Ω0)

)d
��
 ���
$ 	����	� ������ Ω0 �� Ω̄\ {ΓD ∪ ΓN}� 	�� ) *� %���
�� /�*,� %���

�#������ �0� ���
��� λ ∈ L2 (ΓC)� 1��� ��� 	����	� 	��������� ����� �� �/� ����
��$ ��

g − un ∈ H
1/2
+ (ΓC) , λn ≥ 0 ���� �� ΓC , λn (un − g) = 0 ���� �� ΓC , �5�

	����
� )  � ��	����  ��, 4���� � 1+6 ���	����� 	��� ����� )  � +�����
 0,� ����� 	���������
	�� �
�� �� ���
����� �$

λn −max {0, λn + un − g} = 0 ���� �� ΓC . �7�

%������ �#��
��$ �7� ���� �� �
���
�
$ ���	���� μn ∈ L2 (ΓC)� �� ������

C (w) (μn) := (μn, λn −max {0, λn + un − g})0,ΓC
= 0



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� �

���� w = (u, λn)� �� ���	
� �
 �
����
� �
�
 ���� ��
 �
��
��
�� ���� C �� ��� �����
�

���
�
�����

 �� �
�
��
� �
����� ��
 �
��
��
�� ����

A (w) (ϕ) = a(u, v) + (λn, vn)0,ΓC
− 〈�, v〉 + C (w) (μn)

���� ϕ = (v, μn) ∈ W := V × L2 (ΓC)� ����������� ����

� � !"# �� �����
� �� ��
 ���
��
��

����

� ��� w ∈ W ����

∀ϕ ∈ W : A (w) (ϕ) = 0.

$	� � ����
����� 
���� ���
%��� �� ��� 
����
� �� � ��
���
 �����
��&������ �� ���
�
� �� �



�����
�
 �����'�������� wh �� w� ����� �	
�

 ��
 ��

����� ���	������(

���������	 
� ��� ������	� �
��	�

 wh �� �
������ �
 � �
�	� ����
��

�� �������� Wh =
Vh × Λn,h 
� W � ���	����
��� ����	�

 � # �
��� �
� 	�� ������	� �
��	�

 wh� ����

a (uh, vh) + (λn,h, vh,n)0,ΓC
= 〈l, vh〉 �)#

�
� ��� vh ∈ Vh�

������ *� +,	����� �)# ���
��
% ���
�
� -�

���� ���������
��%� ��
�

a (u− uh, vh) + (λn − λn,h, vh,n)0,ΓC
= 0 �./#

��� �

 vh ∈ Vh�

������ 0� 1��	������ . ��
% �
,	��
� Λn,h ⊆ L2 (ΓC) ��� ��� Λn,h ⊆ Λn� 2���
,	
��
%�

������������� �����'�������� �� ��
 3������
 �	
���
�
� ��
 ���
	�
� �� ��
 ���
%����

� � ������	��	 ����� 
�
�
�	�

�� ���� �
����� �
 �
��4
 � ���
 ���
��
� � ����
����� 
���� 
������
 ���
� �� ��
 �56 �
�����

7
�
� �
 ��
 ���
�
��
� �� 
��������� ��
 �����
��&����� 
���� ������ � ������
% ���
��
��

,	�����% �� ���
�
�� J : W → R� ����� ��� ��4�
4
 ��
 ����
��
�
�� u �� �


 �� ��
 3������


�	
���
�
� λn� 8� �
��
�
�� ��
 ,	�����% �� ���
�
�� �
 
��
�% ��
 ��

����� �	�
 ����

�(
���� z = (y, ξn) ∈ W ����

a (v, y)− b (ξn, v) = J ′
u (w) (v) , �..#

(μn, yn)0,ΓC
+ c (ξn, μn) = J ′

λn
(w) (μn) . �.*#

��� �

 (v, μn) ∈ W ����

b : L2 (ΓC)× V → R, b (ω, v) :=

ˆ
ΓC

ωχvn do,

c : L2 (ΓC)× L2 (ΓC) → R, c (ω, μ) :=

ˆ
ΓC

ω [1− χ]μdo,

χ :=

{
1, �� λn + un − g > 0,

0, �� λn + un − g ≤ 0.

8�
 ����� b ��� c ����
����� �� �
����
� L2!���
�� ����	��� �� ΓC � ��
�
 ��
 �
���� �� ��4
�

�% ��
 ��������� �	������ �� ��
 ����4
 �
��
���4

% ������4
 ������� �
�� 7��
4
�� ��
% ��
 ��

���
�� ����	��� ��%���
� �
��	�
 ��
 ��������� �	������ �� ��� ��
��
� ���� &
��� �	���
����
�

�
 ������ ��
 ���4��
 ��
����%

max {0, λn + un − g} = χ (λn + un − g) ,



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� �

����� ���� �� �	�
���
�� ���� �� 
�� ��������� �������
����� �
 ������ �� 	���	��� 
��
 
��
���� �	����� ������� ��		������� 
� A′ (w) ((v, μ) , z) = J ′ (w) (v, μ) �� 
�� �	����
 ��	� �
� �
C ′ �� C �!��
�� "�
 zh = (yh, ξn,h) ∈ Wh �� �� ���	�!���
��� 
� z� #���� 
�� ��
	������
��
�
����$ �� ��
��� 
�� ��������� �		�	 ��
���
� �� 
�� �	���� 	������� ����%

����������� 	
 �������� �	
� �	� ���
�� ����	�� �����
���� 
� J � J ′′ : W → L(W,W ∗)�
������ 
�� �	
� ��������
� � �� �
���� �	��� 	
���

J (w)− J (wh) = ρ (wh) (z − zh)− C (wh) (ξn,h) +R
(2)
J +R

(2)
A , ��&�

���	 �	� ����
� ������
�

ρ (wh) (ϕ) := −A (wh) (ϕ) .

�	� ���
����� ����� R
(2)
J 
�� R

(2)
A 
�� ����� ��

R
(2)
J = −

ˆ 1

0
J ′′ (wh + sew) (ew, ew) s ds,

R
(2)
A =

ˆ
ΓC

ξneχ [λn,h + uh,n − g] do,

���	 ew = w − wh� eχ = χ− χh� 
��

χh :=

{
1, �� λn,h + uh,n − g > 0,

0, �� λn,h + uh,n − g ≤ 0.

���
�� '� (�� 
�	� C (wh) (ξn,h) �����	�� 
��  ����
��� �� 
�� ���
��
 �����
���� �)��

���
�� *� +� R
(2)
J $ �� ��
��� 
�� ����� 	�������	 
�	� �� 
�� ,-. ��
��� ��	 �����	

�	������ ��
� ��������	 
���
�
��� �� ��
�	��
$ ��� /�$ 0	�����
��� *�*1� �� J �� �����	$ R
(2)
J

 ��������

���
�� )� (�� 	�������	 R
(2)
A  �������$ ���� 
�� �����
�� ��
� � ��
 �� �!��
�� 	���� �� ��


�� ����	�
� ���� �
 ���� �� ��������� �� ��	� ��
���� �� 2��
��� 3�

������ (�� �������
��� �� 
�� ��! 
���	�
�	� 	��� ��
� �
� 	�������	 
�	� ����� 
�

J (w) − J (wh) =

ˆ 1

0
J ′ (wh + sew) (ew) ds = J ′ (w) (ew) +R

(2)
J

= J ′
u (w) (eu) + J ′

λn
(w) (eλn

) +R
(2)
J

��
� eu = u− uh ��� eλn
= λn − λn,h� (�� ��4��
��� �� 
�� ���
������ ���� �	����� �������

J ′
u (w) (eu) + J ′

λ (w) (eλn
) = a (eu, y)− b (ξn, eu) + (eλn

, yn)0,ΓC
+ c (ξn, eλn

) .

+� 5���	��� �	
��������
� ��6�$ �� ��
���

a (eu, y)+(eλn
, yn)0,ΓC

= a (eu, ey)+(eλn
, ey,n)0,ΓC

= 〈l, ey〉−a (uh, ey)−(λn,h, ey,n)0,ΓC
. ��3�



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� �

�� ��� ��� ��	�
�� ��	�����	� 
	� ��� ��
	����	 �� ��� ��
� ������� �� ������

c (ξn, λn − λn,h)− b (ξn, u− uh)

=

ˆ
ΓC

ξn [1− χ] eλn
do−

ˆ
ΓC

ξnχeu,n do =

ˆ
ΓC

ξn {eλn
− χ [eλn

+ eu]} do

=

ˆ
ΓC

ξn [λn − χ [λn + un − g]] do−

ˆ
ΓC

ξn [λn,h − χ [λn,h + uh,n − g]] do

=

ˆ
ΓC

ξn [λn −max {0, λn + un − g}] do−

ˆ
ΓC

ξn [λn,h − χh [λn,h + uh,n − g]] do

+

ˆ
ΓC

ξneχ [λn,h + uh,n − g] do

= C (w) (ξn)−C (wh) (ξn) +R
(2)
A = −C (wh) (ξn − ξn,h)− C (wh) (ξn,h) +R

(2)
A .

��	
���� �����	� 
�� ���
���	� ��
�� ��

J (w)− J (wh)

= a (u− uh, y)− b (ξn, u− uh) + (λn − λn,h, y)0,ΓC
+ c (ξn, λn − λn,h) +R

(2)
J

= 〈l, y − yh〉 − a (uh, y − yh)− (λn,h, yn − yh,n)0,ΓC
− C (wh) (ξn − ξn,h)

−C (wh) (ξn,h) +R
(2)
A +R

(2)
J

= ρ (whH) (z − zh)− C (wh) (ξn,h) +R
(2)
A +R

(2)
J ,

��� 
�������	�

�� ���
�	 
	 ����� ���	���� �	 ��� ����
� 
	� ��
� ������
�� �� �
�� �� ������� ��� ��
�

������
��

����������� 	
 ��� ��� ����� ��	
��� ���������� 
� J � J ′′′ : W → L(W,L(W,W ∗)) ����� ���

��������
� � �
��� ���� �� ���� ��� ���
� ������������
�

J (w)− J (wh) =
1

2
ρ (wh) (ez) +

1

2
ρ∗ (wh, zh) (ew)− C (wh) (ξn,h) +R

(3)
J +R

(3)
A , ��� 

�����

ρ∗ (wh, zh) (ϕ) := J ′ (wh) (ϕ) − a (v, yh) + bh (ξn,h, v)− (μn, yh,n)0,ΓC
− ch (ξn,h, μn)

���� ��� �������� �
��� bh : Λn,h × Vh → R ��� ch : Λn,h × Λn,h → R ����� ��

bh (ω, v) :=

ˆ
ΓC

ωχhvn do,

ch (ω, μ) :=

ˆ
ΓC

ω [1− χh]μdo.

��� ��������� R
(3)
J �� ����� ��

R
(3)
J :=

1

2

ˆ 1

0
J ′′′ (wh + sew) (ew, ew, ew) s(s− 1) ds

��� ��� ��������� R
(3)
A ��

R
(3)
A =

1

2

ˆ
ΓC

eχ {ξn [λn,h + uh,n − g] + ξn,h [λn + un − g]} do.



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� �

������ �� ��� �����	
�� R
(3)
J �����
��	

 �� ��� �
��� �����	
�� �� ��� ��� �����
� 
��

��� �����
����	 ���� �	
 ������� ������ �� �� J �
 ��	��� �� ���
����� �	 w� R
(3)
J �
  ����

������ !"� �� ��� �	��#��� ����$� 
�� �
 �%����# ��
��$�
 &# ��� 
�
����� �	�� ��� �����	
��

R
(3)
A $�	�
��
� '�(�$��� 
�� �� ��� ��

�	) ��)������# �� C� �� �
 �� ��� 
��� ��
�� �	 eχ �


R
(2)
A �

������ *
�	) ��� ����� ��
�� ���
������ ���� (��� ��
 �����	
�� ���� ���

 ��

J (w)− J (wh) =

ˆ 1

0
J ′ (wh + sew) (ew) ds =

1

2
J ′ (w) (ew) +

1

2
J ′ (wh) (ew) +R

(3)
J

=
1

2
J ′
u (w) (eu) +

1

2
J ′
λn

(w) (eλn
) +

1

2
J ′
u (wh) (eu) +

1

2
J ′
λn

(wh) (eλn
) +R

(3)
J .

�����
����	 + 
������# ������


1

2
J ′
u (w) (eu) +

1

2
J ′
λn

(w) (eλn
)

=
1

2
ρ (wh) (ez)−

1

2
C (wh) (ξn,h) +

1

2

ˆ
ΓC

ξneχ [λn,h + uh,n − g] do.

��� ��	���� ��	
����	
 ��)����� (��� ��� 
�,	����	 �� ��� 
�
����� 
��� ���&��� ��� �
�
 ��

���$�

ch (ξn,h, eλn
)− bh (ξn,h, eu) =

ˆ
ΓC

ξn,h [1− χh] eλn
do−

ˆ
ΓC

ξn,hχheu do

=

ˆ
ΓC

ξn,h {eλ − χh [eλn
+ eu]} do

=

ˆ
ΓC

ξn,h [λn − χh [λn + un − g]] do−

ˆ
ΓC

ξn,h [λn,h − χh [λn,h + uh,n − g]] do

=

ˆ
ΓC

ξn,h [λn − χ [λn + un − g]] do+

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do

−

ˆ
ΓC

ξn,h [λn,h −max {0, λn,h + uh,n − g}] do

=

ˆ
ΓC

ξn,h [λn −max {0, λn + un − g}] do+

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do− C (wh) (ξn,h)

= C (w) (ξn,h) +

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do− C (wh) (ξn,h)

=

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do− C (wh) (ξn,h) .

�	
����	) ��� -������	 �����)�	����# �������	 .!"/� ��� ����)��	) ����������	 
��(


J ′
u (wh) (eu) + J ′

λn
(wh) (eλn

)

= J ′
u (wh) (eu) + J ′

λ (wh) (eλn
)− a (eu, yh)− (eλn

, yh,n)0,ΓC

−ch (ξn,h, eλn
) + bh (ξn,h, eu) +

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do− C (wh) (ξn,h)

= ρ∗ (wh, zh) (ew) +

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do− C (wh) (ξn,h) .



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� �

��� �� ���� �� 	
����

J (w)− J (wh)

=
1

2
ρ (wh) (ez)−

1

2
C (wh) (eξn) +

1

2

ˆ
ΓC

ξneχ [λn,h + uh,n − g] do

+
1

2
ρ∗ (wh, zh) (ew)−

1

2
C (wh) (ξn,h) +

1

2

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do+R
(3)
J

=
1

2
ρ (wh) (ez) +

1

2
ρ∗ (wh, zH) (ew)− C (wh) (ξn,h) +R

(3)
A +R

(3)
J

��� �
������
 �
� �������	��

�� �
� �	��	���� ��	�	����	�� �� �	����� �
� ������ ��� �
� ���� ���������

����������� 		
 ������ ���� ��� ��	
�� 
��	��� ���������� 
� J � J ′′ : W → L(W,W ∗)� ������
��� ���� ��������
� � �� ������ ��� �������	� ������� ��� ������ �������� ρ ��� ��� ����

�������� ρ� �� ����� ��

ρ� (wh, zh) (w − wh) = ρ (wh) (z − zh) + ΔJ +ΔC,

�����

ΔJ = −

ˆ 1

0
J ′′ (wh + sew) (ew, ew) ds

ΔC =

ˆ
ΓC

eχ {eξn [λn + un − g]− ξn [eλn
+ eu,n]} do.

����� ��� ��	�	����	� �� ���� �
�� �
� ��������� 
������ �
� ������ ��� �
� ���� ��������
�� 	� ���	�� 	���� �� �
� ���	�� �
�� �� �� 	� 
��
�� 	���� �� �
� ���	� �
�� �
� ���������

����� R
(2)
A ��� R

(3)
A � �	��� ������� �� ����	� ��� �
� ��������� 
������ �
� ������ ��� ����

�������� �	 �������� �
� ��������� R
(2)
A �� �� �� �	���
�� �	� ��		�
 �	������� ��	
����� ���

!�� ��	�	����	� "�" ��� #����$ "�%&�

����� �'� (	�  ��������� 	� �������� J � �
��
 ��� ������ �� w� ΔJ )����
���

������ *������� ��	� �
� ��+����	� 	� �
� ���� �������� ρ� ��� �
� �	�����	�� ���� ��	
����
�� 	
���� ����� ,�-.

ρ� (wh, zh) (ew)

= J ′ (wh) (ew)− a (eu, yh) + bh (ξn,h, eu)− (eλn
, yh,n)0,ΓC

− ch (ξn,h, eλn
)

= J ′ (wh) (ew)− a (eu, yh) + bh (ξn,h, eu)− (eλn
, yh,n)0,ΓC

− ch (ξn,h, eλn
)

−J ′ (w) (ew) + a (eu, y)− b (ξn, eu) + (eλn
, yn)0,ΓC

+ c (ξn, eλn
)

= −

ˆ 1

0
J ′′ (wh + sew) (ew, ew) ds+ a (eu, ez) + (eλn

, ey,n)0,ΓC

+bh (ξn,h, eu)− b (ξn, eu)− ch (ξn,h, eλn
) + c (ξn, eλn

)

= ΔJ + ρ (wh) (z − zh) + C (wh) (eξn)

− [ch (ξn,h, eλn
)− bh (ξn,h, eu)] + c (ξn, eλn

)− b (ξn, eu) .

(�	� �
� ��		� 	� ��	�	����	� -� �� $�	�

c (ξn, eλn
)− b (ξn, eu) = −C (wh) (ξn) +

ˆ
ΓC

ξneχ [λn,h + uh,n − g] do.



� �������	
 ��	
�	��
� 
� ��� ���
� ���������� �

�� ��� ����	 �	 
���������� 
� �� ���� ����

ch (ξn,h, eλn
)− bh (ξn,h, eu) = −C (wh) (ξn,h) +

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do.

����� ��� ��������� �������� ���� ��� 	�������� ����������� ���� ��

ΔC = C (wh) (eξn)− [ch (ξn,h, eλn
)− bh (ξn,h, eu)] + c (ξn, eλn

)− b (ξn, eu)

= C (wh) (eξn) + C (wh) (ξn,h)−

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do

−C (wh) (ξn) +

ˆ
ΓC

ξneχ [λn,h + uh,n − g] do

=

ˆ
ΓC

ξneχ [λn,h + uh,n − g] do−

ˆ
ΓC

ξn,heχ [λn + un − g] do.

�����

ξn [λn,h + uh,n − g]− ξn,h [λn + un − g]

= ξn [λn,h − λn + uh,n − un] + ξn [λn + un − g]− ξn,h [λn + un − g]

= −ξn [eλ + γn (eu)] + eξ [λn + γn (u)− g]

������� ��� ����	�

� �������	
 ��	
�	��
� 
� ��� ���
� ����������

��� ����� ���������� ���� ��� �� � 	��! 
���������� " ��� 
 ������ #� ��������� ��!�������$�
����� ���$ ������� ��� ����$��� ��������� w ��� z �� ���� �� ��� ��!������ ���!� ��� ��%�����

��� ��!������ ���!� R
(2)
J ��� R

(3)
J ��� �	 ������ ��� ����� ����� �� ��� ������ �����������$�

���� ���$ ��� �	 ������ ����� ��� ��� #� ���������� ��� ��!������ ���!� R
(2)
A ��� R

(3)
A

��� ���� ����� �� ��� ����� �� ��� ������ ���� &�!������ �'����!���� ���� ���� ���� ����� ��

	��� ����������� (������� � ������ !����!������ ����$��� �	 ��� ����������� ����� �	 R
(2)
A ���

R
(3)
A �� �� ���� �������� ��� ������� �� ��� ������ ��������)������ ��� ��!������ �������

�� *������  ��#��������� ���� �� �� �����#�� �� ������� ���� R
(2)
A ��� R

(3)
A � +������!���� ��

���� �� ��!�������$ �����'�!��� w ��� z� ��� ������������� �������� �� ������ A� �����
�� ��������)����� ���������� ,� ��	�� �� -.� *������ "�� ��� *������  �./ 	�� �� �������� �	
�����#�� ������� ��� ����� !����!������ 0����������� ����� ������ �!�������� ����!�������
1�� �� ���� �� �#���� ��� ���!�� ����� ����!����

J (w)− J (wh) ≈ ηp := ρ (wh) (A (zh)− zh)− C (wh) (ξn,h)

��� ��� ���!�� ���� ���

J (w)− J (wh) ≈ η :=
1

2
ρ (wh) (A (z)− zh) +

1

2
ρ∗ (wh, zh) (A (wh)− wh)− C (wh) (ξn,h) .

�� �� ���� ��� ��!����� ����$��� ��� #��� ��������� 	�� � ������� ��������)������ (����2
	����� �� ��������)� ��� ������� 	�� � !�'�� ��������)������ ����� ��� ���� �������� �� -�3/
��� �'������ �� ������ ����� !������ �� -� /� (������� �� ����� ��� �������� ���#��!� #$ �
���!��2����2������2���2�������$� ��� -4/� �� �������� �� ��� *����2��!���!��� �������� �� ���
!�������� ��	�������� �� #� �������� ��� Th #� � ����� ���!��� !��� �	 Ω ���� !��� ��)� h
��� ��� EC #� � ����� ���!��� !��� �	 ΓC ���� !��� ��)� H� �����������$� ��� ��!#�� �	
!��� ���!���� �� Th �� ������� #$ MΩ ��� �� EC #$ MC � ,� ��� ���� ���!����� �����������



� �������	
 ��	
�	��
� 
� ��� ���
� ���������� ��

�� ����������	 
� ����� T �� EC � 
�
 
��	 �	 ��
 � ��	
���
���� 
�������	 ��� 
�
��������	
��� ��	� ��		����� ���
�������� ��
 ΨT : [−1, 1]d → T ∈ Th ��� ΦE : [−1, 1]d−1 → E ∈ EC ��
���� ��� d������� 
���	�����
���	� �� �����

Vh :=
{
v ∈ V

∣∣ ∀T ∈ Th : vi|T ◦ΨT ∈ Q1

}
,

Λn,H :=
{
μ ∈ L2 (ΓC)

∣∣ ∀E ∈ EC : μ|E ◦ ΦE ∈ P0, μE ≥ 0
}
,

����� Q1 �	 
�� 	�
 �� d������� ����
���	 �� [−1, 1]d ��� P0 
�� 	�
 �� �������	� ���	
��
 ��	�	
����
���	 ��� 
�� �������� ���
������ �� [−1, 1]d−1� ��� ��	���
� 	����� ����
 ������� �	 
�
��� (uh, λn,H) ∈ Vh × Λn,H 	��� 
��


∀vh ∈ Vh : a (uh, vh) + (λn,H , vh,n)0,ΓC
= 〈l, vh〉 ,  !"#

∀μn,H ∈ Λn,H : (μn,H − λn,H , uh,n − g)0,ΓC
≤ 0.  !$#

%
 �	 �����&����� 
��
 
���� ���	
	 � ���'�� ��	���
� 	����� ����
 (uh, λn,H) ∈ Vh × Λn,H �
�� � ��	���
� ����	�� �����
��� �	 ��������� %� 
�� ��	� �� '��	��������� ��	��	 
�� ��	���
�
����	�� �����
��� ����	 �� 
�� '��
���
 �� 
�� ��	� 	�(�	 h/H �	 	������
�) 	����� ��� *!+,� %

�	 ��
�� 
��
 ��-����
 ��	� 	�(�	 h ��� H ������	 
��
 
�� �������� ���
������ �	 ������ ��
� ����	�� ��	� ����� ��) ���� 
� � ������ ��������
�
����� ��������
) 
��� �	��� � 	������
��	� EC ����� �	 ������
�� ���� 
�� ��
����� ��	� Th� %� ���������� ��
� 
�� ���
�����
���������� �� ��	��.� �� ��� ���������
	 
��
 
�� ������ H = h ����	 
� �	�����
��� ��������
���
������	 ������	 H = 2h ��	��
	 �� � 	
���� 	������ ���	� �� �	� ��	��	 ��
� H = 2h ��

�� ���������
	 �� /��
��� 0�

�� ��
�.�
� ��� �����
��� �� 
�� ��	���
� ���� 	���
���� �� ��.� ���� 
�� ��
���	 �� 
��
	���
��� ������
��� ��� *"� /��
��� 0�1�!,� �� ����� ��
� � ���������
��� �� 
�� ���
��

�����
���	  !$#2

ˆ
ΓC

(uh,n − g)ψH do ≤ 0,

ˆ
ΓC

λn,HψH do ≥ 0,

ˆ
ΓC

λn,HψH do

ˆ
ΓC

(uh,n − g)ψH do = 0,

 !+#

����� ��.� 
� ���� ��� ��� ψH ∈ Λn,H � �� 	�����) 
�� �������� ��
��� N ∈ RMC×M̄ ��
�
��	���
 
� 
�� ��	�	 �� Vh = 〈φ1, . . . , φM̄ 〉 ��� Λn,H = 〈ψ1, . . . , ψMC

〉 �)

Nij :=

ˆ
ΓC

ψi(φj) · n do,


�� ��		 ��
��� M ∈ RMC×MC �� 
�� �������� ���
������

Mij :=

ˆ
ΓC

ψjψi do,

��� 
�� ��� .��
�� ḡ ∈ RMC

ḡi =

ˆ
ΓC

gψi do .


) � ���� �� ����
� 
�� .��
���.����� �����	��
�
��� �� 
�� �����	������� ��	���
� ����
���
�� 
�� ��������� ��	�	� ��� ���
��
 �����
���	  !+# ���� �� ��������� ����

Nūh − ḡ ≤ 0, Mλ̄n,H ≥ 0,
(
Mλ̄n,H

)
i
(Nūh − ḡ)i = 0 ∀i = 1, . . . ,MC .  !3#



� �������	
 ��	
�	��
� 
� ��� ���
� ���������� ��

����� ��� 	
� �
������

CN (ūh, λ̄n,H)i := (Mλ̄n,H)i −max
{
0, (Mλ̄n,H)i + cn(Nūh − ḡ)i

}
���� � �������� �������� cn� ��� ���� ������� ���������� ���� ��� ��
��������� ���������  �

CN (ūh, λ̄n,H) = 0 . �!"�

#�$�� ��� ���������������� �
������ χi  �

χi :=

{
1 ,

(
Mλ̄n,H + cn(Nūh − ḡ)

)
i
> 0,

0 ,
(
Mλ̄n,H + cn(Nūh − ḡ)

)
i
≤ 0.

%�� ��������&�� ���������� �� ��� 	
� �
������ ���� ���������� δ̄uh, δ̄λn,H �� ���� �����  �

C ′
N (ūh, λ̄n,H)(δ̄uh, δ̄λn,H)i = −χi

(
−Mδ̄λn,H + cnNδ̄uh

)
i
−

(
Mδ̄λn,H

)
i
.

'� ����� �� ����� �!"�� �� 
�� � ��(�)�(���� 	�����*� (�����

C ′
N

(
ūk−1
h , λ̄k−1

n,H

)(
δ̄u

k
h, δ̄λ

k
n,H

)
= −CN

(
ūk−1
h , λ̄k−1

n,H

)
,

����� ��� ��� �������� ��� ����
�����  � ūkh := ūk−1
h + δ̄u

k
h ��� λ̄k

n,H := λ̄k−1
n,H + δ̄λ

k
n,H + %��

������ ��� �������� ������� �� 	����� ���� k ��� �����(����  �

Ak
n :=

{
i ∈ {1, . . . ,MC}

∣∣ (Mλ̄n,H + cn(Nūh − ḡ)
)
i
> 0

}
�!��

Ik
n :=

{
i ∈ {1, . . . ,MC}

∣∣ (Mλ̄n,H + cn(Nūh − ḡ)
)
i
≤ 0

}
. �!!�

%��� ��� ��� �������
(
ūkh, λ̄

k
n,H

)
�� 	�����*� (����� �� �����  � ��� ���
���� �� ��� ������

�����(

Kūkh +N�λ̄k
n,H = f̄ ,

(Nūkh)i = ḡi, i ∈ Ak
n,

(Mλ̄k
n,H)i = 0, i ∈ Ik

n,

���� ��� ��((����� ��� �������� ��$��� ���,���� (����� K ∈ RM̄×M̄ ��� ��� ���� ������

f̄ ∈ RM̄ + ����� � �
��� �� �
( ������ �� ����������� �� � ������ ����� ��� ��( �� ��� ���(⎛
⎝ K Ñ�

k N̂�
k

Ñk 0 0

0 0 M̃k

⎞
⎠(

ūkh
λ̄k
n,H

)
=

⎛
⎝ f̄

g̃k
0

⎞
⎠ ,

����� Ñk� N̂k ��� M̃k ��� �
 (������� �� N ��� M �����$��  � Ak
n ��� Ik

n �� ���� �� g̃k �

�
 ������ �� ḡ+
%�� �������� �
�� ���
���� zh = (yh, ξn,H) �� ��$���  � ��� ���������� �����( �� ��� ����

	����� ����� �+�+ ⎛
⎝ K Ñ�

k 0

Ñk 0 0

N̂k 0 M̃k

⎞
⎠(

ȳh
ξ̄n,H

)
=

(
J̄u
J̄λn

)
.

-���� J̄u ���������� ��� ����( ��� ������ �� J ′
u (wh) (φ) ��� J̄λn

��� ��� �� J ′
λn

(wh) (ψ)+
.� �������� ������ ����� ��������
������ �� ��� �������� ���
����� ��� ��� �������(�����

�� w ��� z+ %��� �������� �� ��(�
�������� ������� ���� �� ����
���� ������ ����� ���
�����+
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 �
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�
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� �
��
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�
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�

�

�

�

�

�

ξH

I
(1)
H

(ξH)

���� �� ����������	
 	� i
(1)
2H

�
 ����	�����
 u �
� y ���
� ��������
 d���������� �
�	
�������	
� ���� 
���� ��� �
���	


��� �	� ���� �
�� !
	�
 ��	�
���
� "
� i
(2)
2h #
 ��
 �	��
��	
��
� �
�
��	����	
 	�
���	��

$	� ��
 
%������	
 	� i
(2)
2h � � ��
���� ��������
 	� ��
 ������%
�& �
�

� �
��
 
�
�

� �
��

�� �
����
�� '��� �	�����
� ��������������
 �� 	#���

� ���	��� ��
 �
�

�

� 	� ��� �	
� 	�
� �
�

� 
�
�

�� ��	%��
� ���� 	

 	� ��
�
 �	
� �� �������& ���!
� �	� �
�

�

�� �� ��
���������
� �
 $����
 �� $	� ��
 ����
� 	��
� �
�
��	����	
 	� ��
 "����
�
 ��������
��� �
 ��


� ��������
 ��

�� �
�
��	����	
 i
(1)
2H � �� �� ���������
� �
 $����
 �� �
 �
�

 AI ((vh, μn,H)) :=(

i
(2)
2h vh, i

(1)
2Hμn,H

)
�
� 	#���
 ��
 
��	� 
������	��

ηp := ρ (wh)
(
AI (zh)− zh

)
− C (wh) (ξn,h) ,

η :=
1

2
ρ (wh)

(
AI (zh)− zh

)
+

1

2
ρ∗ (wh, zh)

(
AI (wh)−wh

)
− C (wh) (ξn,h) .

'	 �����(
 ��
 
��	� 
������	�� ηp �
� η �
 �
 ������%
 �
�

�

� �����
�&� �
 ��%

�	 �	����(
 ��
 
��	� �	
���#���	
� ��%

 #& ��
 �
������� ���� �
��
�� �	 ��
 ��
��
 �
��

�
�

�� T ∈ Th �
���
� �	 �	��� 
��	� �
�����	�� ηT � )
�
� ��
 ���
��
� �
��
���
 �
%
�	�
�
�
 �* �� �����
�� ����� �����
� �
�� ����
�

����	
�� 
+	�� ���
 ��
 ���
���� ����	��� ���
�
�
�
�����	
 #& ����� 	����

� �	� �
���
�
 �
 �� � ,
 ���
�
���%
 �	����(���	
 �
��	� ���
�
�

��& ��	�	�
� �
 �-- � '�
 �
��� �	


��
� �	 C ��
 ���
� �	 ��
 ��.��

� %	���
 �
���
�	 ��
 #	�
���& �
����

� �������	
 ����
��

�
 ���� �
���	
� �
 �
�� ��
 ��
	�
����� �
��
�� #& �	�
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����
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�
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� �������	
 ����
�� ��

��� ���� �� uh 	
 Ω �
� ��
 �������
 ��� λn,H

���� �� ��������	 
�	����
 �� ��� ��
� �� �����	� ��� MΩ = 24576 �
� MC = 64

MΩ L Erel (Ja,1) Ieff (Ja,1, ηp) Ieff (Ja,1, η)

384 0 2.57243 · 10−2 0.91869 0.38317
1536 1 1.36313 · 10−2 1.60751 0.99145
6144 2 3.76048 · 10−3 1.02681 1.01653
24576 3 9.49684 · 10−4 1.00536 1.00546
98304 4 2.37789 · 10−4 1.00134 1.00137

393216 5 5.94706 · 10−5 1.00034 1.00034
1572864 6 1.48691 · 10−5 1.00008 1.00008

��	� 
� ��
�	�
 �� ��� ���
�
��� ����� �
�������
 ��� Ja,1

��� ����� 	
��
�	� ����� ���������� ��������

�� ��
�� �� ��

���� � �� ���
���
� ����	�� ���� �
��
 �
�	�����	 
�	����
� 
�� �	
� � �!" #��
�����
 �
 ��$�
 �� Ω := (−3, 0)× (−1, 1)� ����� ������
���
 ������	�� ���
���� ��
�����


��� ���
������ �
 ΓD := {−3} × [−1, 1] �
� ������
���
 �����

 ���
���� ��
�����


�
 ΓN := (−3, 0) × {−1, 1}" #�� ��

��	� ��
���� ���
���� �
 ��
���� �� ΓC := {0} ×
[−1, 1]" �
 �������	 	��� �� ���	� %����&
 	�� ���� '��
�&
 ����	�
 E := 10 �
� (��

�


����� ν := 0.3 �
�
� ��� �	��
 
����
 �

������
" )� L ��� 
����� �� �
����� ���
���
�

��
�� �
 � ����
� �
����	 ����
��	����
 �
 ��
����" #�� �
�	�����	 
�	����
 �
 ��		�� u(x, y) :=
(u1(x, y), u2(x, y))

�� �����

u1(x, y) :=

{
−(x+ 3)2(y − x2

18 − 1
2)

4(y + x2

18 + 1
2 )

4, |y| < x2

18 + 1
2 ,

0, �	
��

u2(x, y) :=

{
27
π sin

(
4π(x+3)

3

) [
(y − 1

2)
3(y + 1

2 )
4 + (y − 1

2)
4(y + 1

2)
3
]
, |y| < 1

2 ,

0, �	
�"

#�� $�	��� ����� �
 ���
 ��$�
 �� f := −div(σ(u)) �
� ��� ��
���	� �� g(y) := u1(0, y)" #��
��
����� 
�	����
 wh �
 �		�
������ �
 *�����  "

*��
�� �� ��

���� ��� +��
�����
 �� �
����
�

Ja,1(u) :=

ˆ
Ω
ω−0.5(x)‖u‖

2 dx,

Ja,2 (λn) :=

ˆ 1

−1
(0.5 tanh (20(0.25 − |y − 0.125|)) + 0.5) λ2

n(y) dy,

����� ωm(x) = 0.5 (tanh(20(d − |x− (m, 0) |2)) + 1) �
 � ��� �, ��
����
 �"�"�" ��� ��
�
Bd ((m, 0))� d = 0.5 �
� m ∈ [−3, 0]" #�� ��	���$� ��
�����-����
 ����� �"�"�" ��� +��
���� ��



� �������	
 ����
�� ��

MΩ L Erel (Ja,2) Ieff (Ja,2, ηp) Ieff (Ja,2, η)

384 0 9.59089 · 10−2 1.13982 0.14453
1536 1 2.50765 · 10−1 1.17490 0.85087
6144 2 5.50751 · 10−2 1.06133 0.95967
24576 3 1.32901 · 10−2 1.08439 0.99017
98304 4 3.29218 · 10−3 1.09121 0.99752

393216 5 8.21155 · 10−4 1.09293 0.99938
1572864 6 2.05171 · 10−4 1.09337 0.99984

���� �� ������� �� �	� 
�������
 ����� ���������� ��� Ja,2
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1.0008
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��	� 
� ���� �� �	� ���������� ��
���� �� 
�
���� �� �	� ��

���� �� �	� �������� �� �������� m
��� MΩ = 98304

�������� �� ����� ��

Erel (J) :=
|J (u, λn)− J (uh, λn,H)|

|J (u, λn)|
,

��
 �	� ���������� ��
�� ��

Ieff(J, η̃) :=
J (u, λn)− J (uh, λn,H)

η̃
.

�� ����� �� �	� ������� ��� �	� �������� �� �������� Ja,1 ��� �����
� �� ����
 �� ����� ��� �	�

��� �	�� �	� ���������� ��
���� ���� �� �������� �� ��
�� h2 �� 1 ��� ηp ��
 η� !	��	 �� ������
�
������ �	�� �����
��� Ja,2� ��� ����� "� !� ������� �� ������ �������� ���������� ��
��
�� 1.09 ��� ηp� #�!����� �	� ���������� ��
�� �� ���� ���
� �� �������� �� ηp� �	� ����������
��
�� ��� η ����� �� ��������� �� 1 !��	 ��
�� h2� $��� �	� ��������� ��
�������� �� %&"'� !�

(��! �	�� i
(1)
2Hλn,H �� ��� �� 	��	�� ��
�� �� �	� �������� ���� ΓC � )��� �� �	�� �

����	� �	�

������������ �� �	� ����� ��������� i
(1)
2H �� �� ����� �	�� !� ����
 ��� ������� �	�� ��	����� ��

�	� �����
���
 ���	��� *������������ !� ������ �� �������� ��� ��� ����
����� ����� �����
���������� �� �� ��� �
������� �� �	�� �

����	 �	�� �� �� ��+����� �� !��( !��	 �	� 	��	��
��
�� �������������� �� ������ ���������� ��������

�� ������������ �	�� ������ ���� ����� !� �����
�� �	� �������� �� ��������

Ja,m(u) :=

ˆ
Ω
ωm(x)‖u‖2 dx

��� m ∈ [−3, 0]� �	� ���������� ��
���� �� η ��
 ηp �� 
�
��
���� �� m ��� 
�
����
 �� $�����
,� �� ������ ���������� ��
���� �� �	� ����� �� 1.0008 �� 1.0014� �	��� �	� �������� �� ����
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��� ���� �� uh 	
 Ω �
� ��
 �������
 ��� λn,H

���� �� ��������	 
�	����
 �� ��� 
���
� �� �����	� ��� MΩ = 65536 �
� MC = 64
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�
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� ��� �
�������
 ����	���� �
 ���� 
���� �� ������ ����� ����

�������
 �
 �
��� � 
���
�
����
��
�� �
 m�  ����� ��� �!�������" �
����
 #����� ���
� ��� m �������� $����

��� �����	 �
��
��� �	�
������

�
 ��� 	�
� 
�����
� �� ���� �����
�� ��� �������" �� ��� ����� �
�������� ���� �� �����


�������� ���
���
� #�
�� �
 η� %� 
�� Ω := (0, 0.05) × (0, 0.2)� ΓD := [0, 0.05] × {0}�
ΓC := {0.05} × [0.15, 0.2]� �
� ΓN := ∂Ω\(ΓC ∪ ΓD)� %� ���	" &��'�(
 	�� �
��� ��� �	��


���

 �

������
 ���� ����	�
 �� �	�
�����" E := 10 �
� )��

�
 ����� ν := 0.33�  �� ��	���
����� �
 ��

��
� �
� ����
 #" f := (0.5, 0)��  �� ��� ��
����
 �
 �	
� ��

��
�� g := 0.005�
 �� 
�	����
 �
 �		�
������ �
 *����� +� %� 
��� ��� ��
,-�
�
 �.����	�
� 
���



σM,2(σ, σe) :=

√
σ2
11 + σ2

22 + 3σ2
21

σe

���� �� /������� ��
� �
 ��� 5th ��������




� �������	
 ����
�� ��

MΩ L Erel Ieff
256 0 1.98594 · 10−2 1.26467
436 1 7.41959 · 10−3 1.96084
880 2 3.88619 · 10−3 1.39197

1660 3 1.68179 · 10−3 1.14467
3244 4 9.29281 · 10−4 1.28651
6028 5 4.28825 · 10−4 1.07428
11536 6 2.38628 · 10−4 1.01518
21388 7 1.12832 · 10−4 1.08988
39448 8 5.77479 · 10−5 0.09065
72604 9 2.60956 · 10−5 0.13039

���� �� �������� ��	
��	 �� �
� �������� �������
� ��� �
� 	����� �������

���
 σe := 1� �� 
��� �
��� �������� 	�
���	 �� ����� ����� �� �
�	 �������� ����		 ����	 ��
�
� ���� ������	 �� �
� ������� �
��� �
� �����
��� ��
����� ���������	 �
���� �� ��
����
��
����� ���������	 �	 ���� �	 �
� ����	�����  ��� �� ������� �� ���!�������� "�� �
�	� �
���
������	 
��� �� �� ��	����� �� �
� �������� �������
�� �� �
��	� J(u) :=

´
B ∇u : ∇u dx

���
 B = [0, 0.05]2 �	 #
������ �� ������	�� $���� B �����	����	 �� �
� ���� ��� �� �
� ����
"� %�	�� �� 	���� �
�	 ������� ��	�� �� � 
������ ��	
 ��%������ ��� ������ � ���������
���
� Jref = 5.934693870188204 · 10−6 �� ������������� ���� ��� ����
����� ���
�	 �� J � ��

	� Jref �� ��������� �
� �������� ����� Erel �������������� &
� ����� �� �
� �������� ��	
�	
�	 ������� �� '��
�� (� �
��� �� �� ��� ������� �
� ������� ����� �� ������������ "��������	�
�� �������� �������
� ��	�� �� η ��� � %��� �������� 	������� ���
 0.2% ��%������ ���������
�
��
 �	 
	�� ��� �������	�� ���
 �
� ��	
��	 �� )*+,� �
��� �
� 	��� ������� �	 ���	�������
�	 ��������� -� '��
�� (� �� ��	���� �
�� �
� �������� �������
� ����
�	 �
� ������� ����� ��
����������� �	 ��������� &
� �������� ��	
 �� �
� 5th ��������� �� �
� �������� �������
� �	
�������� �� '��
�� .� �� ��	���� 	����� �������� ��%������	 �� �
� ���� ������	 �� �
� ������
��� �� �
� ���� ��� �� �
� ������ �������  ���� �
��
 ����
�	 �
� �����������	� &
� ��������
��	
 ��������� ��	�� �� η �	 ���� 	������ �� �
� ���	 ������� �� �
� ����� �	������� ��	�� ��
�
� ����� �
�� ������� �� )*+,� &
� ������	 �� �
� �������� �������
� ��� �
������ �� &����
*� �� ��	���� ���� ���� ���������� ������	 
� �� �
� ��	� �������	� ����� �
� ����������� ����
��	� ����������	 �� �
� ��	� �������	� �
� ����
����� ����� 	���	 �� �� ��� 	���� �
� �� �
� 
	��
��������� ���
��

��� ����� 	
��
�	� ���		����	�������

'������� �� ���	���� �� ������� �� �
��� �����	���	� &
� ������ Ω �	 ����� ��

Ω :=
{
x ∈ R3

∣∣ 0 < x1 < 0.25, 0 < x2, x3 < 1
}
.

�� �		
�� 
��������
	 �����
��� ��
����� ���������	 �� ΓD := {x ∈ ∂Ω | x1 = 0}� "	 ��	!
	���� �������  ���� �� �
��	� ΓC := {x ∈ ∂Ω |x1 = 0.25, 0 ≤ x2, x3 ≤ 0.5}� /� �
� ���������
��
����� ΓN = ∂Ω\(ΓC ∪ ΓD)� 
��������
	 ��
���� ��
����� ���������	 ��� ���	������
$���� �� 
	� $���0	 ��� ���
 �
� �������� ���������	 E := 105 ��� ν := 0.3 ��� ����� �� ���!

�� �� 	
����� ����	� &
� ��	����� �	 ��������� �� ���
 z(x) =

√
(x2 − 0.25)2 + (x3 − 0.25)2

��

ψ(x) :=

{
0.25 + 0.05

(
65536z8 − 1

)
, z ≤ 0.25,

0.25, ��	��
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��� �	
���
�� ���	���� �� ���	������� �� ���	�� �� �� ��� �	������ �� ��������� �� 
����� ���
�	�
������

J (u, λn) := 10−3

ˆ
B
σ(u) : σ(u) dx +

ˆ
ΓC

λn ds

���� B := {x ∈ Ω | 0 ≤ x1 ≤ 0.25, 0.625 ≤ x2, x3 ≤ 0.875}� ��� �������� 
��� ���� 43688

���� �� ��� 7th ��������� �� ��� �������� ��������
 �� ���� ���	������� �� ���	�� �� �� � �����

����� ��!��
���� �� ���  �	����� �� ��� �
���� 
����
� "���� #� ���� ���
���� ��� ���

C (wh) (ξn,H) �� 
�
���������� ����� �� ��� !��� ���������� ��� ���� ���� ��
��������

� �������	��� 
�� ������
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