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����� �������$ Γ := ∂Ω� *���������
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 �	�
�� ���� ��
����� ���
���� ��� ��

��	� ������� �������$
�
 ����� �$ ΓC ⊂ Γ\ΓD ���� ΓC � Γ\ΓD� ������������ �� ���� ��� ���� ΓN = Γ\ (ΓD ∪ ΓC)�
����� -������ �������$ ���������
 ��� ���
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 ��� �������
�$ L2(Ω)� H l(Ω) ���� l ≥ 1� ��� H1/2(ΓC)� (� 
�� H1

D(Ω) :=
{
v ∈ H1(Ω) | γ(v) = 0 �� ΓD

}
��� V :=

(
H1

D (Ω)
)d

���� ��� ����� �������� γ� ��� ����	�����	 ���	 
���� �
 H1/2 (ΓC)

�
 ����� �$ H̃−1/2 (ΓC) ���� ��� ����
 ‖ · ‖−1/2,ΓC
��� ‖ · ‖1/2,ΓC

� ��
�������	$� ��� L2,

��	�� �������
 �� ω ⊂ Ω ��� Γ′ ⊂ Γ ��� ������� �$ (·, ·)0,ω ��� (·, ·)0,Γ′ � ��� 	����� ���
������� ������� γC := γ|ΓC

: H1
D(Ω) → H1/2 (ΓC) �
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ΓC � 
�� /!�� ���� 001� (� ��#�� vn := γC(v)n ��� vt,j := γC(v)tj � ����� n ������
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������,��	��� 
������� ��
������� ��� ����� ���� �����	 ������ ���� ��
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 ≥ ��� ≤ 
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 ��� ��#��� �


2�	��
� ����$�����3� (� 
�� H
1/2
+ (ΓC) :=

{
v ∈ H1/2 (ΓC)

∣∣ v ≥ 0
}
� ��� ���	 ���� �
 H

1/2
+ (ΓC)

�
 Λn :=
{
μ ∈ H̃−1/2 (ΓC)

∣∣∣∀v ∈ H
1/2
+ (ΓC) : 〈μ, v〉 ≥ 0

}
� ������������ �� 
��

Λt (λ
r
n) :=

{
μ ∈

(
H̃−1/2 (ΓC)

)d−1
∣∣∣∣ 〈μ, vt〉 ≤ 〈sr (λr

n) , |vt|〉 , vt ∈
(
H

1/2 (ΓC)
)d−1

}

���� ��� ���	����� ���� |·|� *���� sr : Λn → Λn ������
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��� ����		 �������� ��������� ��� � ����� ��
�	������� #�	� v ∈ V � ��� 	������ �� 
����� ���,

�� �
 ��#��� �
 ε(v) := 1

2

(
∇v + (∇v)�

)
��� ��� 
���

 ���
�� �
 σ(v)ij := Cijklε(v)kl ��
����,

��� � 	�����,�	�
��� �������	 	�� ���� Cijkl ∈ L∞(Ω)� Cijkl = Cjilk = Cklij ��� Cijklτijτkl ≥ κτ2ij

�� τ ∈ L2(Ω)k×k

sym ��� � κ > 0� (� ��#�� σn := σn� σnn := n�σn� σnt,l := t�I σn�
��� 
����� 
����	����� �
 ����������
 ����	�� ���� 
������� �
 �� #�� � ��
�	������� #�	�

ur ∈ V ∩H2 (Ω) 
��� ����

− div (σ (ur)) = f �� Ω, σn (u
r) = b �� ΓN , 456

urn − g ≤ 0, σr
nn ≤ 0, σr

nn (u
r
n − g) = 0 �� ΓC , 4�6

|σr
nt| ≤ sr (σr

nn) ����

{
|σr

nt| < sr (σr
nn) ⇒ urt = 0

|σr
nt| = sr (σr

nn) ⇒ ∃ζ ∈ R≥0 : u
r
t = −ζσr

nt

}
�� ΓC . 4!6



� ������� 	���
���
�� �

������� ���	

s0 (σnn) = 0 ��
��
�
 �	�� ��
����
s1 (σnn) = CT ��	��� ��
��
�
 �
�� � ��
���
� CT > 0
s2 (σnn) = −Fσnn ������� ��
��
�
 �
�� � ��
���
� F > 0

s3 (σnn) = CT
n

√
tanh

((
−Fσnn

CT

)n)
��
��
�
 ��� �� �	��	
 �
�� n ∈ N

���� �� ���	 	�����	� �� ��
��
�
 ����

Tresca

Coulomb

Betten (n = 5)

|σnn|

|σ
n
t|

CT

��	� �� ���������
�
 �� �
�	�	
� ��
��
�
 ����

��	 	��
�
��
�� 	����
�
 �� �

	�� 	����
�
�� 
� 
��	� 

 �� ! ��	�	 ��	 "����	 �
� ������	

����� ��	 ��	�
#	� �� f �
� b$ �
 ��	 ������

% �	�& ��������
�
! �	 �����	 f ∈
(
L2(Ω)

)d
!

b ∈
(
L2 (ΓN )

)d
$ ��	 %	��	��
��� ��
���� ��
�
�
�
� ��	 �	���
�	� 

 �' $ ��	 ����
��	 ��
����

���
���� ΓC 
� �����	��
(	� �� � ��)�
	
��� ������ ��
��
�
 ϕ : Rd−1 → R ���� ����!
�
����� ���� �� %	
	���
��! ��	 %	��	��
��� ��
���� ��
�
�
�
 ��� � �
�����	�	
� #	�� v 

 ��	
d*�� �����
	
� 
� %
"	
 �� ϕ(x)+vd(x, ϕ(x)) ≤ ψ(x1+v1(x, ϕ(x)), . . . , xd−1+vd−1(x, ϕ(x)))
�
�� x := (x1, . . . , xd−1) ∈ Rd−1$ ��	 ��)�
	
��� ������ ��
��
�
 ψ �	���
�	� ��	 ������	
�� ��	 �
%
� �������	$ ��	 �

	��
(��
�
! ��	�	
�	� ��� 

���
�	 

 +,'! �����	� '-! �� ��
�
��
�
�
�
 �	����� 

 vn ≤ g 

 �' �
�� g(x) := (ψ(x) − ϕ(x))(1 + (∇ϕ(x))�∇ϕ(x))−1/2$ �

��	 �	�& ��������
�
! �	 �����	 g ∈ H1/2(ΓC)$ ��	 �	��
� ��
�
�
�
! � �
%
 ��
�
�
�
 �

��	 ���	� 
����� ���	��! 	
���	� ���� �
�� ��	����	 ������$ �� ��	 �����	�	
���� ��
�
�
�



 �' ! �	 ��"	 	
��	� ��	����	 �� 
� ��
����$ ��	 ��
��
�
�� ��
�
�
�
� ��	 �	
��	� 

 �, $
��	� 

�
���	 ���� ��
�&

% ������ 
� ��	 ��%

���	 �� ��	 ��
%	
�
�� ����	� 
� �	��� � ��
�
���
"���	 %
"	
 �� ��	 ��
��
�
 ��� sr$ �� ��
� ��
�
��� "���	 
� �	���	�! �	 ����

 ��
�

%! ��	�	 ��	
��
�

% �
�	��
�
 ����	���
�� �� ��	 
	%��
"	 �
�	��
�
 �� ��	 ��
%	
�
�� ����	�$ ���	 	�����	�
�� ��
��
�
 ���� ��	 %
"	
 

 ����	 �! �		 ��� 

���
�	 +./-$ ��	� ��	 
��������	� 

 �
%��	 �$
���� � ����
��� ��

� �� "
	�! ��	���0� ��
��
�
 ��� #�� �	�� ��� �
%� ��
���� ��	����	! ��
�	
�������0� ��� 
� �������	 ��� ��� ��
���� ��	����	$ �� ��� �� �	�� �� �
%� ��
���� ��	����	�
�����! �	 
		� � 
�
�

	�� ���	� ��
��

% ���� �	%
�
� �	��$ 1
 	�����	 ��� ���� � ���	 ��
��
��
�
 ��� 
� %
"	
 �� �	��	
0� ���$ ��� ��� �
����
�! �	 �����	 ���� ��	 ��
�
�	�	� ��
��
�

���� ��	 ��� �
�	� ��
�

������ �
�	�	
�
���	 �$�$�$ λr

n$



� ������� 	���
���
�� �

��� ��� � ��	���
��
 ����� ����
	
	� �� �	� � �
��� ��������
�� �� ������ ��� �
�
���� ���� ��
�
���� ���	�
�
�
 
	 �
��� �
 a(w, v) := (σ(w), ε(v))0 �� V ×V � ��
�� 
	 	
�����
�� ����
����	
��� ��� ��  ���!	 
��"���
�
 V ����
��
�� ��� ������ ��� 	������ ����	 ��� �����	����� �

〈
, v〉 := (f, v)0 + (b, vN )0,ΓN

� # �����
�� wr := (ur, λr
n, λ

r
t ) ∈ V × Λn × Λt (λ

r
n) 
	 � 	�����

��
�� �� ��� ��
��
���� ������� ������� ����� 
� ��� ���
 
��

a (ur, v) + 〈λr
n, vn〉+ 〈λr

t , vt〉 = 〈
, v〉, �$�

〈μn − λr
n, u

r
n − g〉+ 〈μt − λr

t , u
r
t 〉 ≤ 0, �%�

��� ��� v ∈ V � ��� μn ∈ Λn� ��� ��� μt ∈ Λt� &� 	��� 	�������		 �		����
��	 ��� ���'����� 
�
����	 λr

n = −σr
nn ��� λr

t = −σr
nt� ��� ��
	����� ��� ��
"����		 �� ��� 	����
�� wr ������	

�� ��� ���	�� ��
��
�� ��� sr ��� 
�	 ���������	� ��� ���	��!	 ��� (������!	 ��
��
�� ���
�
�� F 	���� ������� ����� ��
	�	 � ��
"�� ���) 	����
��� *� ����� �� +,�- ��� �� �����
��
�� ��
	����� ��� ��
"����		 ��	���	�

*� ��� ����������� ��� ��
��
���� ������� ����
�
��	 �%� 
� ����	 �� ��� ����
���� �"���
�
��	� ��� �������
��� ������� ����
�
��	 ��� �"�
�������
 �����	�� �


g − urn ∈ H
1/2
+ (ΓC) , λr

n ∈ Λn, 〈λr
n, u

r
n − g〉 = 0. �.�

#		��
�� λr
n ∈ L2 (ΓC)� �.� 	
���
'�	 ��

g − urn ∈ H
1/2
+ (ΓC) , λr

n ≥ 0 ���� �� ΓC , λr
n (u

r
n − g) = 0 ���� �� ΓC . �/�

��� �������
��� ������� �������	� �� ���� λr
n ∈ L2 (ΓC) ��� 
�	������ 
� Cijkl ∈ W 1,∞(Ω) ���

g ∈ H5/2 (ΓC)� 	�� +$,-� ��� �������
��� ������� ����
�
��	 �/� ��� �"�
�������
 ������������
�	

λr
n −max {0, λr

n + urn − g} = 0 ���� �� ΓC �0�

�
 �� 1(2 �����
��� ��� +,3� (������ $-� 4���
��

�� �
�� � ��	� �����
�� μn ∈ L2 (ΓC) ����	
��

C (wr) (μn) := (μn, λ
r
n −max {0, λr

n + urn − g})0,ΓC
= 0.

5������� ��� 	��
�
���� ���� C 
	 ��� ��6���� �
7�����
���� 
� ��������

&� �� ��"�
�� λr
n ∈ L2 (ΓC) ��� λr

t ∈
(
L2 (ΓC)

)d−1
� �� ����
� sr ∈ S� ����� S :={

s : L2 (ΓC) → L2
+ (ΓC)

∣∣ s ����
����	�
 �
7�����
����} �
�� L2
+ (ΓC) :=

{
v ∈ L2 (ΓC)

∣∣ v ≥ 0 ����
}
�

������������ Λt 	
���
'�	 ��

Λt (λ
r
n) =

{
μt ∈

(
L2 (ΓC)

)d−1
∣∣∣ |μt| ≤ sr (λr

n)
}
.

��� ��������
��	 
� +,3� 8���
�� ,��- 	��� ���� �� ����
� ��	� ��� ��
��
���� ����
�
��	 ��� ����
9���
�
�� ���� �
�� ��� ���� �� � 	����� 1(2 �����
��� 	�� +,3� (������ %-� �
��	 �	

max {sr (λr
n) , |λ

r
t + urt |}λ

r
t − sr (λr

n) (λ
r
t + urt ) = 0 ���� �� ΓC .

��� ����
��
���
�� �
�� � ��	� �����
�� μt ∈
(
L2 (ΓC)

)d−1
'����
 ��	���	 
�

Dr (wr) (μt) := (μt,max {sr (λr
n) , |λ

r
t + urt |}λ

r
t − sr (λr

n) (λ
r
t + urt ))0,ΓC

= 0.

&� �������� ��� 	��
�
���� ���� D 
	 ��� ��6���� �
7�����
����� ����
*� ��'�� ��� 	��
�
���� ����

Ar (wr) (ϕ) := a (ur, v) + (λr
n, vn)0,ΓC

+ (λr
t , vt)0,ΓC

− 〈
, v〉+ C (wr) (μn) +Dr (wr) (μt)

�
�� ϕ = (v, μn, μt) ∈ W := V × L2 (ΓC) ×
(
L2 (ΓC)

)d−1
� ���� 8
����
�
!	 ������� �$�%� 
	

�� '�� wr ∈ W �
��
∀ϕ ∈ W : Ar (wr) (ϕ) = 0.



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� �

��� ����� ���	
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���
���
���

��� ����� ���	
��� ��
���
���
��� �
 ������� ��
 �� 
�� 

�	
� �
 ��

� �� 
	����� � �����
���	
��� ����
��� ���� �� 
��
 ���� �� ����� � ����
��� ����� ��������� H := {s0, s1, . . . , sM}�
����� s0 �
 
�� ��

 ������
 ����� ��� sM := sr 
�� ��

 ������
� �� ��������� ������ ��
����	�� ��� 
��� � ��������� �
 ����� �� ����� �� �������� �� ���	�
� � ������� ������� ����
���
��� s ∈ S ��
�� �� 
�� �������
 �����
 �� H�  
��� 
�� 
��������� ����

A (w) (ϕ) := a (u, v) + (λn, vn)0,ΓC
+ (λt, vt)0,ΓC

− 〈
, v〉+ C (w) (μn) +D (w) (μt)

��
� w = (u, λn, λt) ∈ W � ϕ = (v, μn, μt) ∈ W ���

D (w) (μt) := (μt,max {s (λn) , |λt + ut|}λt − s (λn) (λt + ut))0,ΓC
,

w ∈ W �
 � 
���
��� �� !��������"
 	������ ��
� � ����� ���	
��� ����
��� ���� ��

∀ϕ ∈ W : A (w) (ϕ) = 0.

#� �����
�� ��
��� � ����������� $����%�� ��
��������
� ����
���

a (ur − u, v) + (λr
n − λn, vn)0,ΓC

+ (λr
t − λt, vt)0,ΓC

= 0 &'(

��� ��� v ∈ V �
��� 
����� 

�	 ���
�


 �� 
�� 
	������
��� �� 
�� ������� ��
���
���
��� ��)�������

�

����� ��
��� 
��
 
�� 	��
��
�� � 	�

������ ����� �����
�
 �		���
 
� � ���� ����� �� 
�����)��


� �������
� �		������
���
 wh 
� w� ���� ���� 
� ������ 
�� ��������� �

��	
���*

���������	 
� ��� Wh = Vh × Λn,h × Λt,h �� � ����� 	�
�������
 �������� �� W � �����

�������� ��� 	������� ��
����� wh� ��������� �������� &+( ��� �� ��
	 ��� ��� 	������� ��
�����

wh� ����

a (uh, vh) + (λn,h, vh,n)0,ΓC
+ (λt,h, vh,t)0,ΓC

= 〈l, vh〉 &�,(

��� �

 vh ∈ Vh�

��
��� -� ���� &�,(� � ����������� $����%�� ��
��������
� ������
� ����

a (u− uh, vh) + (λn − λn,h, vh,n)0,ΓC
+ (λt − λt,h, vh,t)0,ΓC

= 0 &��(

��� ��� vh ∈ Vh�

��
��� .� /� �

��	
��� �� �� ���� 	��
����� Λn,h ⊆ L2 (ΓC) ��� Λt,h (λn,h) ⊆
(
L2 (ΓC)

)d−1
�

#� �� ��
 ��)���� Λn,h ⊆ Λn ��� Λt,h (λn,h) ⊆ Λt (λn,h)� ���
� �� ���
���� ��
� ����������0
��� �		������
���
 �� 
�� 1������� ���
�	�����

��
��� +� 2�� �����
�
 �		���
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���
��� 
�����
� /
 �������
 ��
���� �����
��� ���� ��
�� �� 
�� ��
	�������
� /� 
��
 ��
�� 
�� 1������� ���
�	����
 λn ��� λt ����

� �� ��
������� �� � 	�
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���� ��������� )���
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� �� ��
���

 J : W → R� ���� J ��� ������� 
�� ��
	�������

u �
 ���� �
 
�� 1������� ���
�	����
 λn ��� λt ��	��
��
��� 
�� ���
��
 ��� 
�� ����
�����
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 ��
	��
������
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�
�
�	� �

��� ����� �		�	 �
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�����

���������� �	
 ��

� 
���� J (wr)−J (w) �� ��
��

� �	
 ���� ��
� �� �	
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����

�

�����
� �� �	
 

������� �� � �������
 
��� �����
�� ���
 zr = (yr, ξrn, ξ
r
t ) ∈ W ���	

a (v, yr)− bcr (ξ
r
n, v) + bfr (ξ

r
t , v) = J ′

u (w
r) (v) , ����

(μn, y
r
n)0,ΓC

+ ccr (ξ
r
n, μn) + cfr (ξ

r
t , μn) = J ′

λn
(wr) (μn) , ����

(μt, y
r
t )0,ΓC

+ dfr (ξ
r
t , μt) = J ′

λt
(wr) (μt) , �� �

��� ��� (v, μn, μt) ∈ W � !
�
� �	
 �����
�� ����� bc : L2 (ΓC) × V → R ��
 c : L2 (ΓC) ×
L2 (ΓC) → R ��
 "��
� ��

bcr (ωn, v) :=

ˆ
ΓC

ωnχ
c
rvn do,

ccr (ωn, μn) :=

ˆ
ΓC

ωn [1− χc
r]μn do,

���	

χc
r (w

r) :=

{
1, �� λr

n + urn − g > 0,

0, �� λr
n + urn − g ≤ 0.

#
 ���� ����
 χc
r = χc

r (w
r)� �	
 �����
�� ����� bc ��
 cc $���
����
 �� �
�"	�

 L2%�$����

���
�$�� �� ΓC � �	
�
 �	
 �
�"	� �� "��
� �� �	
 ��
�$���� ���$���� �� �	
 �$���
 ��
 ��%

�$���
 "
��
���$�� $����$� �
�� �
��
$���
��� ����	
����
� �
 $����

� �	
 �����
�� �����

bfr :
(
L2 (ΓC)

)d−1
× V → R� cfr :

(
L2 (ΓC)

)d−1
× L2 (ΓC) → R� ��
 dfr :

(
L2 (ΓC)

)d−1
×(

L2 (ΓC)
)d−1

→ R ���	

bfr (ωt, v) :=

ˆ
ΓC

ωt

[
χf
rλ

r
t

(
n′ (wr)

)�
− sr (λr

n) I
]
vt do,

cfr (ωt, μn) := −

ˆ
ΓC

ωt (s
r)′ (λr

n) (μn)
[
χf
rλ

r
t + ut

]
do,

dfr (ωt, μt) :=

ˆ
ΓC

ωt

[
max {sr (λr

n) , n (wr)} I − s (λr
n) I + χf

rλ
r
t

(
n′ (wr)

)�]
μt do.

!
�
� �
 ��
 �	
 �������� n (wr) := |λr
t + urt | ��


n′ (wr) =

{
λr
t+ur

t

n(wr) , �� w �= 0,

0, �� w = 0.

!��
�
�� �	
 $��
 w = 0 
�
� ��� �$$�� �
$���
 �� �	
 ��������$����� ���	 �	
 ��
�$����
���$���� χf

r ������ ���
��" ��
 ���$&��"� �	
�


χf
r (w

r) :=

{
1, �� sr (λr

n) < n (wr) ,

0, �� sr (λr
n) ≥ n (wr) .

�	
 �	���
� �������� χf
r := χf

r (wr) �� ������ ��

� #
 ����� ��� �	��� �� �	
 ��'$	
� 

�������


A′ �� A 
(����� �	
 
��� �����
� ���%� � ���$	
� A′ (wr) (ϕ, zr) = J ′ (wr) (ϕ)� )
� �� $�
�����

�	
 $���
$���� �
��

� max {sr (λr
n) , n (wr)} ��
 �	
 ��
�$���� ���$���� χf

r �

Dr (wr) (μt) = (μt,max {sr (λr
n) , n (wr)}λr

t − sr (λr
n) (λ

r
t + urt ))0,ΓC

=
(
μt, χ

f
rn (wr)λr

t +
(
1− χf

r

)
sr (λr

n)λ
r
t − sr (λr

n) (λ
r
t + urt )

)
0,ΓC

=
(
μt, χ

f
r (n (wr)λr

t − sr (λr
n)λ

r
t )− sr (λr

n) u
r
t

)
0,ΓC

=: D̄r (wr) (μt) .



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� �

�� �� ����	
�� D̄r� �� ��� χf
r 
� 
 ���
 ��	���	�� �����	��� ����� ��� ������� 
	������	
�	�	��

�� D̄r 
����
� ���� �� ��� ���������� �� sr� �� ��� ������	�� �������� 	� ��� ������	�� ��
��
�

�� 
����� ��
� (μn, s
r (λr

n))0,ΓC
	� ����� �	��� ������� 
	������	
��� ������ λr

n� � �����

�
����
�	�� ��� �����(
D̄r

)′
(wr) (δw, μt)

=
(
D̄r

)′
u
(wr) (δu, μt) +

(
D̄r

)′
λn

(wr) (δλn, μt) +
(
D̄r

)′
λt
(wr) (δλt, μt)

=
(
μt, χ

f
r

(
λr
t

(
n′ (wr)

)�
δut

)
− sr (λr

n) δut

)
0,ΓC

−
(
μt, χ

f
r (s

r)′ (λr
n) (δλn)λ

r
t + (sr)′ (λr

n) (δλn) u
r
t

)
0,ΓC

+
(
μt, χ

f
r

(
λr
t

(
n′ (wr)

)�
δλt + n (wr) δλt − sr (λr

n) δλt

))
0,ΓC

= bfr (μt, δu) + cfr (μt, δλn) + dfr (μt, δλt) .

� !"

��
��������� �� 
���� ��� 
�
� �����	�� z = (y, ξn, ξt) ∈ W ������ ��� ��
�� 


��	#�

��	��	�� �
� s ��	�� ��� �	�	��
� ����� bc� cc� bf � cf � 
�
 df 
� ���� 
� ��� 	�
	�
��� �����	���

χc 
�
 χf � ������������ �� ���

D̄ (w) (μt) :=
(
μt, χ

f (n (w)λt − s (λn)λt)− s (λn)ut

)
0,ΓC

= D (w) (μt)


�
 ���
	�

D̄′ (w) (δw, μt) = bf (μt, δu) + cf (μt, δλn) + df (μt, δλt) . � $"

%� 
����� ��� ��
�� 


��	#� ����� ������ ��� ��	�
� 
� ���� 
� �� ��� 
�
� �����	�� ��

erw :=
(
eru, e

r
λn
, erλt

)
:= (ur − u, λr

n − λn, λ
r
t − λt) ,

erz :=
(
ery, e

r
ξn , e

r
ξt

)
:= (yr − y, ξrn − ξn, ξ

r
t − ξt) ,

�������	#���� ��� ����� 	� ��� �������	�
� ����
�� 	�
	�
��� �����	�� 	� erχc := χc
r (w

r)−χc (w)


�
 	� ��� ��	��	��
� 	�
	�
��� �����	�� er
χf := χf

r (wr)− χf (w)�
�� ����
�
�	�� �� ��� �
	� ������� �� ���
� ��� �	�	��
� ����� 	� ��� 
�
� ������� ���&

����	�� ��� ����
�� ���
	�	���'

����� �� �� ������ �	��

ccr
(
ξrn, e

r
λn

)
− bcr (ξ

r
n, e

r
u) + cc

(
ξn, e

r
λn

)
− bc (ξn, e

r
u)

=

ˆ
ΓC

erχc

[
erξn (λn + un − g)− ξn

(
erλn

+ eru,n
)]

do =: 2Rm
c

	�
��


������ $
 ��� ���� Rm
c 	� ��� ���
��� �� ��� ����� 	� ��� 	�
	�
��� �����	�� �� ��� ����
��

���
	�	��� 
�
 ��� ��
�� ������ ���� 	� 	� �� �	���� ��
���

������ (� ��� 
���	�	�� �� ��� �	�	��
� ����� ccr� c
c� bcr� 
�
 bc� �� ���
	� ��	�� C (wr) (μn) =



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� �

C (w) (μn) = 0 ��� ��� μn ∈ L2 (ΓC)

ccr
(
ξrn, e

r
λn

)
− bcr (ξ

r
n, e

r
u) + cc

(
ξn, e

r
λn

)
− bc (ξn, e

r
u)

=

ˆ
ΓC

ξrn [1− χc
r] e

r
λn

do−

ˆ
ΓC

ξrnχ
c
re

r
u,n do+

ˆ
ΓC

ξn [1− χc] erλn
do−

ˆ
ΓC

ξnχ
ceru,n do

=

ˆ
ΓC

ξrn
[
erλn

− χc
r

(
erλn

+ eru,n
)]

do+

ˆ
ΓC

ξn
[
erλn

− χc
(
erλn

+ eru,n
)]

do

=

ˆ
ΓC

ξrn [λ
r
n − χc

r (λ
r
n + urn − g)] do−

ˆ
ΓC

ξrn [λn − χc
r (λn + un − g)] do

+

ˆ
ΓC

ξn [λ
r
n − χc (λr

n + urn − g)] do−

ˆ
ΓC

ξn [λn − χc (λn + un − g)] do

= −

ˆ
ΓC

ξrn [λn − χc
r (λn + un − g)] do+

ˆ
ΓC

ξrn [λn − χc (λn + un − g)] do

−

ˆ
ΓC

ξn [λ
r
n − χc

r (λ
r
n + urn − g)] do+

ˆ
ΓC

ξn [λ
r
n − χc (λr

n + urn − g)] do

=

ˆ
ΓC

ξrne
r
χc (λn + un − g) do−

ˆ
ΓC

ξne
r
χc (λr

n + urn − g) do

=

ˆ
ΓC

erχc [ξrn (λn + un − g) − ξn (λ
r
n + urn − g)] do

=

ˆ
ΓC

erχc

[
erξn (λn + un − g)− ξn

(
erλn

+ eru,n
)]

do = 2Rm
c .

�� ��	
� ��� 
�����
��� ����Δ(w) (μt) := Dr (w) (μt)−D (w) (μt) �
� �����
 A (w) (ϕ)+
Δ (w) (μt) = Ar (w) (ϕ)� ������������ �� 
�� Δ̄ (ω,ϕ) :=

(
D̄r

)′
(w) (ω,ϕ)� ��� 
���
� 
���

�
 
�� �� ��

���� ��� ����
��� ���� �
 ��� ���� �������
 ��
���
�
� ��� �������
�� ��
�����

�

����� �� ���� ��� �����	
�� ����

Rm
f = Rm

χ,1 +Rm
χ,2 +Rm

Q

�	��

�	� ��� �������	�� ��	
����	�� �����

Rm
χ,1 = −

(
ξrt ,

(
χf
r (w

r)− χf
r (w)

)
(n (w)λt − sr (λn)λt)

)
0,ΓC

,

Rm
χ,2 = −

1

2

[(
D̄r

)′
(w) (erw, ξt)− D̄′ (w) (erw, ξt)

]
,

Rm
Q =

1

2

ˆ 1

0

(
D̄r

)′′′
(w + serw) (e

r
w, e

r
w, e

r
w, ξ

r
t ) s(s− 1) ds,

�� ���
�

bfr (ξ
r
t , e

r
u) + cfr

(
ξrt , e

r
λn

)
+ dfr

(
ξrt , e

r
λt

)
+ bf (ξt, e

r
u) + cf

(
ξt, e

r
λn

)
+ df

(
ξt, e

r
λt

)
= −2Δ (w) (ξt)− 2Δ (w)

(
erξt

)
− Δ̄

(
erw, e

r
ξt

)
+ 2Rm

f .

������ �� ��� �����
��� Rm
f �
 ����
���� �� Rm

χ,1� ����� ��

�
�
 ���
�� �� ��� ����� �


��� �
������� ��
����
 �� ��� 
�����
� �
� ��� 
����
� �����
� ��� ����� ����
 ��� �� 
���
�

�
� ����� ����� �
 ��� ������ ��
����������



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

������ �� ����� �� 	
���� 
��	� ��� ���	���
	 
� D̄r �	� D (w) (μt) = 0

D̄r (w) (ξrt )

=
(
ξrt , χ

f
r (n (w)λt − sr (λn)λt)− sr (λn)ut

)
0,ΓC

=
(
ξrt ,

(
χf
r (w

r)− χf
r (w)

)
(n (w)λt − sr (λn)λt)

)
0,ΓC

+
(
ξrt , χ

f
r (w) (n (w)λt − sr (λn)λt)− sr (λn)ut

)
0,ΓC

= −Rm
χ,1 +Dr (w) (ξrt ) = Dr (w) (ξrt − ξt) +Dr (w) (ξt)−Rm

χ,1

= Dr (w) (ξrt − ξt)−D (w) (ξrt − ξt) +Dr (w) (ξt)−D (w) (ξt)−Rm
χ,1

= Δ(w)
(
erξt

)
+Δ(w) (ξt)−Rm

χ,1.

��� ������
���� �
�� ���� ��� �����	��� ���� �
������ ���� D̄r (wr) (μt) = Dr (wr) (μt) = 0
�	� ��� �������	� ����
����
	� ���� �


−Δ(w)
(
erξt

)
−Δ(w) (ξt) +Rm

χ,1

= D̄r (wr) (ξrt )− D̄r (w) (ξrt )

=

ˆ 1

0

(
D̄r

)′
(w + serw) (e

r
w, ξ

r
t ) ds

=
1

2

(
D̄r

)′
(w) (erw, ξ

r
t ) +

1

2

(
D̄r

)′
(wr) (erw, ξ

r
t )−Rm

Q .

��
� ����� ���� �	�(
D̄r

)′
(w) (erw, ξ

r
t )

=
(
D̄r

)′
(w)

(
erw, e

r
ξt

)
+

(
D̄r

)′
(w) (erw, ξt)− D̄′ (w) (erw, ξt) + D̄′ (w) (erw, ξt)

= Δ̄
(
erw, e

r
ξt

)
− 2Rm

χ,2 + bf (ξt, e
r
u) + cf

(
ξt, e

r
λn

)
+ df

(
ξt, e

r
λt

)
,

�� ���
�� ��� �������
	 �� ������	��	� ��� ��	��� ����� 

!
���	�	� "���� ��� �	� �#�� �� 
����	 ��� �
��
��	� $�
�
����
	 �
	���	�	� ��� �
���

���
�%

����������� 	
 ��� ��� ����� ��	
��� ���������� 
� J � J ′′′ : W → L(W,L(W,W ∗))� ������

����� ��� ���
� ��������

J (wr)− J (w) = −Δ(w) (z)−Δ(w) (erz)−
1

2
Δ̄ (erw, e

r
z) +Rm

J +Rm
c +Rm

f

�
��� �
� ��� �
��� ���
� �� ��� �������� 
� �������� ���� ��� ��������� �����

Rm
J =

1

2

ˆ 1

0
J ′′′ (w + serw) (e

r
w, e

r
w, e

r
w) s(s− 1) ds

������ ��� �������� 
� �������� J � Rm
c ��
� ����� � ��� Rm

f ��
� ����� ��

������ �&� ��� �����	��� Rm
J �� 
� ����� 
���� �	 ��� ���
� !
	��'
�	���� ��� �����	���

����� ��� �
��	���� �� Rm
χ,1 

������ ��� ������
���� '
�����
�� �
�� ���� ��� �����	��� ���� ����� �


J (wr)− J (w) =

ˆ 1

0
J ′ (w + serw) (e

r
w) ds =

1

2
J ′ (w) (erw) +

1

2
J ′ (wr) (erw) +Rm

J .



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

���� ��� ��	
����
 �� ��� �
�� �������� �������� ���� ��� ��
�������� �������
 �������
�����

���� �� ���
��

J ′ (wr) (erw) = a (eru, y
r)− bcr (ξ

r
n, e

r
u) + bfr (ξ

r
t , e

r
u) +

(
erλn

, yrn
)
0,ΓC

+ccr
(
ξrn, e

r
λn

)
+ cfr

(
ξrt , e

r
λn

)
+
(
erλt

, yrt
)
0,ΓC

+ dfr
(
ξrt , e

r
λt

)
= −bcr (ξ

r
n, e

r
u) + bfr (ξ

r
t , e

r
u) + ccr

(
ξrn, e

r
λn

)
+ cfr

(
ξrt , e

r
λn

)
+ dfr

(
ξrt , e

r
λt

)
�
�

J ′ (w) (erw) = a (eru, y)− bc (ξn, e
r
u) + bf (ξt, e

r
u) +

(
erλn

, yn
)
0,ΓC

+cc
(
ξn, e

r
λn

)
+ cf

(
ξt, e

r
λn

)
+

(
erλt

, yt
)
0,ΓC

+ df
(
ξt, e

r
λt

)
= −bc (ξn, e

r
u) + bf (ξt, e

r
u) + cc

(
ξn, e

r
λn

)
+ cf

(
ξt, e

r
λn

)
+ df

(
ξt, e

r
λt

)
.

����� � �
�  �������� ���� ��� ����
�����
� ���!� ���� ��

J (wr)− J (w)

=
1

2
J ′ (w) (erw) +

1

2
J ′ (wr) (erw) +Rm

J

=
1

2

[
−bcr (ξ

r
n, e

r
u) + bfr (ξ

r
t , e

r
u) + ccr

(
ξrn, e

r
λn

)
+ cfr

(
ξrt , e

r
λn

)
+ dfr

(
ξrt , e

r
λt

)]
+
1

2

[
−bc (ξn, e

r
u) + bf (ξt, e

r
u) + cc

(
ξn, e

r
λn

)
+ cf

(
ξt, e

r
λn

)
+ df

(
ξt, e

r
λt

)]
+Rm

J

= −Δ(w) (z)−Δ(w) (erz)−
1

2

(
D̄r

)′
(w)

(
erw, e

r
ξt

)
+Rm

c +Rm
f +Rm

J ,

��� ��������
"

��� �����	
���
�
� 	��
� 	�
���
�
�

#
 ���� ������
� �� ��
����� ��� �������������
 ����� J (w)−J (wh) ������
 ��� ����� ������!�

���
���
 w �
� ��� �����$������
 wh" %� ���� �
�� �� 
��� � �������� �����$������
 zh =
(yh, ξn,h, ξt,h) ∈ Wh �� z� ����� ���� 
�� ��!� �� �
�	�� �
� �
����� ���
�����
�" &� ��
���

�� ew �
� ez ��� �������������
 ������ �"�"

ew = (eu, eλn
, eλt

) = (u− uh, λn − λn,h, λt − λt,h) ,

ez = (ey, eξn , eξt) = (y − yh, ξn − ξn,h, ξt − ξt,h) .

�
���������� �� ��	
�

D̄h (wh) (μt,h) :=
(
μt,h, χ

f
h (n (wh)λt,h − s (λn,h)λt,h)− s (λn,h) uh,t

)
0,ΓC

= Dh (wh) (μt,h)

�
� 
�����

D̄′
h (wh) (δw, μt) = bfh (μt, δu) + cfh (μt, δλn) + dfh (μt, δλt) �' �

���� ��� ����
��� ����� bfh : Λt,h × Vh → R� cfh : Λt,h × Λn,h → R� �
� dfh : Λt,h × Λt,h → R

��
���
�
� ��� �������
�� ��
�����
��

bfh (ωt, v) :=

ˆ
ΓC

ωt

[
χf
hλt,h (n (wh))

� − s (wh) I
]
vt do,

cfh (ωt, μn) := −

ˆ
ΓC

ωts
′ (λn,h) (μn)

[
χf
hλt,h + uh,t

]
do,

dfh (ωt, μt) :=

ˆ
ΓC

ωt

[
max {s (λn,h) , n (wh)} I − s (λn,h) I + χf

hλt,h

(
n′ (wh)

)�]
μt do,



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

���

χf
h (wh) :=

{
1, �� s (λn,h) < n (wh) ,

0, �� s (λn,h) ≥ n (wh) .

��� �		
	 �� ��� �	����
��
 �������
	 ������
� �� efχ = χf −χf
h� ��	��� �� �
�	��� ��� �
������
�

������� ��� �	����
��
 ��	� 
� ��� ���
 �	
�
�� ��� ��� �	����
��
 �
�����
���

����� ��� ��� (μn, s (λn))0,ΓC
��� ���	����
 μn ∈ L2 (ΓC) �� ��� �	��
 ������� �	������	����

������ λn� ���� �� ���� ��� 	����	�


bf (ξt, eu) + cf (ξt, eλn
) + df (ξt, eλt

) = −D (wh) (eξt)−D (wh) (ξt,h) +R
(2)
f .

��� ����	���� ���� R
(2)
f = R

(2)
χ +R

(2)
Q ���
	
�
 ��

R(2)
χ := −

(
ξt, e

f
χ (n (wh)λt,h − s (λn,h)λt,h)

)
0,ΓC

���

R
(2)
Q =

ˆ 1

0
D̄′′ (wh + sew) (ew, ew, ξt) s ds.

������ �� 
����� ����� ��� �
� ����	���	� 	�
� ���� ��� 	�������	 ��� ��� 

D̄ (w) (ξt)− D̄ (wh) (ξt) =

ˆ 1

0
D̄′ (wh + sew) (ew, ξt) ds

= D̄′ (w) (ew, ξt)−R
(2)
Q

= bf (ξt, eu) + cf (ξt, eλn
) + df (ξt, eλt

)−R
(2)
Q .

��� ������
� D̄ (w) (ξt) = D (w) (ξt) = 0 
���� �


D̄ (w) (ξt)− D̄ (wh) (ξt) = −D̄ (wh) (ξt)

= −D̄ (wh) (ξt)− D̄h (wh) (ξt) + D̄h (wh) (ξt)

= −
(
ξt, χ

f (n (wh)λt,h − s (λn,h)λt,h)− s (λn,h) uh,t

)
0,ΓC

+
(
ξt, χ

f
h (n (wh)λt,h − s (λn,h)λt,h)− s (λn,h) uh,t

)
0,ΓC

−D (wh) (ξt)

= −
(
ξt, e

f
χ (n (wh)λt,h − s (λn,h)λt,h)

)
0,ΓC

−D (wh) (eξt)−D (wh) (ξt,h)

= R(2)
χ −D (wh) (eξt)−D (wh) (ξt,h) .

!��		������ ��� ��	�� "������ ��� �	

��

#���� 
�
� ��� �	���
 	������
� �� ��� ��� �



���� �		
	 ���������

��	
	��
�	� ��� �� ��� 
����� ������� ���	���	�� �� J � J ′′ : W → L(W,W ∗)� ��	
�
 �
 ����

�
 �

����	�� � ��� ��� �

����	��
 �� ����� �� ����� �� ����	� ��� ����� 	����	�


J (w)− J (wh) =ρ (wh) (z − zh)− C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h)

+R
(2)
J +R(2)

c +R
(2)
f ,

��$ 

�	�� ��� ��	��� ��
	����

ρ (wh) (ϕ) := −A (wh) (ϕ) .



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

��� ������	�� 
��� ����
� 
�� 
���
�
� �� ��
����
� R
(2)
J � �� ����� ��

R
(2)
J = −

ˆ 1

0
J ′′ (wh + sew) (ew, ew) s ds.

��� 
�� ���
��
 ���	�
����� �� ���� 
�� ������	��

R(2)
c =

ˆ
ΓC

ξne
c
χ [λn,h + uh,n − g] do,

��
� ecχ = χc − χc
h� ��	

χc
h :=

{
1, �� λn,h + uh,n − g > 0,

0, �� λn,h + uh,n − g ≤ 0.

������ ��� �� C (wh) (ξn,h)� �� ��	
��� 
�� ����	
��� �� 
�� �����
���	� ���
	�
 ������

���
 ���� ��� 
��� D (wh) (ξt,h) �����
��

 
�� ����� �� 
�� ��
���
� 
���
��� ���������� 
��
����
���	� �����
���
 ����

������ ��� ��� 
��� R
(2)
J �����
����
 
� 
�� �
�	� ���	����� 
��� �� 
��  !" ��
��� ���

����	� ���#���
 ��
� �������	� $�	�
�
��
 �� ��
���

� ��� %�� &����
�
��� '�'(� )
 �	��
��
 ���
����	� $�	�
�
��
 �� ��
���

 J �

������ �*� ��� ���	����� R
(2)
c ����
� 
�� �����
���	� ���
	�
 �����
���
 #�����
 +���� �� 
��

	�	��
�� 	�
��� 
�
 �$�	�
 
�� ��
���
� ���� ��� ����
���	� ���	����� 
��� R
(2)
f �	
 	 ������

����� �	�
 �� 
�� 
	�� ����� 	
 R
(2)
J 	�� ��� �� 
�� �����	
�� ����
��� �� ����
���� ��� 
�����

�	�
 �	��
��
� �� 
�� 
������ 	�� 

��,��� ������
 	�� �-	�
�� ��
������ ��� ���	����� 
���

���� #� ��
��

�� �� ���� ��
	�� �� .��
��� ��

������ !� �
� 
�� #�- $�	��	
��� ���� ��
� �

 ���	����� 
��� 
� �#
	��

J (w)− J (wh) =

ˆ 1

0
J ′ (wh + sew) (ew) ds = J ′ (w) (ew) +R

(2)
J

= J ′
u (w) (eu) + J ′

λn
(w) (eλn

) + J ′
λt
(w) (eλt

) +R
(2)
J .

/��� 
�� ��0��
��� �� 
�� ���
�����
 ��	� ���#���� ��� �������� �� ��������

J ′
u (w) (eu) + J ′

λ (w) (eλn
) + J ′

λt
(w) (eλt

)

= a (eu, y)− bc (ξn, eu) + bf (ξt, eu) + (eλn
, yn)0,ΓC

+ cc (ξn, eλn
) + cf (ξt, eλn

)

+ (eλt
, yt)0,ΓC

+ df (ξt, eλt
) .

��� 1	���,�� ��
�����	��
� ���� ��	�
 
�

a (eu, y) + (eλn
, yn)0,ΓC

+ (eλt
, yt)0,ΓC

= a (eu, ey) + (eλn
, ey,n)0,ΓC

+ (eλt
, ey,t)0,ΓC

= 〈l, ey〉 − a (uh, ey)− (λn,h, ey,n)0,ΓC
− (λt,h, ey,t)0,ΓC

.

/��� 
�� ����� �� &����
�
��� � �� %��(� �� ,���

cc (ξn, eλn
)− bc (ξn, eu) = −C (wh) (ξn − ξn,h)− C (wh) (ξn,h) +R(2)

c

	�� ���� 2���	 ��

bf (ξt, eu) + cf (ξt, eλn
) + df (ξt, eλt

) = −D (wh) (ξt − ξt,h)−D (wh) (ξt,h) +R
(2)
f .



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

�� �������	 
� �
����

J (w)− J (wh)

= a (eu, y)− bc (ξn, eu) + bf (ξt, eu) + (eλn
, yn)0,ΓC

+ cc (ξn, eλn
) + cf (ξt, eλn

)

+ (eλt
, yt)0,ΓC

+ df (ξt, eλt
) +R

(2)
J

= 〈l, ey〉 − a (uh, ey)− (λn,h, ey,n)0,ΓC
− (λt,h, ey,t)0,ΓC

− C (wh) (ξn − ξn,h)

−D (wh) (ξt − ξt,h)− C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h) +R
(2)
J +R(2)

c +R
(2)
f

= ρ (wh) (z − zh)− C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h) +R
(2)
J +R(2)

c +R
(2)
f ,


���� �� ��� ����������

��
	 
� ����� ��� ����� �������� ��������� ��� ���� ��������� �� ���� ���	 
� ���� ��

����� ��� �����
��� ������

����� ��� ����� ��� �����	
 	���
������ �� ���� �������� �� ���	�� ��� ��������

bf (ξt, eu) + cf (ξt, eλn
) + df (ξt, eλt

) + bfh (ξt,h, eu) + cfh (ξt,h, eλn
) + dfh (ξt,h, eλt

)

= −D (wh) (eξt)− 2D (wh) (ξt,h) + 2R
(3)
f .

��� ��
	����� ���
 R
(3)
f = R

(2)
χ +R

(3)
χ +R

(3)
D +R

(3)
Q �� ����� �� 	 ��
	����� �� ��� ��������	


�����	��� �������� R
(3)
χ = R

(3)
χ,1 +R

(3)
χ,2 ����

R
(3)
χ,1 = −

1

2

[
D̄′ (wh) (ew, ξt,h)− D̄′

h (wh) (ew, ξt,h)
]
,

R
(3)
χ,2 =

1

2

[
D̄ (wh) (eξt)− D̄h (wh) (eξt)

]
,

	 ����� ��
	�����

R
(3)
D = −

1

2

ˆ 1

0
D̄′′ (wh + sew) (ew, ew, eξt) s ds

�� ew 	�� eξt� 	� ��

 	� 	 ��	��	���� ��
	�����

R
(3)
Q =

1

2

ˆ 1

0
D̄′′′ (wh + sew) (ew, ew, ew, ξt) s(s− 1) ds,

����� �� �� ����� ����� �� ��� ����� ew�

��
	�� ��� ��� ��������� ���� R
(3)
f �� ��������� 
� ��� ��������� R

(2)
χ 	 ��� ����� ����� ���

�� ������ ����� �� ��� ������

������ ����� ����� �� ��� ��� ����� ����� ���� 
��� ��� ��������� ����	 
� �
����

−2D (wh) (eξt)− 2D (wh) (ξt,h) + 2R(2)
χ

= 2
[
D̄ (w) (ξt)− D̄ (wh) (ξt)

]
= 2

ˆ 1

0
D̄′ (wh + sew) (ew, ξt) ds

= D̄′ (w) (ew, ξt) + D̄′ (wh) (ew, ξt)− 2R
(3)
Q

= bf (ξt, eu) + cf (ξt, eλn
) + df (ξt, eλt

) + D̄′ (wh) (ew, ξt)− 2R
(3)
Q .



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

�������� D̄′ (wh) (ew, ξt) �� 	
�� ���
�� ��
� �


D̄′ (wh) (ew, ξt)

= D̄′ (wh) (ew, eξt) + D̄′ (wh) (ew, ξt,h)

= D̄′ (wh) (ew, eξt) + D̄′ (wh) (ew, ξt,h)− D̄′
h (wh) (ew, ξt,h) + D̄′

h (wh) (ew, ξt,h)

= D̄′ (wh) (ew, eξt) + 2R
(3)
χ,1 + bfh (ξt,h, eu) + cfh (ξt,h, eλn

) + dfh (ξt,h, eλt
) .

�
 ����� ��� ��

�� �� ��� ��� �
� ��
��
���� ���� 
�� 
��
��

D̄′ (wh) (ew, eξt)

=

ˆ 1

0
D̄′ (wh + sew) (ew, eξt) ds+ 2R

(2)
D

= D̄ (w) (eξt)− D̄ (wh) (eξt) + 2R
(2)
D

= −D̄ (wh) (eξt) + D̄h (wh) (eξt)− D̄h (wh) (eξt) + 2R
(2)
D

= −D (wh) (eξt) + 2R
(3)
χ,2 + 2R

(3)
D ,

��� 
������
��

��� ������
� �
�	� bch : Λn,h × Vh → R 
�� cch : Λn,h × Λn,h → R ������ ��� ��
	�����
�
�
��
�� �
�����
�� 
�� ����� ��

bch (ωn, v) :=

ˆ
ΓC

ωnχ
c
hvn do,

cch (ωn, μn) :=

ˆ
ΓC

ωn [1− χc
h]μn do.

����� ��� ��������� ��		
 
�
��� �� 
��
�� ��� ���
� ���������
��
��

����������� 	
� �� ������ ���� ��� ��	
� �

���� ��
	���	�� �� J � J ′′′ : W → L(W,L(W,W ∗))
��	��� ��� ���� �������	�� � ����� ���� ��� �

�
 
��
�������	��

J (w)− J (wh) =
1

2
ρ (wh) (ez) +

1

2
ρ∗ (wh, zh) (ew)− C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h)

+R
(3)
J +R(3)

c +R
(3)
f

� !"

	� ���	�� ��
�� ��� ���� 
��	���� ρ∗ 	� ������ ��

ρ∗ (wh, zh) (ϕ) := J ′ (wh) (ϕ)− a (v, yh) + bch (ξn,h, v)− bfh (ξt,h, v)− (μn, yh,n)0,ΓC

−cch (ξn,h, μn)− cfh (ξt,h, μn)− (μt, yh,t)0,ΓC
− dfh (ξt,h, μt) .

��
 ��� 
���	���
 R
(3)
J ��
��� ��� �����	�� �� 	���
���� 	� �����

R
(3)
J =

1

2

ˆ 1

0
J ′′′ (wh + sew) (ew, ew, ew) s(s− 1) ds

��� ��
 ��� 
���	���
 R
(3)
c �����
�	� ���  �����
	��� ������� ����	�	���

R(3)
c =

1

2

ˆ
ΓC

ecχ {ξn [λn,h + uh,n − g] + ξn,h [λ+ un − g]} do.

!���
"  !� ��� ��	
����� R
(3)
J �� 
��
 
��
����� �� ��� #$% 	���
� �� 
������ 
� 
����

����� 
� ��
���	�� ��� &'� (�
�
����
� )�*+ 
�� �
	�
�� %�	
�,  -� .� �
������� �� J �� ����
�

� ��
��
��� �� w�



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

������ ��� ��� ����	
��� ����
 R
(3)
c �
� R

(3)
f ��� �� ��� 
��� ����� 	
 ��� ����� ecχ �
� efχ

�
 R
(2)
c �
� R

(2)
f �����
� �� ��� 
�

�����
�

 �� C �
� D�

������ �� �����	
� ��� �������	��� ���������� ���� �	�� 	�
 ����	
��� ����� �� ����	


J (w)− J (wh) =

ˆ 1

0
J ′ (wh + sew) (ew) ds =

1

2
J ′ (wh) (ew) +

1

2
J ′ (w) (ew) +R

(3)
J

=
1

2
J ′
u (w) (eu) +

1

2
J ′
λn

(w) (eλn
) +

1

2
J ′
λt
(w) (eλt

) +
1

2
J ′
u (wh) (eu)

+
1

2
J ′
λn

(wh) (eλn
) +

1

2
J ′
λt
(wh) (eλt

) +R
(3)
J .

�� �
�� ���� ��� �����
 �� �����
	�	�
  �
� ! 	
 " �# ����

cc (ξn, eλn
)− bc (ξn, eu) + cch (ξn,h, eλn

)− bch (ξn,h, eu)

= −C (wh) (ξn − ξn,h)− 2C (wh) (ξn,h) + 2R(3)
c .

$��� ��� ����� �� �����
	�	�
 %� �������� �	�� &���� %' �
� ��� ������	
� �����	�

� ��
������

J ′
u (w) (eu) + J ′

λ (w) (eλn
) + J ′

λt
(w) (eλt

)

= 〈l, ey〉 − a (uh, ey)− (λn,h, ey,n)0,ΓC
− (λt,h, ey,t)0,ΓC

− bc (ξn, eu) + bf (ξt, eu)

+cc (ξn, eλn
) + cf (ξt, eλn

) + df (ξt, eλt
)

= 〈l, ey〉 − a (uh, ey)− (λn,h, ey,n)0,ΓC
− (λt,h, ey,t)0,ΓC

− cch (ξn,h, eλn
) + bch (ξn,h, eu)

−C (wh) (ξn − ξn,h)− 2C (wh) (ξn,h) + 2R(3)
c − bfh (ξt,h, eu)− cfh (ξt,h, eλn

)− dfh (ξt,h, eλt
)

−D (wh) (ξt − ξt,h)− 2D (wh) (ξt,h) + 2R
(3)
f

= ρ (wh) (z − zh)− cch (ξn,h, eλn
) + bch (ξn,h, eu)− bfh (ξt,h, eu)− cfh (ξt,h, eλn

)− dfh (ξt,h, eλt
)

−2C (wh) (ξn,h)− 2D (wh) (ξt,h) + 2R(3)
c + 2R

(3)
f .

(

���	
� ��� )�����	
 �������
��	�� *%%+ �
� ��� ��,
	�	�
 �� ��� ���� ��
	���� ρ∗ ����
 ��

J (w) − J (wh)

=
1

2
ρ (wh) (z − zh) +

1

2
J ′
u (wh) (eu) +

1

2
J ′
λn

(wh) (eλn
) +

1

2
J ′
λt
(wh) (eλt

)

−
1

2
a (eu, yh)−

1

2
(eλn

, yh,n)0,ΓC
−

1

2
(eλt

, yh,t)0,ΓC
−

1

2
cch (ξn,h, eλn

)

+
1

2
bch (ξn,h, eu)−

1

2
bfh (ξt,h, eu)−

1

2
cfh (ξt,h, eλn

)−
1

2
dfh (ξt,h, eλt

)

−C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h) +R(3)
c +R

(3)
f +R

(3)
J

=
1

2
ρ (wh) (z − zh) +

1

2
ρ∗ (wh, zh) (w − wh)− C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h)

+R(3)
c +R

(3)
f +R

(3)
J .

��� ������	
�
 �� ��	��� �
� ���� ��
	���� ����
 ��

����������� 	
� �	 
�� ��
��� ���
��
 ������
��� �	 J � J ′′ : W → L(W,W ∗)� ����
� ���

������
��� � ������ �� ��
��� 	�� 
�� �������
� ��
���� 
�� ������ �������� ρ ��� 
�� ����

�������� ρ�

ρ� (wh, zh) (w − wh) = ρ (wh) (z − zh) + ΔJ +ΔC +ΔD,



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

�����

ΔJ = −

ˆ 1

0
J ′′ (wh + sew) (ew, ew) ds,

ΔC =

ˆ
ΓC

ecχ {eξn [λn + un − g]− ξn [eλn
+ eu,n]} do,

ΔD =

4∑
i=1

ΔDi,

ΔD1 =

ˆ 1

0
D̄′′ (wh + sew) (ew, ew, ξt) ds,

ΔD2 =

ˆ 1

0
D̄′′ (wh + sew) (ew, ew, eξt) s ds,

ΔD3 = D (wh) (eξt)− D̄ (wh) (eξt) ,

ΔD4 = D̄′ (wh) (ew, ξt,h)− D̄′
h (wh) (ew, ξt,h) .

������ ��� ���� ������	
	�� �� 
� ����� 
��
 
�� �	������� ��

��� 
�� ��	��� ��� 
�� ����

���	���� 	� �� �	���� ����� 	� 
�� ����� 
��� 
�� ����	���� 
���� R
(2)
c � R

(2)
f � R

(3)
c � ��� R

(3)
f �

����� 
�� �	������� ��

��� 
�� ��	��� ��� ���� ���	���� 	� �� ��
	��
� ��� 
�� ����	�����

R
(2)
c ��� R

(2)
f 	� ���
���
 
� ����
� ����	���� ��������� ��� ��� ������	
	�� ��� ��� ����� 

��!"�

������ ��� ��� 
��� ΔJ �#���� $���� 	� 
�� #���
	
% �� 	�
����
 J 	� �	���� 	� w�

������ ��� ��&�	
	�� �� 
�� ���� ���	���� ρ∗� 
�� ���
	����� ���� �������� ��� 
�� ��&�	
	��
�� 
�� ��	��� ���	���� ���� 
�

ρ� (wh, zh) (ew)

= J ′ (wh) (ew)− a (eu, yh) + bch (ξn,h, eu)− bfh (ξt,h, eu)− (eλn
, yh,n)0,ΓC

− cch (ξn,h, eλn
)

−cfh (ξt,h, eλn
)− (eλt

, yh,t)0,ΓC
− dfh (ξt,h, eλt

)

= J ′ (wh) (ew)− a (eu, yh) + bch (ξn,h, eu)− bfh (ξt,h, eu)− (eλn
, yh,n)0,ΓC

− cch (ξn,h, eλn
)

−cfh (ξt,h, eλn
)− (eλt

, yh,t)0,ΓC
− dfh (ξt,h, eλt

)− J ′ (w) (ew) + a (eu, y)− bc (ξn, eu)

+bf (ξt, eu) + (eλn
, yn)0,ΓC

+ cc (ξn, eλn
) + cf (ξt, eλn

) + (eλt
, yt)0,ΓC

+ df (ξt, eλt
)

= −

ˆ 1

0
J ′′ (wh + sew) (ew, ew) ds+ a (eu, ey) + (eλn

, ey,n)0,ΓC
+ (eλt

, ey,t)0,ΓC

+bch (ξn,h, eu)− bc (ξn, eu)− cch (ξn,h, eλn
) + cc (ξn, eλn

)− bfh (ξt,h, eu) + bf (ξt, eu)

−cfh (ξt,h, eλn
) + cf (ξt, eλn

)− dfh (ξt,h, eλt
) + df (ξt, eλt

)

= ΔJ + ρ (wh) (z − zh) + C (wh) (eξn) +D (wh) (eξt)− [cch (ξn,h, eλn
)− bch (ξn,h, eu)]

+cc (ξn, eλn
)− bc (ξn, eu)−

[
bfh (ξt,h, eu) + cfh (ξt,h, eλt

) + dfh (ξt,h, eλt
)
]

+bf (ξt, eu) + cf (ξt, eλn
) + df (ξt, eλt

) .

���� ������	
	�� �� 	� �'�" 
�  ��


C (wh) (eξn)− [cch (ξn,h, eλn
)− bch (ξn,h, eu)] + cc (ξn, eλn

)− bc (ξn, eu) = ΔC.



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

��� ������	
� �
�� �
� �
�� �����

D (wh) (eξt) + bf (ξt, eu) + cf (ξt, eλn
) + df (ξt, eλt

)

−
[
bfh (ξt,h, eu) + cfh (ξt,h, eλt

) + dfh (ξt,h, eλt
)
]

= D (wh) (eξt) + D̄′ (w) (ew, ξt)− D̄′
h (wh) (ew, ξt,h)

= D (wh) (eξt) + D̄′ (w) (ew, ξt)− D̄′ (wh) (ew, ξt) + D̄′ (wh) (ew, ξt)− D̄′
h (wh) (ew, ξt,h)

= D (wh) (eξt) +

ˆ 1

0
D̄′′ (wh + sew) (ew, ew, ξt) ds+ D̄′ (wh) (ew, ξt)− D̄′

h (wh) (ew, ξt,h)

= D (wh) (eξt) + ΔD1 + D̄′ (wh) (ew, ξt)− D̄′
h (wh) (ew, ξt,h) .

��������	��� �� �
� ���
� D (w) (eξt) = D̄ (w) (eξt) = 0 �
� ��� �	� ���������� ���� ����

��� �����
��� ����

D (wh) (eξt) + D̄′ (wh) (ew, ξt)− D̄′
h (wh) (ew, ξt,h) + ΔD1

= D (wh) (eξt) + D̄′ (wh) (ew, eξt) + D̄′ (wh) (ew, ξt,h)− D̄′
h (wh) (ew, ξt,h) + ΔD1

= D̄ (wh) (eξt)− D̄ (w) (eξt) + D̄′ (wh) (ew, eξt)− D̄ (wh) (eξt) +D (wh) (eξt)

+ΔD1 +ΔD4

= −

ˆ 1

0
D̄′ (wh + sew) (ew, eξt) ds+ D̄′ (wh) (ew, eξt) + ΔD1 +ΔD3 +ΔD4

=

ˆ 1

0
D̄′′ (wh + sew) (ew, ew, eξt) s ds+ΔD1 +ΔD3 +ΔD4

= ΔD1 +ΔD2 +ΔD3 +ΔD4.

�	���
�
� ��� ������
� ������ �� ��� ��� �������	
 ���� ΔD = ΔD1+ΔD2+ΔD3+ΔD4 

��� ��������	
 	� �	�
� �
� �����
������	
 
��	�

!� ���� ������ �
 ���� ��"��	
� �� �������� ��� ���	� J (wr)− J (wh) �
"����
� ��� �	����
� ��

���� �� ��� ���"����#���	
 ���	� �
 ��� ���
���� 	$ �
������ %� ���
�

er,hw =
(
er,hu , er,hλn

, er,hλt

)
= (ur − uh, λ

r
n − λn,h, λ

r
t − λt,h) ,

er,hz =
(
er,hy , er,hξn

, er,hξt

)
= (yr − yh, ξ

r
n − ξn,h, ξ

r
t − ξt,h) .

��������	��� �� ��� er,hχc := χc
r − χc

h �
� er,h
χf := χf

r − χf
h &
 ������	
� �� 
��� �
 �
��	�	��

������ �	 '���� �(

����� ��� �� �����

bfh

(
ξt,h, e

r,h
u

)
+ cfh

(
ξt,h, e

r,h
λn

)
+ dfh

(
ξt,h, e

r,h
λt

)
+bfr

(
ξrt , e

r,h
u

)
+ cfr

(
ξrt , e

r,h
λn

)
+ dfr

(
ξrt , e

r,h
λt

)
+D (wh)

(
er,hξt

)
= −2D (wh) (ξt,h)− 2Δ (wh) (ξt,h)− 2Δ (wh)

(
er,hz

)
− Δ̄

(
er,hw , er,hz

)
+ 2Rm,h

f

�	�� ��
 �
�
	��
� �
�� Rm,h
f = Rm,h

χ,1 +Rm,h
χ,2 +Rm,h

Q �

Rm,h
χ,1 = −

(
ξrt ,

(
χf
r (w

r)− χf
r (wh)

)
(n (wh)λt,h − sr (λn,h)λt,h)

)
0,ΓC

,

Rm,h
χ,2 = −

1

2

[(
D̄r

)′
(wh)

(
er,hw , ξt,h

)
− D̄′

h (wh)
(
er,hw , ξt,h

)]
Rm,h

Q =
1

2

ˆ 1

0

(
D̄r

)′′′ (
w + ser,hw

)(
er,hw , er,hw , er,hw , ξrt

)
s(s− 1) ds,



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

������ ��� �������	� 	
 D̄r ����
 �	

D̄r (wh) (ξ
r
t )

=
(
ξrt , χ

f
r (n (wh)λt,h − sr (λn,h)λt,h)− sr (λn,h) uh,t

)
0,ΓC

=
(
ξrt ,

(
χf
r (w

r)− χf
r (wh)

)
(n (wh)λt,h − sr (λn,h)λt,h)

)
0,ΓC

+
(
ξrt , χ

f
r (wh) (n (wh)λt,h − sr (λn,h)λt,h)− sr (λn,h) uh,t

)
0,ΓC

= −Rm,h
χ,1 +Dr (wh) (ξ

r
t ) = Dr (wh)

(
er,hξt

)
+Dr (wh) (ξt,h)−Rm,h

χ,1

= Dr (wh)
(
er,hξt

)
−D (wh)

(
er,hξt

)
+Dr (wh) (ξt,h)−D (wh) (ξt,h) +D (wh)

(
er,hξt

)
+D (wh) (ξt,h)−Rm,h

χ,1

= Δ(wh)
(
er,hξt

)
+Δ(wh) (ξt,h) +D (wh)

(
er,hξt

)
+D (wh) (ξt,h)−Rm,h

χ,1 .

��� ������	���� ���� ���� ��
 ��������� ���� �	������ ���� D̄r (wr) (μt) = Dr (wr) (μt) = 0
��� ��� ��������� ���������	�
 ���� �	

−Δ(wh)
(
er,hξt

)
−Δ(wh) (ξt,h)−D (wh)

(
er,hξt

)
−D (wh) (ξt,h) +Rm,h

χ,1

= D̄r (wr) (ξrt )− D̄r (wh) (ξ
r
t )

=

ˆ 1

0

(
D̄r

)′ (
wh + ser,hw

)(
er,hw , ξrt

)
ds

=
1

2

(
D̄r

)′
(wh)

(
er,hw , ξrt

)
+

1

2

(
D̄r

)′
(wr)

(
er,hw , ξrt

)
−Rm,h

Q .

�� �
� ������	� ���� ���(
D̄r

)′
(wh)

(
er,hw , ξrt

)
=

(
D̄r

)′
(wh)

(
er,hw , er,hξt

)
+

(
D̄r

)′
(wh)

(
er,hw , ξt,h

)
− D̄′

h (wh)
(
er,hw , ξt,h

)
+D̄′

h (wh)
(
er,hw , ξt,h

)
= Δ̄

(
er,hw , er,hξt

)
− 2Rm,h

χ,2 + bfh

(
ξt,h, e

r,h
u

)
+ cfh

(
ξt,h, e

r,h
λn

)
+ dfh

(
ξt,h, e

r,h
λt

)
,

����� ���� �	 ������ ��� �

����	� �� �	������� ��� 
����� ����
�

 ������� ��� ��	!� ���
����� �����" �� 	����� ��� 
	��	���� ���	� �������� 
	� ��� ���	�

������ �	������ ��� ��
���������	�#

����������� 	
� �� ������ ���� ��� ��	
� �

���� ��
	���	�� �� J � J ′′′ : W → L(W,L(W,W ∗))�
��	�� ��� ���� �������	�� � ������ ����� ��� �

�
 	����	��

J (wr)− J (wh)

=−Δ(wh) (zh) +
1

2
ρ (wh) (ez) +

1

2
ρ∗ (wh, zh) (ew)− C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h)

−Δ(wh)
(
er,hz

)
−

1

2
Δ̄

(
er,hw , er,hz

)
+Rm,h

J +Rm,h
c +Rm,h

f

�$%�

����� ��
 ��� ����� ��� �	��
��	���	�� �

�
 	� ��� �����	�� �� 	���
���� ��
�� ��� 
���	���


��
�� �
� �	���  �

Rm,h
J =

1

2

ˆ 1

0
J ′′′

(
wh + ser,hw

)(
er,hw , er,hw , er,hw

)
s(s− 1) ds



� � ������	��	 ����� 
�
�
�	� ��

������ ��� ��	
���� 
� �
������ J �

Rm,h
c =

1

2

ˆ
ΓC

ξrne
c,r
χ [λn,h + uh,n − g] + ξn,he

c,r
χ [λr

n + urh − g] do

	
� Rm
f ��
� ����	 ��

���	�� ��� ��� ����	
��� Rm,h
J 	� 
� ��	�� 
���� 	
 ��� ���
� er,hw �
� ������ ��	
�� ���

����	
���� Rm
J ��
� ��
�
�	�

 � �
� R

(3)
J ��
� ��
�
�	�	

 ��� ��� ����	
��� Rm,h

c 	� 
�

��� ���� ��������� �� R
(3)
c 	
 ��
�
�	�	

 ���

������ ��� �����	
� �
	
� 	� ���	
 ��� ����	���	

 
� ��� ������
	��� ���� �	�� 	�� ����	
���

����	
� �


J (wr)− J (wh) =

ˆ 1

0
J ′

(
wh + ser,hw

)(
er,hw

)
ds

=
1

2
J ′ (wh)

(
er,hw

)
+

1

2
J ′ (wr)

(
er,hw

)
+Rm,h

J .

�� 

� ��
���� �� 	
 ��� ��

� 
� ��
�
�	�	

 �� �
�� ��! �� �� � �
 ��"� 	
�
 ���
�
� ����
#��$ �
��� 	
����� 
� #�$� ����! �� 
%��	
 %� #��$

a
(
er,hu , yr

)
+

(
er,hλn

, yrn

)
0,ΓC

+
(
er,hλt

, yrt

)
0,ΓC

= a
(
er,hu , er,hy

)
+

(
er,hλn

, er,hy,n

)
0,ΓC

+
(
er,hλt

, er,hy,t

)
0,ΓC

= ρ (wh)
(
er,hz

)
+ C (wh)

(
erξn

)
+D (wh)

(
erξt

)
.

��� ��&
�	

� 
� ��� �

�	
�
�� ���� ��
%��� #��'�($ �
� ��� ������	
� ��������	

 	����

J ′ (wr)
(
er,hw

)
= a

(
er,hu , yr

)
− bcr

(
ξrn, e

r,h
u

)
+ bfr

(
ξrt , e

r,h
u

)
+

(
er,hλn

, yrn

)
0,ΓC

+ccr

(
ξrn, e

r,h
λn

)
+ cfr

(
ξrt , e

r,h
λn

)
+

(
er,hλt

, yrt

)
0,ΓC

+ dfr

(
ξrt , e

r,h
λt

)
= ρ (wh)

(
er,hz

)
+ C (wh)

(
er,hξn

)
+D (wh)

(
er,hξt

)
−bcr

(
ξrn, e

r,h
u

)
+ bfr

(
ξrt , e

r,h
u

)
+ ccr

(
ξrn, e

r,h
λn

)
+ cfr

(
ξrt , e

r,h
λn

)
+ dfr

(
ξrt , e

r,h
λt

)
.

)� #��$ �
� ��� ��&
	�	

 
� ��� ���� ���	���� ρ∗! �� ������

J ′ (wr)
(
er,hw

)
= J ′ (wr)

(
er,hw

)
− a

(
er,hu , yh

)
−

(
er,hλn

, yh,n

)
0,ΓC

−
(
er,hλt

, yh,t

)
0,ΓC

+bch

(
ξn,h, e

r,h
u

)
− bfh

(
ξt,h, e

r,h
u

)
− cch

(
ξn,h, e

r,h
λn

)
− cfh

(
ξt,h, e

r,h
λn

)
− dfh

(
ξt,h, e

r,h
λt

)
−bch

(
ξn,h, e

r,h
u

)
+ bfh

(
ξt,h, e

r,h
u

)
+ cch

(
ξn,h, e

r,h
λn

)
+ cfh

(
ξt,h, e

r,h
λn

)
+ dfh

(
ξt,h, e

r,h
λt

)
= −bch

(
ξn,h, e

r,h
u

)
+ bfh

(
ξt,h, e

r,h
u

)
+ cch

(
ξn,h, e

r,h
λn

)
+ cfh

(
ξt,h, e

r,h
λn

)
+ dfh

(
ξt,h, e

r,h
λt

)
+ρ∗ (wh, zh)

(
er,hw

)
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ccr

(
ξrn, e

r,h
λn

)
− bcr

(
ξrn, e

r,h
u

)
+ cch

(
ξn,h, e

r,h
λn

)
− bch

(
ξn,h, e

r,h
u

)
+ C (wh)

(
er,hξn

)
= ccr

(
ξrn, e

r,h
λn

)
− bcr

(
ξrn, e

r,h
u

)
+ C (wh) (ξ

r
n)

+cch

(
ξn,h, e

r,h
λn

)
− bch

(
ξn,h, e

r,h
u

)
+ C (wh) (ξn,h)− 2C (wh) (ξn,h)

=

ˆ
ΓC

ξrne
r,h
χc [λn,h + uh,n − g] + ξn,he

r,h
χc [λr

n + urh − g] do− 2C (wh) (ξn,h)

= 2Rm,h
c − 2C (wh) (ξn,h) .

��� �
 ���� �� ���
	� ������
� ����� ��

2 (J (wr)− J (wh))

= J ′ (wh)
(
er,hw

)
+ J ′ (wr)

(
er,hw

)
+ 2Rm,h

J

= ρ (wh)
(
er,hz

)
+ ρ∗ (wh, zh)

(
er,hw

)
+ 2Rm,h

J

+ccr

(
ξrn, e

r,h
λn

)
− bcr

(
ξrn, e

r,h
u

)
+ cch

(
ξn,h, e

r,h
λn

)
− bch

(
ξn,h, e

r,h
u

)
+ C (wh)

(
er,hξn

)
+bfh

(
ξt,h, e

r,h
u

)
+ cfh

(
ξt,h, e

r,h
λn

)
+ dfh

(
ξt,h, e

r,h
λt

)
+bfr

(
ξrt , e

r,h
u

)
+ cfr

(
ξrt , e

r,h
λn

)
+ dfr

(
ξrt , e

r,h
λt

)
+D (wh)

(
er,hξt

)
= ρ (wh)

(
er,hz

)
+ ρ∗ (wh, zh)

(
er,hw

)
+ 2Rm,h

J + 2Rm,h
c − 2C (wh) (ξn,h)

−2D (wh) (ξt,h)− 2Δ (wh) (ξt,h)− 2Δ (wh)
(
er,hz

)
− Δ̄

(
er,hw , er,hz

)
+ 2Rm,h

f .
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� w �
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�����
��� �����" #�� �����
��� ����� R
(2)
J � R

(3)
J � �
� Rm,h

J ��� �� ��	�
� �
� ����� �����
�
 ��� ������ �����	��!���� ���	� ������� ���� ���� ��� �� ������ ����� �
� 
���������" #��

�����
��� ����� ���� �����	� �� ��� ��������	�� 	�
��	� 	�
�����
�� R
(2)
c � R

(3)
c �
� Rm,h

c �
��� �� +��� ����� �
 ��� ����� �� ��� �	��!� ���" ,
����	�� �-������ �
����
����� ���� ����
��� ��	�����
� ����" .���!��� � ����	� �
������ �� ����� 	�
!����
	� ���������� �� �����
� �
�

����
��� ����
�� �
 ��� 	����
 ���	����/����
" #�� �����
��� ����� R
(2)
f � R

(3)
f �
� Rm,h

f
���� �����	� �� ��� ���	���
 	�
�����
� 	�
���� �� ����� ���	� ��� �� +��� ����� �
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��� �����*� ��� ��� �����
��� ����� R
(2)
c � R

(3)
c �
� Rm,h

c ���� ���� ����" #�� �����
�
�

����� Δ(wh)
(
er,hz

)
�
� 1

2Δ̄
(
er,hw , er,hz

)
� ���	� ����� �
 ��� ���������
 �� ��� ����� ������

��� �� ��	�
� �� ���� �� ����� ����� �
 ��� ����� �
� ��� 
����	���" #�� 
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��� �

1�	���
 ) �
����
����� ���� 
����	��
� ��� �����
��� ����� �� ��������" ������ ��� �����
���
������ ��� ����� ���
������ ���� �
	�
�� ��� �
�����	 ������ �
� �
�� ���
���
� ���	� ��!� �� ��


����	���� �����-������" #�� 	�������
��
� ���	����/����
 ����
��
� �������� �� ��
����
�� A" 0� ����� �� �2� 1�	���
 �"% �
� 1�	���
 )"�� ��� �
 �!��!��� �� �������� 	���	�� �
� �����
���������	�� 3
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�����
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� �������	
 ��	
�	��
� 
� ��� ���
� ���������� ��

��� �� ���� �� 	
���� ��� 
����� ���	� �������	�

J (w)− J (wh) ≈ ηp := ρ (wh) (A (zh)− zh)− C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h) ,

��� 
����� ���� 	��

J (w)− J (wh) ≈ η :=
1

2
ρ (wh) (A (zh)− zh) +

1

2
ρ∗ (wh, zh) (A (wh)− wh)

−C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h) ,

��� ��� �	��� �� ���� �� ������������	� ���	� �������	�

J (wr)− J (wh) ≈ −Δ(wh) (zh) + η = ηm + η.

�
 �	 ���� 
	���� �� ���� �	� �
������ ��� ������� �����
��	�� 	� ��� ������������	��
������	���� �� ����� 	�� ������� ���
� �	 	
���� �	������ ���	� �������	�� �	� � ����� ����
���������	�� �� ��� ���� 
�	
	��� �	� ��	�������� �	����� 
�	
���� ��  !"# ��� �������� �	
������	��� �	����� 
�	
���� ��  !$� !%# �� ���� �� ������ 	���� ����	�� ��  $&#� �� ��� ��	������
��	��� ����������� � '������	�
������ ������ �� ���� �	 �	��� ��� �������� 
�	
����� �����
�� ��� � 
������������������������������� ����� ��� �����	
�� �	� ���� ������������	� �

�	���
��  (#� )� 	������ ��� ������������	� �� �	�� ������ ����* +�� Th 
� � ����� ������� ����
	� Ω ���� ���� ���� h ��� ��� EC 
� � ����� ������� ���� 	� ΓC ���� ���� ���� H� ���
���
������� ,�� ���
�� 	� ���� �������� �� Th �� ���	��� 
� MΩ ��� �� EC 
� MC � )� ���
���� ��������� -���������� 	� ��������	�� �	 ����� Th 	� EC � .�� ���� �� �	� � ���������	��
��������� ��� ���������	�� ��� ���	 
	���
��� /�������	��� ��� ΨT : [−1, 1]d → T ∈ Th ���
ΦE : [−1, 1]d−1 → E ∈ EC 
� �0�� ��� d������� ������	�����	��� )� �����

Vh :=
{
v ∈ V

∣∣ ∀T ∈ Th : vi|T ◦ΨT ∈ Q1

}
,

ΛH :=
{
μ ∈ L2 (ΓC)

∣∣ ∀E ∈ EC : μ|E ◦ΦE ∈ P0

}
,

Λn,H :=
{
μn ∈ ΛH | ∀E ∈ EC : μn|E ≥ 0

}
,

Λt,H (λn,H) :=

{
μt ∈ Λd−1

H

∣∣∣ ∀E ∈ EC : μt|E ≤
1

|E|

ˆ
E
s (λn,H) do

}
,

����� Q1 �� ��� ��� 	� d������� ������	�� 	� [−1, 1]d ��� P0 ��� ��� 	� 
�������� �	������ 
����
������	�� �	� ��� +������� 1����
���� 	� [−1, 1]d−1� ,�� �������� ������ 
	��� 
�	
��� �� �	
��� (uh, λn,H , λt,H) ∈ Vh × Λn,H × Λt,H ���� ����

a (uh, vh) + (λn,H , vh,n)0,ΓC
+ (λt,H , vh,t)0,ΓC

= 〈l, vh〉 , 2!34

(μn,H − λn,H , uh,n − g)0,ΓC
+ (μt,H − λt,H , uh,t)0,ΓC

≤ 0, 2!!4

�	��� �	� ��� vh ∈ Vh� ��� μn,H ∈ Λn,H � ��� ��� μt,H ∈ Λt,H � �� �� �����5�	�� ���� ��
	
���� � ���
�� ������������	� �� � �������� ������
 �	�����	� �� ��������� �� ��� ���� 	� -�����
����	�� ������ ��� �������� ������
 �	�����	� �	��� �� ��� -�	����� 	� ��� ���� ����� h/H
�� ��0������� ������ ���� �	� ���������  $&#� �� ��6����� ���� ����� h ��� H ��� ����� ���
+������� �����
���� ��� �	 
� ������ 	� � �	����� ���� ������� �	 � ������ ��
���������	���
�	�
������ ���� ����� � ������� ���� EC ��������� ��	� ��� ������	� ���� Th� �� 	�� ���������
��
��������� �� 	
����� 	���������� +������� �����
����� �	� h = H ��� ���
�� ������ �	�
H = 2h� ����� �	����
	��� �	 ��� ������� �� ��� �����	��� ���������� 7	���-������� ���
��������� ��
�������� �� '����	� % ��� 
���� 	� ������ ���� H = 2h�

8�� �������	� 	� ��� �������� ���� �	����	� �� �	������� 
� ��� 
����������������������
�������� �	 �	��� ��� �������� 
�	
��� 2!3�!!4 	������� ��  (� '����	� %�$#� ,����� ��� ������



� �������	
 ��	
�	��
� 
� ��� ���
� ���������� ��

��� �������� 	��	 �
� ��	�� �� �
� 	�
���� ��	
 EC � ���	��������� �� ����� �
� ���������

��	�
��� ��������
 ��������	 ��
 E ∈ EC �

χc
E (wh) :=

{
1, ��

´
E λn,H + uh,n − g do > 0,

0, ��
´
E λn,H + uh,n − g do ≤ 0,

χf
E (wh) :=

{
1, ��

´
E s (λn,H)− ||E|λt,H + uh,t| do < 0,

0, ��
´
E s (λn,H)− ||E|λt,H + uh,t| do ≥ 0.

�
� ��	�
��� �������
 ��
�	 �
� �
�� ����� ��

b̄ch (ωn, v) :=
∑
E∈EC

ˆ
E
ωnχ

c
Evn do,

c̄ch (ωn, μn) :=
∑
E∈EC

ˆ
ΓC

ωn [1− χc
E ]μn do,

b̄fh (ωt, v) :=
∑
E∈EC

ˆ
E
ωt

[
χf
Eλt,H

(
n′ (wh)

)�
− s (λn,H) I

]
vt do,

c̄fh (ωt, μn) := −
∑
E∈EC

ˆ
E
ωt (s)

′ (λn,H) (μn)
[
χf
Eλt,h + uh,t

]
do,

d̄fh (ωt, μt) :=
∑
E∈EC

ˆ
E
ωt [max {s (λn,H) , n (wh)} I − s (λn,H) I]μt do

+
∑
E∈EC

ˆ
E
ωtχ

f
Eλt,H

(
n′ (wh)

)�
μt do.

�
� ��	�
��� ���� �
����� �	 �� ��� � ���� 	������� zh = (yh, ξn,H , ξt,H) ∈ Vh × ΛH × Λd−1
H

���


a (vh, yh)− b̄ch (ξn,H , vh) + b̄fh (ξt,H , vh) = J ′
u (wh) (vh) ,

(μn,H , yh,n)0,ΓC
+ c̄ch (ξn,H , μn,H) + c̄fh (ξt,H , μn,H) = J ′

λn
(wh) (μn,H) ,

(μt,H , yh,t)0,ΓC
+ d̄fh (ξt,H , μt,H) = J ′

λt
(wh) (μt,H) ,

��
 ��� (yh, μn,H , μt,H) ∈ Vh × ΛH × Λd−1
H � �� 	
���� 
���
� �
�� �� �	� �
� �������
 ��
�	

b̄ch� b̄
f
h� c̄

c
h� c̄

f
h� ��� d̄hh ��	���� �� bch� b

f
h� c

c
h� c

f
h� ��� dhh� 	���� �
� ���� �
����� �	��� bch� b

f
h� c

c
h�

cfh� ��� dhh �	 ��� ����		�
��� ���� ��	���

��� ���� �	
� ��
�� �

��
�
� ��� ��

������	�� ��
�� ����

���� �� ����	�
����� �� �
� ����
 	�
����
� �� �
� ����� ������� ��	


�� �
�	 �
������ �� �	� 
��
�
 �
��
 
����	�
������	 �� �
� ��	�
��� 	�������	 ��
 �
� ���
� !

������� �� w ��� z� �����	� �
�	 �
�����
� �	 ��������������� �
����
 �
�� �
� �����������
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�� ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ξH

I
(1)
H

(ξH)

���� �� ����������	
 	� i
(1)
2H

	� ��
��� 	���� �	����	
� 	� ������	����	
 ����
������ ��� ������ �
� ���� ����������
� u
�
� y �� ����	������� ���

 ��������� d���������� ���	
�������	
� ���� ��
�� ��� �����	
 ����

�	� ���� ����  
	�
 ��	������� !�� i
(2)
2h "� ��� �	�����	
��

 �
����	����	
 	�����	�� #	�

��� �$������	
 	� i
(2)
2h � �� ������� � ������� ��������� 	� ��� ������$��% ��&
�� &
��� �����
�

����� ���� �	������� ��������������� �� 	"���
�� ���	�
� ��� ��&
���
� 	� ��� �������
 	� �
��&
�� �����
�� ��	$���� ���� 	
� 	� ����� �������
 �� �������% ��� �� �	� ��&
���
�� ����
��	����% �� ����������� �
 #�
��� '� #	� ��� ��
��� 	���� ���	
�������	
 	� ��� !�
��

� ����

��������� �� ��� � ��������� ��
��� �
����	����	
 i
(1)
2H � �� �� ����������� �
 #�
��� �� (� ��&
�

AI ((vh, μn,H , μt,H)) :=
(
i
(2)
2h vh, i

(1)
2Hμn,H , i

(1)
2Hμt,H

)
�
� 	"���
 ��� ���	� �������	��

ηp := ρ (wh)
(
AI (zh)− zh

)
− C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h) ,

η :=
1

2
ρ (wh)

(
AI (zh)− zh

)
+

1

2
ρ∗ (wh, zh)

(
AI (wh)− wh

)
−C (wh) (ξn,h)−D (wh) (ξt,h) .

�	 �����)� ��� ���	� �������	�� ηp �
� η �
 �
 ������$� ��&
���
� ������
%� �� ��$�
�	 �	����)� ��� ���	� �	
���"���	
� 
�$�
 "% ��� ��������� ���� ������� �	 ��� ��

�� ����
�����
�� T ∈ Th �����

 �	 �	��� ���	� �
�����	�� ηT � *���� ��� &�����

 ����
���� ��$��	���
�
 ���� �� �������� ����� ������� ���� �������
����	
�� �+	�� ���
 ��� ���
���� ����	���
���

 �
��
����	
 "% ����� 	����
�� �	� �
���
�� �
 ���� ,
 �����
���$� �	����)���	
 ����	� ���
����
��% ��	�	��� �
 ��-�� ��� ����� �	

����� �	 C �
� D ��� ����� �	 ��� ��.���
� $	����
����� �	 ��� "	�
���% ������

� �������	
 ����
��

���� �����	
 �� ��$	��� �	 
�������� ����� 	� ��� �����
��� ���	� �������	�� ,� &���� �� �	
�����
�
 ������� ����  
	�
 �
��%����� �	����	
 �
 	���� �	 ���� ��� �������%� ,���������� �
�	�� �	����� ������� �� �����
���� ����� �� ����% � �	��� ������$� ��
	������ #	� �������
�	
���
�

 �/ �������� ��	� ������"�� ��������	���

� �� ����� �	 �0� �0��

�
� ����� ��	��
�� ����� 	�	
����	
 ��
�����

,� &���� �� �	
����� � '/ ��

	��
� ��	"��� ���� ������ ������	
� ��	�� �
��%����� �	����	
 ��
 
	�
� �� �� � �	��&�� $����	
 	� �
 ������� ���� �
 ��'� ���� !�� Ω := (−3, 0)×(−1, 1) "� ���
�	���
� (� �������"� �	�	
�
�	�� /�������� "	�
���% �	
����	
� 	
 ΓD := {−3} × [−1, 1]
�
� �	�	
�
�	�� 1����

 "	�
���% �	
����	
� 	
 ΓN := (−3, 0) × {−1, 1}� ��� �	���"��
�	
���� "	�
���% �� ��
	��� "% ΓC := {0} × [−1, 1]� ��� �������� ��� �� 
�$�
 "% *		 �2�
��� ���� 3	�

2� �	����� E := 10 �
� 4	���	
 
��"�� ν := 0.3 ���

 ��� ����
 �����

��������	
� 5% L ��� 
��"�� 	� �
��	�� ��&
���
�� "���� 	
 � �	���� �
����� ����

�����	




� �������	
 ����
�� ��

��� ���� �� uh 	
 Ω �
� ��
 �������


��� λn,H ��� λt,H

���� �� ��������	 
�	����
 �� ��� ��
� �����	� ��� MΩ = 24576 �
� MC = 64



� �������	
 ����
�� ��

MΩ L Erel (Ja,1) Ieff (Ja,1, ηp) Ieff (Ja,1, η)

384 0 1.28466 · 10−2 −4.5051 −8.4898
1536 1 1.28322 · 10−2 1.25195 1.31199
6144 2 3.48578 · 10−3 1.01771 1.02354

24576 3 8.89653 · 10−4 1.00401 1.00517
98304 4 2.22857 · 10−4 1.00120 1.00179
393216 5 5.57355 · 10−5 1.00042 1.00068

1572864 6 1.39339 · 10−5 1.00017 1.00029

���� �� ������� �� �	� 
�������
 ����� ���������� ��� Ja,1

MΩ L Erel (Ja,2) Ieff (Ja,2, ηp) Ieff (Ja,2, η)

384 0 6.09378 · 10−1 0.48802 0.58637
1536 1 −6.2106 · 10−2 −0.1867 −0.5573
6144 2 8.29963 · 10−3 0.19384 0.54481

24576 3 4.43956 · 10−3 0.44977 0.95398
98304 4 1.09222 · 10−3 0.45098 0.98520
393216 5 2.71978 · 10−4 0.45124 0.99497
1572864 6 6.79232 · 10−5 0.45128 0.99814

���� �� ������� �� �	� 
�������
 ����� ���������� ��� Ja,2

�� 
�����
� �	� ���������� �������� �� �����
 u(x, y) := (u1(x, y), u2(x, y))
�� �	���

u1(x, y) :=

{
−(x+ 3)2(y − x2

18 − 1
2)

4(y + x2

18 + 1
2 )

4, |y| < x2

18 + 1
2 ,

0, �����

u2(x, y) :=

{
24
π sin

(
4π(x+3)

3

) [
(y − 1

2)
3(y + 1

2 )
4 + (y − 1

2)
4(y + 1

2)
3
]
, |y| < 1

2 ,

0, �����

�	� ������ ����� �� �	�� ����� �� f := −div(σ(u)) ��
 �	� �������� �� g(y) := u1(0, y)� �	�
�������� ��� �� ������ ���	 s = 0.1� �	� 
������� �������� wh �� ����������
 �� ������ ��

�� �����
�� �	� ���������� �� ��������

Ja,1(u) :=

ˆ
Ω
ω(x) |u|2 dx,

Ja,2 (λn) :=

ˆ 1

−1
(0.5 tanh (20(0.25 − |y − 0.125|)) + 0.5) λ2

t (y) dy,

�	��� ω(x) = 0.5 (tanh(20(d − |x− (−0.5, 0) |)) + 1) �� � ��� �� �������� ������ �	� 
���

B0.5 ((−0.5, 0))� �	� �������� 
������������� ����� ������ �	� �������� �� �������� �� ����� ��

Erel (J) :=
J (u, λn)− J (uh, λn,H)

J (u, λn)
,

��
 �	� ���������� ��
� ��

Ieff(J, η̃) :=
J (u, λn)− J (uh, λn,H)

η̃
.

!� ����� "� �	� ������� ��� �	� �������� �� �������� Ja,1 ��� �����
� �� ����
 �� ��������� �	�


��� �	�� �	� ���������� ��
���� ���� �� �������� �� ��
�� h2 �� 1 ��� ηp ��
 η� �	��	 �� ������

�
������ �	�� �����
��� Ja,2� ��� ����� #� �� ������� �� ������ �������� ���������� ��
� 



� �������	
 ����
�� ��

��� ���� �� uh 	
 Ω �
� ��
 �������


��� λn,H ��� λt,H

���� �� ��������	 
�	����
 �� ��� 
���
� �����	� ��� MΩ = 24576 �
� MC = 64

�� 0.45 ��� ηp� �������� ��� ���������� �
��� �
 ���� ����� �
 ��
���
� �� ηp� ��� ����������
�
��� ��� η 
���
 �� ��
�����
 �� 1 ���� ����� h2� ���� ��� 
�������	 ��������
�
 �
 ��� � ��

!
�� ���� i
(1)
2Hλn,H �
 
�� �� ������ ����� �
 ��� �
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 ������
� �	� �	�
��� ���	���	� 
�� ��� ���	���� �
 �	������ J1

���� �� ������
� ���� �	 ��� 7th ��������	 
�� ��� ���	���� �
 �	������ J1

MΩ L Erel Ieff
384 1 1.51570 · 10−1 −0.4748
456 2 −2.5789 · 10−2 0.10037
564 3 −1.6315 · 10−2 0.11956
720 4 5.16983 · 10−2 −1.2446
1224 5 2.29215 · 10−2 −4.3496
1800 6 2.26209 · 10−2 7.17555
3624 7 9.97274 · 10−3 3.98811
7224 8 5.02568 · 10−3 1.50262

15432 9 2.31588 · 10−3 1.72271
29016 10 1.25329 · 10−3 1.49387
59868 11 6.02395 · 10−4 1.63777
102840 12 3.46647 · 10−4 1.44213
205392 13 1.78526 · 10−4 1.44686
401856 14 8.86439 · 10−5 1.48696
699960 15 5.36923 · 10−5 1.46484

�	
� �� �������� ������� �
 ��� ������
� ��������� 
�� ��� ����	� �������



� �������	
 ����
�� ��

L Erel Ieff �����

1 1.00000 · 100 31.8617

2 −9.4015 · 10−1 −0.7837

3 1.51606 · 10−1 0.691113

4 4.50757 · 10−1 −0.0350

5 6.50010 · 10−2 −0.5200

6 8.74934 · 10−2 −0.6447

7 7.10923 · 10−8 −1.5836

���� �� �����	� �
 	�� ����� 
�
�	��� 
�����	�� 
�� MΩ = 98304

	� ����
�� �����
�� �����	����� ����	������� 	�� 	�
���	��� ����� ��	���� ���	
�	 	� ����
���	
�	 
� ���� 
� ��	���� �	������ 
�� ������� 
�� �������
	���

�� 	��  ��	 �	��� �� 	��	 	�� ���� 
�
�	��� 
�����	��� !� �������� 	�� "�
�	�	� �
 ��	����	

J1 (u, λt) =

ˆ
ΓC

λtut do,

����� ����������� 	� 	�� ������
	�� ������ �� 	��� �#
����� !� ����� 	��� ������� �
���
�� 
 ���
��� ���� �� �����	 
�� ��	
�� 
 ��
������ �
��� J1,ref = 3.9999331493 · 10−5 ��
�#	�
���
	��� ���� 
�� �
����
	�� �
���� �
 J1� !� ��� J1,ref 	� ��	������ 	�� ���
	��� ����� Erel
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��� ���� �
 MΩ = 98304 ������	�� �� 	�� ���	�
� ��� ���
	����
�� 
����� �� 
���	��� �� 	�� ������	� ���	
�	 �����
��� ���� s ≡ s0 �� ΓC � !� ����� 	��
������� 
�� ��	��
	� 	�� ����� ����� �� 	�� ��	��
	�� ηm� ,
	���
��� �� ������ �� 	�� �����
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����	 ����� 
 ��		�� ������ ���� �����
�� 	�� ����� ����# �� 1� -���� 
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 |ηm| ≥ Ce |η| ��	� 
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 �� �����	 
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�	��� �
 50%� �
 |η| ≥ Ce |ηm|� 	�� ����
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�	����� �� ���� �
 Ce |η| ≥ |ηm| ≥ C−1

e |η|� �� ������� 	�� �����  ��	 
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� �������	
 ����
�� ��

L MΩ Erel Ieff �����

1 384 1.00000 · 100 −12.334

2 384 1.51579 · 10−1 0.54735

3 480 −3.1565 · 10−2 −0.2684

4 660 −4.0661 · 10−2 −3.4936

5 876 −1.0422 · 10−2 −0.2474

6 876 6.9472 · 10−1 −0.0742

7 876 4.01757 · 10−2 −5.3661

8 876 4.00031 · 10−2 −5.7265

9 1308 2.82515 · 10−2 −31.910

10 1908 1.97301 · 10−2 2.47728

11 4116 8.48886 · 10−3 2.62066

12 7116 4.80574 · 10−3 1.08973

13 14112 2.27704 · 10−3 1.05157

14 26736 9.95986 · 10−4 0.83356

15 61104 2.32142 · 10−4 0.47734

16 61104 4.50727 · 10−3 1.01859

17 94260 4.32043 · 10−3 0.97587

18 94260 3.83807 · 10−4 1.18358

19 230868 1.52591 · 10−4 1.24280

20 433512 8.27891 · 10−5 1.17654

21 943560 3.80197 · 10−5 1.25396
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���� �� �
������ ���� �	 ��� 12th ��������	 �
 ��� ��
�� �	
 ���� �
������ ���������



� �������	
 ����
�� ��

L MΩ Erel Ieff �����

1 384 −6.5283 · 10−4 0.05562

2 480 4.15588 · 10−3 3.88737

3 552 1.10060 · 10−3 −1.4788

4 1032 3.80930 · 10−4 4.00148

5 3432 −1.4927 · 10−4 3.91706

6 3432 −9.5859 · 10−4 3.28939

7 8160 −9.8240 · 10−4 3.42586

8 8160 −1.6305 · 10−4 0.72628

9 30936 −1.4366 · 10−4 0.79535

10 30936 −2.8915 · 10−5 −0.0136

11 30936 6.27223 · 10−6 −1.0887

12 119520 1.81614 · 10−6 0.67998
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J2(u) :=

ˆ
Ω
ω̄(x) |u|2 dx,

����� ω̄(x) = 0.5 (tanh(20(d − |x− (−2.5, 0) |)) + 1)� '���� J2 �� ���
	�� 
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