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������� �� ����
�� ������� ������
� ���� ��������� ��������� ����������� �� ����	 ���� ������
�� �������� �� ��������� ���������� ������
� �� ������ ����� �� ����	 ��� ������ � ����
��
������� �� ���� � ���� �� ������
 �� ��������� �� ��!�	 ��� ����
���� ��"��#������ ��
����� ���
$����%�������� ��������& ��	 ��'& ���& ����� 
���� ������ � ��"�����
� ��� ���� ����������	 

��(����� ������������� �� ���� �� ���� �� ���� � ��� ����� ��������	 )����� ��� *+, ��������&
����� ����� � ��� �� ����� 
������ ��� � ���������� ����� ����
����� �� ����������	 -�� �� � �� ���
���������" ��������� ������
�& �� ����� �� ��� �������. ��/�& ����� ���� #��� ��� ��"���� �������
��� ���������	 
����� � 
������ ��� ���������� ������
� �� ������ ����� ��� ������ ������� ��
����������	 0�� ��������& ����� �� ���� �� ����
��� ��� ����� �� "����� ���
�& �� ����� �� #����
��(������ ��������������� �� ��
�	 1���& �������� ����� ����
����� ��� ���� ��� ��� ����� ��� ���
��
� ��������� �2& �'& ��� �� ����� ����
���� ��� ��� ����� ������
 ��� ���� �� ��& 3�	 ��� �����
��������& ����� �� ���� ����& �� ����� �� � �����%��
� 4����.�� 
�����	 *������������ 4����.��
����
�� ��� ��� ����� ��� ��� ����� ����
����� ��������� �� ��& �/& �2�	 �����& ��� ���
 �� ��� �����
�� ��� ���� ��
� ���� �� ����������& ����� ��� ���� �������� �� ����
���� �� ���������� ��"�
����
��� ��� ��� �� ��
��������	 ��� ��
� �������� ��� � ���������� �����%��
� 4����.�� 
�����
�� ��������� �� ����	 5� ���� ������� ���������" "���%�������� ������ � #���� ���
��� 
������ ���
���������� ����
��� ��� ��������� �� ��� "���� �� 5����������( ���& �3& ��& �/�	 
� �
�������
����� �� ����� ���. �� ��� ��������� �� ��� ��
������ �(��� �� ��� ����� ����
�����& ����� �� ����
���������� �� ����	 6������ ��������� ���������� ������
� ���& �	 "	& ���������� �� ��& ���	

��� �������� �� � ���������� ����� ������� �� ��� �������������� ����� ���� �� ���� ������� ��
�� ��������� �� ��� 
������ ��������� ���& ��� �� ������� ��������� ���������� ������
�	 7� ��
����� �� � �����%��
� #���� ���
��� �������������� �� ��� ���������" ������
	 5���� �� �� � ��
���������� ���� �� ��� �����
& �� ��� "������� ���������� ������ ��������� �� ����� ��� ��
�
����� ��� ���� ��������� ��� �� ������������� �� ��
�	 ���� �������� ������� ����"� ������ �����
����� �������� ����
������& ��� ��� �������� ���& 8���������� �	�	3�	 9���" ���������� $���������
�����& �� ����������� �� � 6���.%:������� ����
� �� ������ �����	 7� � ��� ��
� ����& � �������
������
 �� ��� ��������
��� ��� �� ��� ��
�������� ��� �� �� ��� ��& ����� � ���""���� ��������
���
� �� ����& �	 �	 � #������ ��������� ���������" �� ����������� ��� ��" �	 �	 �	 ��� ��������
���
��� ��� ��
��������	 +� ����� ��� "������ ���
����. �� ��� *+, 
����� ��� ����
����"
��� �������������� ����� �� ��
� ���� ��#��� ���"�� ����������& ��	 �	 "	 ���& �� ���� �����%��
�
������"& ����� "� �� ���� �� � �� ������ ���� ������
 ��� � ������� ���� ��
� �������" ����
�&
����� ���� ��� �������� ���� ��� 6���.%:������� ����
�	 
� ����� �� *+, 
������& �� �� � ��
��������� ��"��� ����� �������
������ �� ��� ���
�� ��� ���� �������� �� �������
��� ��� ��������
����� ��������	 5� ���� ���������� ��� .���� �� ����������& ��� ��� ��� �� � �� ���	 1���& �� ��� �
��������� �������������� �� ��"��� �����& ����� ���� �������� �� ��
�������� ����� ��� ������ ��� �
��������" �� ��� ������� ��� ��� ��
����� �����	 ;�������" ��� �����"�� �� ��� �������" �����������
�� ����
����" ��� ����� �� ��� ���""���� �������� ����
�	 �� ���� ���& �� ����� ��� ������$���
��������� �� ���& �3& �!� ��� 
�������" ��� ��
������ ����� �� ��� *+, 
����� ����������" ������
������
�	 ,��"��� ����.��"& ��� ��
������ ����� ��������� �� ��� ���
�� �������� ������ ���� ���
���� ��������	 ��� �����
����� �� ��� ����� ����
���� �� ���� �� �� ������ � ������"� �� �������
��� ��
������& ������� ��� ��
����� �����	

��� ������� �� ��"������ �� �������< 7� 5������ �& ��
� �������� ��� ��� ���������" ����������
������
 ������" �� ����������	 -������� �� � ����������� �� ��� ����� ��
� #���� ���
��� ���%
����������� �� 5������ �& ����� ��� ��������" ��
� �������" ����
� �� ��������� �� ��� ��������&
5������ 
	 ��� 
��� ���� �� ��� ����� �� 5������ �& ����� ��� � ���������� ����� ����
��� ��
���� �� �� �� ���� �����	 -���� �� ���& ��� �������� ����� �������� �� �� ��" ��� ���
�� ��� ����
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��
� �� ����
������ -�� Ω ⊂ Rd� d = 1, 2, 3� �� � �
����� �

��� ���� � 	�������� 	
���
���

�
������ Γ� ��� �
������ Γ �� ���

	
��� �� ��� 
������� ���.
��� 	���� ΓD ��� ΓN � ���

����� &�����
� �	���� ��� ����� �� L2 (Ω)� ����� 	�
����� ��� ������ 	�
���� (u, v) =
´
Ω uv dx

�� � /������ �	���� ��� L2 (Ω) =
(
L2 (Ω)

)d
� !������

��� �� ��� ��� �
�
��� �	��� H1 (Ω)�

����� �
������ 
& ��� &�����
�� �� L2 (Ω) ���� 	
����� ,��� ���) ����������� ���
 �� L2 (Ω)� ���
����	��� H1

D (Ω) =
{
v ∈ H1 (Ω)

∣∣v|ΓD
= 0

}
� ����� v|ΓD

���
��� ��� ����� 
& v 
� ΓD� ���

H1
D (Ω) :=

(
H1

D (Ω)
)d
� %��� �	���� ��� ��������� 
��)�� �� � � ��� ��� ���� 	������ �� ���

�
��� �� 〈·, ·〉� �
 ����� �
�
��� �	���� ���
����� ��
�� �� ��� ��� �
����� �������� ���
��� /����

X �� � ���� ������ �	��� ���� �
�
 ‖·‖� ��� �	��� L2 (I;X) �
������ 
& ��� ���
���� 
����������

&�����
�� ϕ : I → X ����

‖ϕ‖L2(I;X) :=

(ˆ
I
‖ϕ‖2 dt

)1/2

< ∞,

����� I = [0, T ] ���
��� � ��
� ��������� ���) ����������� ������ ��
� ��� 
��)�� �� ��	��	
���

�
��� (& X �� � /������ �	���� ��� �	������
� ������ 	�
���� �� ���
��� �� ((u, v)) :=
´
I (u, v) dt�

(� �������� �� 
���� 	���������� ���
��� ��� ���������
� 
��� I� !������� �� ��,�� ��� �����

&�����
� �	���� ����� �
����� 
�� ���) �
����
�� ��

V1 :=

{
u ∈ L2

(
I;H1

D (Ω)
) ∣∣∣∣ u̇ ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

)
,

ü ∈ L2
(
I;
(
H1

D (Ω)
)�) }

,

V2 :=
{
θ ∈ L2

(
I;H1

D (Ω)
) ∣∣∣θ̇ ∈ L2

(
I;
(
H1

D (Ω)
)�)}

.

(� ��
��� �� ��
��)�� ���� u ∈ C
(
I;H1

D (Ω)
)
��� u̇ ∈ C

(
I;L2 (Ω)

)
�
��� &
� � &�����
� u ∈ V1

�� ���� �� θ ∈ C
(
I;L2 (Ω)

)
&
� θ ∈ V2�

0
�� �� ��� ���� �
 ��,�� � ���) �
����
� 
& 
�� ������� 	�
���
1

��������� �	 �� ��� ��� ���	����
��� u ∈ V1 ��� ��� ��
	������� θ ∈ V2 ��� � ���) �
����
�


& 
�� ������� �
�	��� 	����
��� ��	���
��� 	�
���
� �&

b1 (ü, χ) + a1 (u; θ) (χ) = l1 (χ) 2�3

b2

(
θ̇, ω

)
+ a2 (θ;u) (ω) = l2 (ω) 2�3



� ��������	
���� �

����� ��� ��� χ ∈ H1
D (Ω)	 ��� ω ∈ H1

D (Ω) �
� �� �� t ∈ I �� 
��� �� �� ��� �
����� ��
�����
�

u (0) = us, u̇ (0) = vs, θ (0) = θs

��� ��������� ����	 b1 �
� b2 ��
��� 
������� ���� �����
��� �
 ��� ����������
�	 ��� 
������

��� �������� �� ���� �������� ��
���
�� ���� ��
����� ��� ������
�������� a1 �
� a2 �������
�

��� ������
���� ��������� �� ��� ���������� �������
 �
� ��� ���� �������
 ������������� ��� �����
��
� ����� ��� ����
 �� ��� ��
�������� l1 �
� l2� ��
����	 
� ���� ��� �
����� ������ us ∈ H1

D (Ω)	
vs ∈ L2 (Ω)	 �
� θs ∈ H1

D (Ω)�

��� ����� �� ��� �������� ����
 �� � �����!���� ����������
 �� ��� ��
���� ������� ���������

���������� �������� �� ���� �
�	 
� ��
���� "#$ �� � ������ �� ���� ����� �
 ���� �� �
�������
�

��� �������� v = u̇ �� �������
�� ��������	 
���� ��� �������� �� �
�� 
����� �
������� ���

�������
� "#$ �
� "%$ ��� �
�������� ���� ��� ���� �
������ I �
� ��� �
����� ��
�����
� ��� 
�����

�
������� �� ���� 
������
	 
� ���

Vn :=
{
v ∈ L2

(
I;
(
H1

D (Ω)
)n) ∣∣v̇ ∈ L2

(
I;
(
L2 (Ω)

)n)}
�� ��� ����� ��
����
 ����� 
��� n = 1, 2, 3	 
���� ������� ����
��� ����
��� ���������
� �


��� �������
 ���
 V1 �
� V2� ��
����	 ��� �����!���� ����������
 �����&

��������� �	 ' ��
����
 w = (u, v, θ) ∈ V = Vd × Vd × V1 �� ������ � 
��� �������
 �� ���
��
���� ������� ��������� ���������� ������� �
 ����� ���� ����	 ��

A (w) (ϕ) = 0

����� ��� ��� ϕ = (χ,ψ, ω) ∈ V 
���

A (w) (ϕ) := (b1 (u̇− v, ψ)) + (b1 (v̇, χ)) + (a1 (u; θ) (χ))− (l1 (χ))

+
(
b2

(
θ̇, ω

))
+ (a2 (θ;u) (ω))− (l2 (ω))

+b1 (u (0)− us, ψ (0)) + b1 (v (0)− vs, χ (0)) + b2 (θ (0) − θs, ω (0)) .

(�� �� ��� ����
��� ���������
� �
 V 	 b1 �
� b2 ��
 �� ���
 �� 
������� L2!������ �������� �����

�
 ��� ��
���� �����
�	 ��� �������
 �� �)����
�� �
� �
����
��� �� ��� �������
 w ��� �� ��

���� ���
� ��� ��� �������� ����
 �
� � ���������� ����� �
������	 
� ������ ���� ��� ����� ����

������
������� A �� ����� ����� ��
��
������ ��*���� ������
������ 
� �� �� ��� ���� ������
�	

���� �
 �������� 
��� �������
 w ∈ V �������
� �� (��
����
 % �)����	 �
� ���� ��� ��*����
���������� �� A ����� �� � 
���!����� ��
��� ������� �
 ��� 
������������ �� w�

� ��������	
����

+� ��� � �����!���� �
��� �����
� ������ �
 ���� 
���� ,�� �� ����� 
��� ��� �������� ���� ��

��� �������� ����
� ��� ���� �
������ I �� ���������� �
�� M ∈ N ����
������� Im = (tm−1, tm]

���

0 = t0 < t1 < . . . < tM = T �
� I = {0} ∪ I1 ∪ . . . ∪ IM .

��� ��
��� �� � ����
������ Im �� ��
���� �� km = tm − tm−1� ��� ���� �
���
��� ti	 i ∈
{0, 1, . . . ,M} ��������
� �� ��� ���� ����� �
 � �
��� ������
�� ��������� +� ���� ���� ����
������������
 �������� ���� Tk�



� ��������	
���� �

��� ���� �	
� ��
�� �

��
�
� ��� ��

������	�� ��
�� ����

���� �� ����������	
 	� ��
 ����� ��������
 	� ��
 �
��
 
�
�

� �
��

��
 ������� �	���
 Ω �� ��������
� �� �
��
� Tm
h � ����� �	
���� 	� ���������
���� �	� d = 2

�
� 	� �
���
��	
� �	� d = 3� �	 �
����
 �������
 �
�� �
�

�

�� �
 ���	� �	� �	 ����
� ���������
��
��
� 
	�
� �
 ��
 �
��
��  ����
��	�
� �	� ��
 
�������	
 	� ��
 ��
�

�
� � �	��
��	�� 
��	�

������
� �
 �
����
 ��
 �
��
� �	 ���
 ����� ��������
� �

  ����
 ! �	� �
 ����������	
� "
�
�
�
 ���� �	����� ��
�#�
�� � �
�� ��� ����� ��������
� �� 	

 ��
 ������ �
��
 2d ��$��

� �
��

�
�

�� �	 	

 ����� 
�
�

�� %
 �
�
� �	 &'() �	� �	�
 �
������ ��
 �
��

�
 	� �
��
� �
 ��

��
��
 ���
 ��
�� �� ����
� Mh := (Tm

h )0≤m≤M �
��
 ������� �
��
 
�
�

� ����
� ��
 ���
� 	
 d*��

�� ����� ��
���	
� �
� 
	��� �
��

� 	�

��

�	�� �� 
� �
 ��		�


V m
h :=

{
ϕ ∈ H1

D (Ω)
∣∣∀T ∈ Tm

h : ϕ|T ∈ Q1 (T ,R)
}
.

"
�
� Q1 (T ,R) �� ��
 �
� 	� d*��

�� ����� ��
���	
� 	
 � �
�� 
�
�

� T � +
����
 	� V m
h ⊂ C (Ω)�

�
 ���
 �	 

���
 ��
 �	
��
���� 	� ��
 �����
�
 ��
���	
� �
 ��
��
� 
	�
� �� ���	��
� ��

�
�����
� �	
�����
� �
 ��
 �����
�
 ����
���

��
 �
�� ����
 	� ��
 ����
*���
 ,��
�#�
 �
��	� �� ���

 ��

Wn
kh :=

{
ϕ ∈ L2

(
I;
(
H1

D (Ω)
)n) ∣∣ϕ|Im ∈ P0 (Im; (V m

h )n) , m = 1, 2, . . . ,M, ϕ (0) ∈
(
V 0
h

)n}
.

"
�
� Pq (ω,X) �� ��
 ��

�� ����
 	� �	��
	����� 	
 ω ⊂ R ���� ����
� �
 X� ����� ���

��
 ������� �
��

 q�  �
���	
� ��	� Wn

kh ��
 ��
�
���
 �	
���
� �
 ���
 �
� ��
 �	������
����	
��
�	�� �� ti� i = 0, 1, . . . ,M � ��
 �
�
���	
 	� ��
 ����� ����
 Vn

kh �� �	�
 �
�	��
�� ��
�

�� �� ��-���� �	 

���
 ��
 ��	��� �	
��
����� �� ��
 ����
� V m

h ����� ��

 ��
��
� 
	�
� �
 ���

����
 �
� ���
 �	 �
 ��
��
� �
 �
 ����	�����
 ���� . �
��	��� ��
��
� 
	�
 �� � �
��

 	�
��

�	�� ����� �� �	
���

� �
 V m

h ��� 
	� �
 V m−1
h 	� ���
 �
���� %
 �	�# ���� ��
 ����	���

��
�

�
� �
 &/� ''� 0!) �	� �����	��� ��	��
��� . ��������	
 	� ��
��
� 
	�
� �
 ���
 �
 ��

�	
�
�� 	� ��
 ���
 
�����	
 �� ���

 �
 &0)� %
 ��
 ��

�� �
��	��� ����� ��
���	
� �
� ��		�

��
 ����� 1����
�
 ����� 	� P1 (Im;R)

τm0 (t) =
tm − t

km
�
� τm1 (t) =

t− tm−1

km
.

%
 �
�

 ��
 �
� 	� ��
 �	��� ����� ��
���	
� ��

P̃n,m
1 := span

{
τm0

(
V m−1
h

)n
, τm1 (V m

h )n
}
.

��
 ����
 P̃n,m
1 �	�
���
� ���� P1 (Im;V n

h )� �� V m−1
h = V m

h = Vh �	���� ��
 ����� ����
 �� ���


��

Vn
kh :=

{
ϕkh ∈ C

(
I;
(
H1

D (Ω)
)n) ∣∣∣ϕkh|Im ∈ P̃n,m

1 , m = 1, 2, . . . ,M
}
.



� � ������	��	 ����� ���	
��	�� �

������� ����� 	
����
�� 	�
� V m−1
h � ����� ������ ���� �������� 	�
� tm−1 �
 tm� ��� 
��� �
��

������ �
 ��� ����
��� ����� 	
���
� τ0� ����� �� ���
 �� tm� ������� ����� 	
����
�� 	�
� V m
h �

����� ����� ���� �������� 	�
� tm−1 �
 tm� ��� 
��� �

���� ���� ��� ����
��� ����� 	
����
�

τ1 ��� τ1 �������� �� tm−1� ��
�� ��� 	
����
�� �� Vkh ��� ��
����� �
����


�� ����� ��� ��
��

�������
��� �� ����� ��� �������� ��
���� 	
��
����
��

��������� �	 � 	
����
� wkh = (ukh, vkh, θkh) ∈ Vkh = Vd
kh × Vd

kh × V1
kh �� ������ � ��������

�
�
��
� 
	 

� ������� �

���� �����
��� ������
��� ��
����� �	

A (wkh) (ϕkh) = 0  !"

�
��� 	
� ��� ϕkh = (χkh, ψkh, ωkh) ∈ Wkh = Wd
kh ×Wd

kh ×W1
kh�

��� �������� ��
����  !" ��� �������� �� �
���� ������� �
 � d + 1 �������
��� ��
�����

#
������ ��� ������� ���
��
�� 
	 ��� ���� ����� Wkh ���
�� 	
� � ���

����� 
	 ��� ������ ����

��������� Im� $� ����� ��� �������� ��
����  !" ��� �� ���
��� �
 � ���� �������� ������� #
������

�� 
��� �
��
�� �� ����
%�����
� w̃kh �
 wkh ���
����� 	�
� ��� �
�
��
� 
	 ��� �������� �

����

������ ����� &
� ��� ����
���
� 
	 ��� ���� ���������� �� 
�� ��� ������
���� �
��� ���� ����
���

���
��� �� � '���(�)��
��
� ����
� 	
� ��� ������ 
	 ���� 
����� &
� ��� ������
��� ����� ��

�
�����
��� �
 )�����(*� ����
�� &
������
��� �� ��� ��������� ��� ���
���� 	�
� ��� �������

������ �� ���� ���� ����� ��
�� �� 
��� ���� �
 �
��� �� �
������� �+
���
� �� ��� ������������

ũkh ��� ��� ��������
�� θ̃kh� ��� �
������ ���� �������� ������ �� 

������ �� ���
����� ,
�� ��� �������% �� �����
� �� -� ��� ���� ����� ��� �������� ������� ���
�� � ���������� �� L2�

��
.����
� 
	 ��� �
����


� 
���� /� 
�� � ��������� �
�
��
� ������� ����� �� ����� �� ���

����� ! �
 0� &������� ��� �
�
��
�� 
	 ��� ��������� ���� ���� ��� ��
.����� 
� ��� �
����� ����

�� Pm
h � #���� �� �
��� �+
���
�  1!" �� �� �� ��� ��������
�� θ̃m,l

kh 	
� �%�� ũm,l−1
kh ����� ����

��� ��� ������������ ũm,l
kh �� ���������� 
���� θ̃m,l

kh �� �
����� �+
���
�  12"� -� ���� 3� �� ����(

��� 
�
�� ��
����� �������
� 	
� � �%�� �
��� �������
�� �	��� ��� �
��������� 
	 ���� �������
��

��� ���
���� ṽmkh �� ����
����� �� ��� �
�� ��
������� ���� 4� ����� �+
���
�  15" �
�����
��� �
 �

������ L2���
.����
�� ����� ���
��� �
 � ������ �
�������
� 
	 ����
��� �	 V m−1
h = V m

h �
����

� � ������	��	 ����� ���	
��	��

��� ��� �� �
 ������ �� � �
�����
�� ���
� �������� 	
� ��� ������������
� ���
� �� � �
�� 
� ����

��������� 	
����
���� ����� ���������� ��� +
������ 
	 ��������� /� �
������ 	
����
���� 
	 ���

����

J(w) :=

ˆ T

0
J1(w) dt + J2(w(T )),  2"

����� J1, J2 ∈ V � ��� ����� ����� �
����


��� &�6���� ��7����������� ��� 	
�� 
	 J �������� ��

 2" �
������� ��
 ������� ���
���
��� 8�� �� ���������� �� ��� ���� ���
� 
	 � +
������ 
��� I 
�

�� ��� ���
� �� ��� ��� �
����

�
� ���	���	�� �� ��� ����� 	����	��

��� ��������
� 
	 ��� ���
� �������� �� ����� 
� 
���������
� ���
������ �
 ����� ��� ���
�

��������
� �� ��� 
���������
� �
���%�� �� ����� ��� 9���������

L(w, z) := J(w) −A(w)(z)



� � ������	��	 ����� ���	
��	�� �

��� w, z ∈ V � ��� ��		��
��	 ��

��	 
�� �����	���	 �	� 
�� ��	���� ������� ��������� ���

�������� ������� ������� ������	
 �� ���	 �� 
� ��	����� 
�� ������
 ������
��� �� L 
���
�

z�
L′
z (w, z) (δw, δz) = −A(w)(δz). ���

 
 ��������	�� 
� 
�� 
��! �������
��	 �� 
�� ��	���� ������� ��������� ���������� ��������  	

�� ������
� ����" 
� ������� 
�� ������
��� #����!�	 �����$���
��	� ��� ������
 ������
���


���
� w ��

L′
w(w, z)(δw, δz) = J ′(w)(δw) −A′(w)(δw, z), �%�


���� ��&	�� 
�� �� ������ ���� ��������

��������� �	 ��� ��	�
��	 z =
(
ū, v̄, θ̄

)
∈ V �� ������ ���� ����
��	 ��

J ′(w)(δw) −A′(w)(δw, z) = 0 �'�

����� ��� ��� δw ∈ W � ��� ������
� ���� ����
��	 zkh =
(
ūkh, v̄kh, θ̄kh

)
∈ Wkh �� �����&�� ��

∀δwkh ∈ Vkh : J ′ (wkh) (δwkh)−A′ (wkh) (δwkh, zkh) = 0. �(�

)� ���� �
� 	�������� �����$���
��	 z̃kh� ��� 
��� �
����	� ������ ��� 
�� ��
����	�
��	 �� z̃kh
�� �����	
�� ��
�� 
�� ������
��	 �� 
�� � ���
������ ����� ��
���
��

��� ���	
 (w, z) ∈ V × V �� � �
�
��	��� ���	
 �� L" ����

L′(w, z)(δw, δz) = 0 �*�

��� ��� (δw, δz) ∈ V × V � +	���������" (wkh, zkh) ∈ Vkh ×Wkh �� � �
�
��	��� ���	
 �� L" ����

L′ (wkh, zkh) (δwkh, δzkh) = 0 �,-�

��� ��� (δwkh, δzkh) ∈ Wkh × Vkh�

��� �����
�	� � ���
������ ����� �	������ �� ��������
�� �� 
�� ���
� 
��
 �	 
�� �	� ��	� �	

��	����

L′ (w̃kh, z̃kh) (δwkh, δzkh) �= 0

�	� 
��
 �	 
�� �
��� ��	� Wkh � V � )� ��
��	 
�� �����
�	� �����
�


����
����� �	 ��� A ��� J �� ��	�� �
��� 
���
������� �	�
��� �
��	���
����� ��� 
���
�����

����
���	
�� 
���
�
�� ��� ��� �
�
	��� ��� ���� ����� �� ���� �� w̃kh ∈ Vkh ��� z̃kh ∈ Wkh �	�

���	��
���
��� �� wkh ∈ Vkh ��� zkh ∈ Wkh�  ��� �� ��!� ��� �		�	 
����
��

J (w)− J (w̃kh)

=
1

2
L′ (w̃kh, z̃kh) (w − w̃kh, z − z̃kh) +A (w̃kh) (z̃kh) +Rkh

=
1

2
[ρ (w̃kh) (z − z̃kh) + ρ� (w̃kh, z̃kh) (w − w̃kh)] +A (w̃kh) (z̃kh) +Rkh.

�,,�

"�	�� ��� �	
��� 	��
���� ρ 
� #
!�� ��

ρ (w̃kh) (·) := L′
z (w̃kh) (·) = −A (w̃kh) (·)



� � ������	��	 ����� ���	
��	�� �

��� ��� ���� 	�
����� ρ� �


ρ� (w̃kh, z̃kh) (·) := L′
w (w̃kh, z̃kh) (·) = J ′ (w̃kh) (·)−A′ (w̃kh) (·, z̃kh) .

��� 	�������	 ��	�

Rkh :=
1

2

ˆ 1

0

{
J ′′′ (w̃kh + sẽ) (ẽ, ẽ, ẽ)−A′′′ (w̃kh + sẽ) (ẽ, ẽ, ẽ, z̃kh + sẽ∗)

−3A′′ (w̃kh + sẽ) (ẽ, ẽ, ẽ∗)
}
s (s− 1) ds

�
 �� ���	� �	��	 �� ��� �	���� �		�	 ẽ := w − w̃kh ��� ��� ���� �		�	 ẽ∗ := z − z̃kh�

�	���� ��������	�
 ��� ���
�	�� x := (u, z)� x̃kh := (w̃kh, z̃kh)� 
�� L (x) := L (u, z)� �� ���
	�

L (x)− L (x̃kh) =

ˆ 1

0
L′ (x̃+ s (x− x̃kh)) (x− x̃kh) ds.

��� ��� ��
����	�
� ����� �� �
�� ��� ����� ���������
�	��ˆ 1

0
f (s) ds =

1

2
(f (0) + f (1)) +

1

2

ˆ 1

0
f ′′ (s) s (s− 1) ds

��� f ∈ C2 ((0, 1))� ��	�
	�
 ����� ��� ��	�
� ��
����� ��
�� ��

J (w)− J (w̃kh) = L (x) +A (w) (z)− L (x̃kh) +A (w̃kh) (z̃kh)

=

ˆ 1

0
L′ (x̃+ s (x− x̃kh)) (x− x̃kh) ds+A (w̃kh) (z̃kh)

=
1

2
L′ (w̃kh, z̃kh) (w − w̃kh, z − z̃kh) +

1

2
L′ (w, z) (w − w̃kh, z − z̃kh)

+A (w̃kh) (z̃kh) +Rkh.

�� 
 ����	�� 
�
������ ��� ���� ������� ��� ��� ��� �
�
���	� 
�� ���� !�����	�	�� "�#�� ��� ���
��������	� �
��� �� �
� $�
��� ���� ��
� L′ (w, z) (w − w̃kh, z − z̃kh) = 0 
�� ������	�� $�	��
��� ������

��� ���� �	
���


��� ����� 	����	�� %""& 	������� ��� '�
��	�	�� z 
�� z̃kh� ��	�� 
�� ��$��� �� ��� ��
�	��
�	��
����	�	��� %(& 
�� %")& 
� �����	��� �� ��� �
�	
�	��
� �������� %*& 
�� %+&� �������	����� �����
�������� 
�� �
���� ��� ����	����� 
�� ��� �	������ ��
� �������� �������	����� ,�� �� ��� �
-�

 ������ ���- 
� ��� ����	����� ��
� �������� ��� ��.���� ���	�
�	�� �� A ������ w 	� 
	��� ��

A′ (w) (δw, z) =
(
b1

(
˙δu− δv, v̄

))
+
(
b1

(
δ̇v, ū

))
+
(
a′1,u (u; θ) (δu, ū)

)
+
(
a′1,θ (u; θ) (δθ, ū)

)
+
(
b2

(
δ̇θ, θ̄

))
+
(
a′2,θ (θ;u)

(
δθ, θ̄

))
+
(
a′2,u (θ;u)

(
δu, θ̄

))
+b1 (δu (0) , v̄ (0)) + b1 (δv (0) , ū (0)) + b2

(
δθ (0) , θ̄ (0)

)
.

/� ��� 	���
�
�	�� �� �
��� �� ��	�� ��� �	�� ���	�
�	�� ���� ��� ���� �����	��� �� ��� �����	��
�
�	
���� 
�� ���
	�

A′ (w) (δw, z) = − (b1 (δv, v̄ + ˙̄u))− (b1 (δu, ˙̄v)) +
(
a′1,u (u; θ) (δu, ū)

)
+
(
a′1,θ (u; θ) (δθ, ū)

)
−
(
b2

(
δθ, ˙̄θ

))
+
(
a′2,θ (θ;u)

(
δθ, θ̄

))
+
(
a′2,u (θ;u)

(
δu, θ̄

))
+b1 (δu (T ) , v̄ (T )) + b1 (δv (T ) , ū (T )) + b2

(
δθ (T ) , θ̄ (T )

)
.



� � ������	��	 ����� ���	
��	�� �

��� ������� 	��
���
�� 
� J 
�

J ′(w)(δw) = J ′
u(w)(δu) + J ′

v(w)(δv) + J ′
θ(w)(δθ)

=

ˆ T

0
J ′
1,u(w)(δu) dt + J ′

2,u(w(T ))(δu(T ))

+

ˆ T

0
J ′
1,v(w)(δv) dt + J ′

2,v(w(T ))(δv(T ))

+

ˆ T

0
J ′
1,θ(w)(δθ) dt + J ′

2,θ(w(T ))(δθ(T )).

����
�� �����

� ��� �
�� ϕ1 = (δu, 0, 0)� ϕ2 = (0, δv, 0)� ��	 ϕ3 = (0, 0, δθ) �
� ���
����� δu ∈ Vd�
δv ∈ Vd� ��	 δθ ∈ V1� �� 
���
� ��� ������

− (b1 (δu, ˙̄v)) +
(
a′1,u (u; θ) (δu, ū)

)
+
(
a′2,u (θ;u)

(
δu, θ̄

))
+ b1 (δu (T ) , v̄ (T )) = J ′

u(w)(δu),

− (b1 (δv, v̄ + ˙̄u)) + b1 (ū(T ), δv(T )) = J ′
v(w)(δv),

−
(
b2

(
δθ, ˙̄θ

))
+
(
a′2,θ (θ;u)

(
δθ, θ̄

))
+
(
a′1,θ (u; θ) (δθ, ū)

)
+ b2

(
δθ (T ) , θ̄ (T )

)
= J ′

θ(w)(δθ).
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�
	�� �
�� 
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��� 
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 ��� ��������� 
� ��� 	��� ��
����� ��� ���� 
��
�����


�������

� 
� ���� ��� 	��� ��
���� ������ �� T ��	 ���� ��� ���	 
� �
�� �
 0� !
�����������
��� 
�
�
�� ������ ��� ����
��	 �
� T � ��������
��� ��� 	��� ��
���� 
� �
����� ��� �
�
����
��

"
�
����� �
��	��� �
�	
�

�� 
� ��� ��
��� ��
���� ��� ����������	 �
 ��� 	��� ��
����� ���

�
��
�
����
�� #������ �
��	��� �
�	
�

�� ��� ������
���	 
��
 �
�
����
�� 
���� ���

	����
��
�� 
����������

� 
� ��� 	��� �
���

� 
� ���� 
� ���������� ��� 
�$����� 
� � �����
�

�����%�
�� �

�� (x, t) 
��
 ��� ���
� �������	 
� ��� �����

��� J �
&�� �� �
� �� � � ��
��� �

 �� ��� 	
������ 	��� ��
���� ����
��	 
� �����

� �'�� (�


������ ���� ��� 	
������ �
���

� z̃kh 
� �
���
��	 
� ��� ���� ����� Wkh 
� ��� ��
��� ��
�����

��� z̃kh 
� � �
����
�� �
������ �����

� 
� �
��� ����� ��� ����
)
���

� 
� ��� 	��� ��
���� 
�

��
����� 
� ��)
��� 
�	�� k� *
������ �� ��� �
� 
��������	 
� �� �������� �����
��� �
���

�


� ��� 	��� ��
���� ��� 
� �� �������� � �
����

�
 ���
� ���
����� ��� �
�� �����
�� ������

������
�� ��
� �'� 	
+��� ��
� ��� ��
��� �
�� �����
�� ������ 	����
��	 
� ,��
�
��� -. 
� ���

�����	
) 
� /���

� 0� �
� ��� 	��
���

� 
� ��� 	��� �
�� �����
�� ������ ��
� �'�� �� ����
��

��� ������� 	��
���
�� �� ����� 
� ��������
�� 
�������

� �� ����� ��	 ��
�� żkh ≡ 0 ��

A′ (w̃kh) (δwkh, z̃kh) =
M∑

m=1

{
− (b1 (δvkh, ˜̄vkh))m +

(
a′1,u

(
ũkh; θ̃kh

)
(δukh, ˜̄ukh)

)
m

}

+

M∑
m=1

{(
a′1,θ

(
ũkh; θ̃kh

)(
δθkh,

˜̄θkh

))
m
− b1

(
[˜̄ukh]m−1 , δv

m−1
kh

)}

+
M∑

m=1

{
−b1

(
[˜̄vkh]m−1 , δu

m−1
kh

)
+
(
a′2,θ

(
θ̃kh; ũkh

)(
δθkh,

˜̄θkh

))
m

}

+

M∑
m=1

{
−b2

([
˜̄θkh

]
m−1

, δθm−1
kh

)
+
(
a′2,u

(
θ̃kh; ũkh

)(
δukh,

˜̄θkh

))
m

}

+b1

(
δvMkh, ˜̄u

M,−
kh

)
+ b1

(
δuMkh, ˜̄v

M,−
kh

)
+ b2

(
δθMkh,

˜̄θM,−
kh

)
.



� � ������	��	 ����� ���	
��	�� ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ϕkh

i
(1)
k

ϕkh

tm−1 tm tm+1

Im Im+1

��� �������	� 
����� ��
����
�
��� �� � ������
��	� ���	
��
 ����
���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ϕkh

i
(2)
2k ϕkh

tm−1 tm tm+1

Im Im+1

��� �������	� ������
�� ��
����
�
��� �� �
�������	� 
����� ����
���

���� �� ����������	
 	� ��
 �
�
��	����	
 	�
���	�� i
(1)
k �
� i

(2)
2k

�
�
� ��
 ���� 	� � �	������ ����	
��
�	�� ��
���	
 ω �� � ���
 �
���
�
 tm �� �
�

� ��

ωm,+ := lim
t↓tm

ω(t), , ωm,− := lim
t↑tm

ω(t), [ω]m := ωm,+ − ωm,−.
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 ��
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��� �
  
���	
 ! �
� �	
����� 	� �	�"�
� ��	 �	���
� �
���	��#

$����	
� �
� � �����
 L2%��	�
���	
�

��� �����	
�� �

���	���	�� �� ��� ����� 	����	�� ��� ����� �
�	��	��
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 ��"
 �������
� ��
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����� �	����	
 	� ��
 ���� ��	��
�� ����� �� 


�
� �	 
"�����
 ��


��	� ��

���� '��(� �	�
"
�� ��
 ��

���� '��( �	
���
� ��
 �
����� w − w̃kh �
� z − z̃kh� )�

�
����� �
����
 ��
 ����	������	
 	� �
�
��	����	
 
��	� 	� ��
 ����
� Vkh �
� Wkh ������ ��

�	
��
�	�� �	����	
� w �
� z� &
 ��
 
	� ���
 �	 
"�����
 ��
�
 �
��� 
������� �
 ���
�����
�
��
� ����	���
� �	 ����	�����
 ��
�
 �
��� ��
 ��	�	�
�� �

� 
���� *+, �	� �
 	"
�"�
�� )�

��
� �	 ��
 � ����
� 	��
� �
�	
�������	
 	� ��
 �����
�
 �	����	
� w̃kh �
� z̃kh ��� ���

� 	�� �	
�
 �
 �������
 �
� 
-��

� ����	������	
� )���� �
 ���	 ��
 ���� ��
� �
�
� .����
��	�
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���	�� �� �	 ����� ��
 ������� �
� ��
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��	��� ���� 	� ��
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� � ����
� 	��
� �
�	
�������	
 	� ��
 d%��

�� ����� ��
���	
�� 1	
�
$�

����
�
 �	�2 ���� d%$�������� ����� ��
���	
� �	 �
�

 ��
 �
�	
�������	
� .	� d%$�������� �����
��
���	
�� ����� ����� �
 ���
� 	
 
	��� "���
�� 3d 
	��� "���
� ��
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�
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����� �	
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 ��
 ����� ��������
 	� ��
 ������� �
��
� �	 	����
 ��
�
 
	��� "���
��
�

 .����
 � �	� �
 ����������	
� )�
 ��
���	
 ����
� ����� �	
���
� ��
 �
�
��	����
� ��
���	
��
��

V
(2),m
2h :=

{
ϕ ∈ L2 (Ω)

∣∣∀T ∈ Tm
2h : ϕ|T ∈ Q2 (T ;R)

}
, '�3(

��
�
 Tm
2h �� ��
 �
�� 	� ��
 ����� 
�
�

�� �
 ��
mth%���
 ��
� �
� Q2 (T ;R) �� ��
 ����
 	� ��


d%$�������� ����� ��
���	
�� 4"

������� �
 	����
 ��
 	�
���	� i
(2)
2h : V m

h → V
(2),m
2h � ����� ����

� �
��
 
�
�

� ��
���	
 ��	� V m
h �
�	 ��
 ����
 V

(2),m
2h � .����
��	�
� �
 �
�

 ��
 ��	�
���	


Π
(2)
2h := i

(2)
2h − id�

.	� ��
 �
�
���	
 	� ��
 ����
 ���
 �
�
��	����	
� 	� ����
� 	��
�� �
 �
� V(1,1)
kh := Vkh�

V(0,1)
kh := Wkh�

V(0,2)
kh :=

{
ϕkh ∈ L2

(
I;H1

D (Ω)
) ∣∣∣∣∣ ϕkh|Im ∈ P0

(
Im;V

(2),m
2h

)
,

m = 1, . . . ,M, ϕkh(0) ∈ V
(2),0
2h

}
.



� � ������	��	 ����� ���	
��	�� ��

�� ��� τ
(1)
0 := τ0 ��� τ

(1)
1 := τ1 ��� 	
���� ���
���	 ���
� �����
��� �� Im� ��� �������
�

���
���	 ���
� �����
��� �� Im ∪ Im+1 ��� �
��� ��

τ
(2)
0 (t) :=

(tm − t) (tm+1 − t)

km (km + km+1)
,

τ
(2)
1 (t) :=

(t− tm−1) (tm+1 − t)

kmkm+1
,

τ
(2)
2 (t) :=

(t− tm−1) (t− tm)

(km + km+1) km+1
.

������������ �� �����

P̃m
1,2 :=

{
τ
(1)
i ϕi

∣∣∣ϕi ∈ V
(2),m−1+i
2h , i = 0, 1

}
,

P̃m
2,1 :=

{
τ
(2)
i ϕi

∣∣ϕi ∈ V m−1+i
h , i = 0, 1, 2

}
,

P̃m
2,2 :=

{
τ
(2)
i ϕi

∣∣∣ϕi ∈ V
(2),m−1+i
2h , i = 0, 1, 2

}
.

�
��		�� �� ������

V(i,j)
kh :=

{
ϕkh ∈ C

(
I;H1

D (Ω)
) ∣∣∣ϕkh|Im ∈ P̃m

i,j, m = 1, 2, . . . ,M
}

��� i, j = 1, 2� �� �
��� �� ��� ��� �
��
�	 
����
�	��
�� �
������ �� �
���� ����� i
(2)
2h �����������

�� ��� ��� �
����
���	 ���� ��� ��� 
����
�	��
�� �� 

����
�� 	
���� ��� ����
����� �����
����

��� �

����� 
� 
		�������� 
� �
���� ��� � ��� 
����
�	��
�� 
� ����� i
(2)
2k � ��� ��� 

����
��

�������� ���
���	 ���
� �����
���� �� �
��
�� � 	
���� 
����
�	��� i
(1)
k � ��� 
��� 
� �!��
	
��� 
�

�
���� ��� � �� ����� ��� 
��"���
���

Π
(1)
k := i

(1)
k − id ��� Π

(2)
2k := i

(2)
2k − id

��� ��� ���
���	 
����
�	�����

#��� �� ��� ��	� �� ����� ��� �
���$�
�� �����������
�� �� �
���� ������ ��� i = 0, 1, 2 ���

j = 1, 2� 	�� φ ∈ V(i,j)
kh � ��� �����
�� φ ��� �� ��
�������� �� ��� ���
���	 ���
� �����
��� τ (i),m


� ��� ����

φ(x, t) =

M∑
m=0

τ (i),m(t) · ϕm(x)

�
�� ϕm(x) ∈ V m
h � �� ����� ����� �
%����� �
���$�
�� 
����
�	��
�� �
�������& ��� ���� ���

��	� 
����
�	���� ��� �
��
�	 
��� ��� 
� �
��� ��

i
(j,2)
h : V(j,1)

kh → V(j,2)
kh ,

i
(j,2)
h φ(x, t) :=

M∑
m=0

τ (j),m(t) · i(2)2h ϕ
m(x),

��� j = 0, 1, 2� '��

i
(j+1,i)
k : V(j,i)

kh → V(j+1,i)
kh ,

i
(j+1,i)
k φ(x, t) :=

M∑
m=0

i
(j+1)
k τ (j),m(t) · ϕm(x),



� � ������	��	 ����� ���	
��	�� ��

��� j = 0, 1 ��� i = 1, 2 �� 	
� ��	����
�	��� �����	��� �
��
 ��
� ��	����
�	�� 	
� 	������
 ���	�
�
� �����	�� ��	����
�	��� �� ����� ��� 	��� ��

i
(j+1,2)
hk : V(j,1)

kh → V(j+1,2)
kh ,

i
(j+1,2)
kh φ(x, t) :=

M∑
m=0

i
(j+1)
k τ (j),m(t) · i(2)2h ϕ

m(x),

��� j = 0, 1� �� ��� ��� ��
� 	� ����� 	
� ����� 	��� ������	����� �
�� ��� ����� ��

Π
(j,2)
2h : V(j,1)

kh → V(j,2)
kh , Π

(j,2)
2h := i

(j,2)
h − id, j = 0, 1, 2,

Π
(1,j)
k : V(0,j)

kh → V(0,j)
kh ∪ V(1,j)

kh , Π
(1,j)
k := i

(1,j)
k − id, j = 1, 2,

Π
(2,j)
2k : V(1,j)

kh → V(2,j)
kh , Π

(2,j)
2k := i

(2,j)
k − id, j = 1, 2,

Π
(1,2)
k,2h : V(0,1)

kh → V(0,1)
kh ∪ V(1,2)

kh , Π
(1,2)
k,2h := i

(1,2)
kh − id,

Π
(2,2)
2k,2h : V(1,1)

kh → V(2,2)
kh , Π

(2,2)
2k,2h := i

(2,2)
kh − id.
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��
��� �����	
� �� ��	����� 	� ���	�� ��
��� ����	����� ���� �� ��� �	�	� 	
� ���������	��� �� 	
�
����� ����	�	� ��� !

J (w)− J (w̃kh)

=
1

2
[ρ (w̃kh) (z − z̃kh) + ρ� (w̃kh, z̃kh) (w − w̃kh)] +A (w̃kh) (z̃kh) +Rkh

≈ 1

2

[
ρ (w̃kh)

(
Π

(1,2)
k,2h z̃kh

)
+ ρ� (w̃kh, z̃kh)

(
Π

(2,2)
2k,2hw̃kh

)]
+A (w̃kh) (z̃kh)

=: η + ηit.
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	� �� 	
� �������� ������	����� �� 
��� ���
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��������� 	��� Rkh� #	 �� �� 	
��� ����� ����	� 	
� ����� e� 	
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��
�� ������ �
�����	
� ��
��� ��
� 	� ����� 	
� ����� ��	���	�� η� #	 �
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� ���������	��� ���� %≈&
��
� ������ 
��� �� 	
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� ���
 %=& �����
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������� �� �	
�� %
��
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�	��� 	� ��
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 ��� 	
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����� ��	���	�� ���	� �
���� 	
� ��$���� ����+������	� ��
�	��� 
�� 	� �� ���������	�� �� 	
�
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+������	� ���� �
��
 ����
��� � 
��
�� ����� �������	� #� ���	���	 	� 	
��� �� ��� 	
� ��

�����

���� 	� ��
�	 	
� ���	��
 ��� 	
� 	������
 ���	 �� 	
� � ���	������ ����� ��	���	�!

����� �� ��� �������	
 ���	�����
 �����

Π
(1,2)
k,2h = i

(1,2)
k Π

(0,2)
2h +Π

(1,1)
k

= i
(1,2)
h Π

(1,1)
k +Π

(0,2)
2h ,

Π
(2,2)
2k,2h = i

(2,2)
k Π

(1,2)
2h +Π

(2,1)
2k

= i
(2,2)
h Π

(2,1)
2k +Π

(1,2)
2h .

������ ,�	 ϕkh �� �� ����	���� ����	��� ���� V(1,1)
kh � -���� ϕkh �� � 	����� ������	 ����	��� ��
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Π
(2,2)
2k,2hϕkh = i

(2,2)
kh ϕkh − i

(2,1)
k ϕkh + i

(2,1)
k ϕkh − ϕkh

= i
(2,2)
k

(
i
(1,2)
h ϕkh − ϕkh

)
+Π

(2,1)
2k ϕkh

= i
(2,2)
k Π

(1,2)
2h ϕkh +Π

(2,1)
2k ϕkh.

�������

��� �� ����

Π
(2,2)
2k,2hϕkh = i

(2,2)
kh ϕkh − ϕkh

= i
(2,2)
kh ϕkh − i

(1,2)
h ϕkh + i

(1,2)
h ϕkh − ϕkh

= i
(2,2)
h

(
i
(2,1)
k ϕkh − ϕkh

)
+Π

(1,2)
2h ϕkh

= i
(2,2)
h Π

(1,1)
k ϕkh +Π

(1,2)
2h ϕkh.

��� 	�����	�	�� �
� Π
(1,2)
k,2h ��� ���	��� ����
�
�����

��������� �	 ��� �� �
� ����� ��� ����	�� ���
� ���	
��
� ���
�

ηnh :=
1

2

[
ρ (w̃kh)

(
Π

(0,2)
2h z̃kh

)
+ ρ� (w̃kh, z̃kh)

(
Π

(1,2)
2h w̃kh

)]
,

ηih :=
1

2

[
ρ (w̃kh)

(
i
(1,2)
k Π

(0,2)
2h z̃kh

)
+ ρ� (w̃kh, z̃kh)

(
i
(2,2)
k Π

(1,2)
2h w̃kh

)]
,

��� ��� ��
�
��� ���
� ���	
��
� ���
�

ηnk :=
1

2

[
ρ (w̃kh)

(
Π

(1,1)
k z̃kh

)
+ ρ� (w̃kh, z̃kh)

(
Π

(2,1)
2k w̃kh

)]
,

ηik :=
1

2

[
ρ (w̃kh)

(
i
(1,2)
h Π

(1,1)
k z̃kh

)
+ ρ� (w̃kh, z̃kh)

(
i
(2,2)
h Π

(2,1)
2k w̃kh

)]
.

�������

��� �� ���

ηni := ηnh + ηik,

ηin := ηih + ηnk .
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� � �	������ 	
��	�� ��� �
��
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�
������
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η = ηni = ηin.

����� �� �
��� 
� ηni �� ��� � ���	����� 	� !"�� #���	
� $�%& ��
� �
 �	'������� ������� ���
����
������ ��� ��
��	��� ������� ��������	��� ���� �
�� ηnh ��� ηih 
������ ��� ����	�� ���
�
��� ���� ηnk �� ���� �� ηik ��������� ��� ��
�
��� ���
��

��� ������	�
��� �� 
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���
�

��� �
���	(��	
� 	� ��
�
��� �	����	
� 	� �
������� �� �
��
��� )� ���	� ��� 	������� 
��� I 	��

��� ��
 
��� ��� ���	�������� Im� 0 < m ≤ M ��� ��� ���
� ���	
��� 	� ��� 	�	�	�� ������� �
�
��	� ����
��� �� �����

ηnh =

M∑
m=0

ηn,mh , ηik =

M∑
m=1

ηi,mk , ��� ηit =

M∑
m=1

ηmit .
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������ ���
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�
�����
� ηn,mh �
 ��� 
����� ��
� ����
 �� ����# ���� 
��� 	
� ��� 
������ ��
� ��!������� $�
����������� ����� ��%����� ������&��
 �
 ������� ��� 
������ �
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	 '"( �#�� ���
� �
�����
�
�
 ��� )�
��* "� ���� ������
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� �# ����
 
	 ��� ��%�������� 
�����
�� ����� ����
 �

���# �
����� ���
�����
� 
�� 	
� ��
����� +,-� �������
� 
	 ��� ����#� �	� +./-� ��� �
��� !��������
"� ����# ��� ����� ����
���� ����� �
�
 ���) �
 +��-� 0��{

αm
j : Ω → R2d+1

∣∣∣j = 1, 2, . . . , N̄m := dim (V m
h )2d+1

}
�� ��� �
��� 0������� ��
�
 
	 (V m

h )2d+1 ���{
βm
j : Ω → R2d+1

∣∣j = 1, 2, . . . , N̄m
}

��� ��
�
 
	
(
V

(2),m
2h

)2d+1
� 1�������
��� wm

j ∈ R� j = 1, 2, . . . , N̄m� ��� ��� �
� �����
 
	 w̃m
kh�

����

w̃m
kh =

N̄m∑
j=1

wm
j αm

j ��� i
(2)
2h w̃

m
kh =

N̄m∑
j=1

wm
j βm

j .

"� 
�� w̄m =
(
wm
1 , . . . , wm

N̄m

)�
� $� ��� 
��� ��#� �� ��!�� ��� �
� �����
 zmj 
	 z̃

m
kh� ��� �����


	 ��� ���
� �
�����
� ηn,mh ��� ���� �� �����

�� �#

ηn,mh =
N̄m∑
j=1

(
ΨP,m

j zmj +ΨD,m
j wm

j

)
+

N̄m−1∑
j=1

ΛD,m
j wm−1

j ,

����� ΨP,m
j � ΨD,m

j � ��� ΛD,m
j �����
��� ��� �

������� 
	 ��� ���
� �
�����
� ������ ��� ��%������


	 ��� d�&�������� ��
�
 {βj} ��� ��� d������� 
�� {αj}� ��� 
����

V m
2h :=

{
ϕ ∈ L2 (Ω)

∣∣∀T ∈ Tm
2h : ϕ|T ∈ Q1 (T ;R)

}
�
�
�
�
 
	 �������� ��
�
 	�����
�
 
� ������
� 2����
� 
	 ��� ����� 
�������� 
	 ��� ��
��
� ��

���� V m
2h ⊆ V m

h � ��� 
�����
� i
(1)
2h : V m

h → V m
2h ������
����
 � 	�����
� 	�
� V m

h �� V m
2h � "�

��!�� ��� 
�����
� π := id − i
(1)
2h ��� ���� π !������� 
�����
�� ��� �
��� ����
� w̄

π,m ���
��

��� �
� �����
 
	 ��� !������ 	�����
� πw̄m

kh ������ ��� ��
�
 αj � ����

πw̄m
kh =

N̄m∑
j=1

w̄π,m
j αj .

��� ������
����
� 
�����
� i
(2)
2h �
 ��� �������# 
� V m

2h � ���
� �� 
�����

i
(2)
2h παj − παj = i

(2)
2h αj − αj = βj − αj .

��� ��������# 
	 ��� 
��
�� �������� ����
 �


ηn,mh =

N̄m∑
j=1

(
ΨP,m

j zπ,mj +ΨD,m
j wπ,m

j

)
+

N̄m−1∑
j=1

ΛD,m
j wπ,m−1

j ,
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V m
h = Vh ��� ��� m = 0, 1, . . . ,M � 
� �� 	
� ���
�� �� ��	 �
��!� ���� 	
�� �	�� 	� 	
�� �	���

"������� 	
� �������
�! ���
 Th 
� ����	
���� �� ���� #

� ��	
�� 
� ������ ����	��	 ���
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����� 
��
��	��� ηn,mT ��� ��� T ∈ Tm

h ��� ��� m = 0, 1, . . . ,M � #
� ��	�

Θk :=
{
|ηi,mk |

∣∣∣m = 1, 2, . . . ,M
}

ΘCM
h :=

{
ηnT :=

M∑
m=0

∣∣ηn,mT
∣∣ ∣∣∣∣∣ T ∈ Th

}
,

ΘDM
h :=

{
k̂

km

∣∣ηn,mT
∣∣ ∣∣∣∣∣T ∈ Tm

h , m = 0, 1, . . . ,M

}
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time step 0 time step 1 . . . time step M

primal primal . . . primal

dual. . .dualdual

estimate estimate . . . estimate

stopping? STOP
yes

no

numerical?
yes

no

spatial?

yes

no

refine refine . . . refine

forward forward . . . forward

backward. . .backwardbackward

temporal?

yes

no

temporal temporal . . . temporal

next iteration
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�∣∣∣ηi,lk ∣∣∣ > ce

∣∣∣ηn,lh
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h� 
� ∣∣∣ηn,lh

∣∣∣ > ce

∣∣∣ηi,lk ∣∣∣ ,
�
 $���� 
�

ce

∣∣∣ηn,lh

∣∣∣ ≥ ∣∣∣ηi,lk ∣∣∣ ≥ c−1
e

∣∣∣ηn,lh

∣∣∣ ,
������ $� 
������ �� �
��
� �� �� 
�����
��� ��
� ���	 $! ��	��
���� ��� ����	�
����� ' �
�
��

��
����! ��� $� ����� 
� (�)*� �� �� �	��
�� 
�������� 
� ������� �� ��� Ml

h = M̃l+1
h ��� ��
	 ���

�	��
�� 
���������  � $��
� ��� �	��
�� 
�������� �
�� ��� ����
�
���
�� �� ��� ��� ΘDM,l
h,r � ��

�����
�� ��� ���� ������ ��
�� �
� ������ ��
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 ��� ����
�
���
�� �� ΘDM,l
h,r � ��� 
�������� 
��
����
� �� ��� ���� ��&�����M

l
h �
� ���	�
���
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���� 	
������� 
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 +*�  � ������� ��
�� �
���� ���	�
��
�� �� ��� �
�� ���� ��� ��
��� ����� �
� 
������ %���� ��� �	��
�� ������ 
� ���� �
�� ���	 �
�

�����
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���� ����
�� ����� 
� �	����
%���� ��� ���	� �
� ����� �
����� 
� �
��
� �� �� ��� ���� ���	� ���
	�� ����
�� ����� 
� �
�� �
�

������� %� ��
� ���� �� ���� � ��
��
� � ���
��
�� 
� �
��
� �� ��� � $�����
� 
�����

���
��
��$�����
�� 
� �
��
� ��� ��� (+/� 1���
�� +��*� �� 
� ��� $��� ���
��� ��� �� 
���� ��� ���	�
��
����� �� ��� Ml+1

h = M̃l
h� T

l+1
k = Tl

k ��� ��
	 ��� ���	�
�� 
��������� "���
�
��� �� ��� ���
�
��� �	�
��� ���� ��
����! �� ����
�
�� ��� ��� Θl

k,r� �� �����
�� ��� ���	�
�� ���� ������ ��
��
�
� ��
��� ��
 
��������� %��� ��� ���	�
�� ���� 
� ���	�
���! 
������ %��
�$!� �� ���� ��
���
�! ��� �	��
�� ���� ��&����� M̃l+1

h � �
��� ��� ���$�
 �� �
�� ���	� 
� ������� ��� � �	��
��
�	��
�� ���� 
� ��������� �� ���� �
�� ���	� �� � �
�� ���	 
� 
������ �� ���� �� ��� � �	��
��

����� ���� 
� Tl+1,m+1/2
h � 
� M̃l+1

h � 2���
$�� ���
��� ��
 T
l+1,m+1/2
h �
� Tl+1,m

h � Tl+1,m+1
h �
� �� ���

��� ���� ����
��
�� �� ��� ����� ����� �� Tl+1,m
h ��� Tl+1,m+1

h �  � �
�	�! 
���
� Tl+1,m+1
h � %�
�
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�� �� ��� 	

��� 	
�$����

� �������	
 ��	��
�


�� ��
� ����
��� �� ����
��
 ����
�� ����

��� �-��	��� �����
�
�� ��� �		�
���
�� �� ��
 ���	�
��
�
�����
�� ���
� ��� �
3�
��� ����
�!
�� ������ �
� ����� %�� �
�� ��� ����
��� �� �
���

���
�������
�
�!� ���
��� 
� ��� ������ ��� ����
�� ����
���

�
�� �
� 
��������



� �������	
 ��	��
�
 ��

��� �����	 
��	�
����
���
�

����� �� ���	 
�����	 
��
��� ��� ����� �� ������ ���������
�����	� � ���� �������� ��
��

��� �

��� ��
����� �������� �� ����� �� 
��

b1 (ϕ,ω) := (ρϕ, ω) , ϕ, ω ∈ L2 (Ω) ,

a1 (u; θ) (χ) := (Cε (u) + �θId, ε (χ)) , u, χ ∈ H1
D (Ω) , θ ∈ H1

D (Ω) ,

l1 (χ) := (f, χ) , χ ∈ L2 (Ω) ,

b2 (ϕ,ω) := (cpρϕ, ω) , ϕ, ω ∈ L2 (Ω) ,

a2 (u; θ) (χ) := (κ∇θ,∇χ) + (�θstr (ε (u̇)) , χ) , u ∈ H1
D (Ω) , θ, χ ∈ H1 (Ω) ,

l2 (χ) := (q, χ) , χ ∈ L2 (Ω) .

����� ��� �����	�
 ���
	�� 	
 ������� �� ρ > 0� ��� 
	����	��� 
���	� ���
�� �� ε (u) = 1
2

(
∇u+∇u�

)
�
 ��

 �
 ��� �
�
�	�	�� ���
�� �� C� ��	�� 	
 � ������ ����� ���
�� ������	��� �� ��� �
�
�	� ����

�
�
 E > 0 ��� ��	

���
 ���	� ν ∈ [0, 0.5)� ��� �������	�� ������� ���� ��� �	
�
������� 	
 �
��

�

� ��
��	��� �� ��� �����	��� �� ������
 �����
	�� α > 0� ����� �� �
� ��� 
���

������������

����
�


� = − αE

1 + ν

(
3ν

1− 2ν
+ 1

)
,

��	�� 
���
 �� � ���� ������	��� �����
��	��� ��� ��
��� �����
 ��� �	��� �� f ∈ L2
(
I;L2 (Ω)

)
�

��� 
���	 � ���� 	
 ������� �� cp > 0 ��� ��� �������	�	�� �� κ > 0� ��� ���� ���������

�� ��� �
�
�	� ��������	�� 	
 ������	��� �� �θstr (ε (u̇))� ��� 	���� ���� 
����� 	
 
���	 �� ��

q ∈ L2
(
I;L2 (Ω)

)
�

!� ����
� ��� ����	� Ω = (0, 1)2 ��� ����������
 "	�	��
�� �������� ����	�	��
 �� ∂Ω�
	��� ΓD = ∂Ω� ��� �	�� 	������
 	
 �	��� �� I = [0, 1]� #����������� �� 
���	�� ��� ���������


ρ = E = κ = cp = 1� ν = 0.3� ��� α = 10−3 �
 ��

 �
 ��� ���
��	��
 
�
��	��

u(x, y, t) :=

⎛
⎜⎝ 50

(
t− 1

3

)3/2
z (x, y)

(
(x− 0.5)2 + (y − 0.625)2

)7/10

20
(
t− 1

6

)3/2
z (x, y)

((
x− 0.5− 0.0625

√
3
)2

+ (y − 0.4375)2
)7/10

⎞
⎟⎠ ,

θ(x, y, t) := 100

(
t− 2

3

)3/2

z (x, y)

((
x− 0.5 + 0.0625

√
3
)2

+ (y − 0.4375)2
)7/10

,

�	�� z (x, y) = x (x− 1) y (y − 1)� ��� ��
��� �����
 f � ��� 	���� ���� 
����� q� �
 ��

 �
 ���
	�	�	�
 ����	�	��
 us� vs� ��� θs ��� ��
��
���� ��
�� �� u ��� θ� !� ���
	��� ��� $����	�� ��

	�����
�

J (w) =

ˆ
I

ˆ
B
u1 + u2 + θ dx dt = 0.0163187678 . . .

�	�� B = [0.25, 0.75]2�
!� ������ �� N ��� ����
 ������ �� 
���	�
 ��
� ��


 ��� �� M ��� ������ �� �	�� 
���
�

%� ���
� &� �� ���
	�� ��� ����� �
�	����� ηik ��� �  ��� �������
 ��
� ��� ��� �
�	����� ηnh
��� �  ��� 
���	�
 ��
�� ��
����	��
�� !� ��
���� ���� ��� ����� �
�	�����
 ��� ������	����
�

���
����� 	� �� ���� ��� 
���	�
 ��
� ��� ηik ��� ��� �������
 ��
� ��� ηnh � ��
����	��
�� ���
�

��� �
�	�����
 ηik ��� ηnh ���� ��� ��������	�� �� �� ������	����
� 	���������� �� h ��� k�
��
����	��
�� ' �	���� ���
�$����� �� ��	
 ���� 	
 ���� ��� 	��	�����
 ηmh ������ 
	����
� �� k�
��	�� ����
 �� �� ������
���� 	� ��� �����	�� 
��������



� �������	
 ��	��
�
 ��

l M N ηik
1 200 12, 800 −2.93158 · 10−6

2 200 51, 200 −9.19793 · 10−7

3 200 204, 800 −6.11811 · 10−7

4 200 819, 200 −5.36550 · 10−7

5 200 3, 276, 800 −5.16700 · 10−7

6 200 13, 107, 200 −5.11873 · 10−7

7 200 52, 428, 800 −5.10674 · 10−7

l M N/M ηnh
1 10 1, 024 −2.80260 · 10−5

2 20 1, 024 −2.52073 · 10−5

3 40 1, 024 −2.52819 · 10−5

4 80 1, 024 −2.54982 · 10−5

5 160 1, 024 −2.55852 · 10−5

6 320 1, 024 −2.56353 · 10−5

7 640 1, 024 −2.56770 · 10−5

���� �� �����������	 �
 	�� ����� �
	���	�� ηik 
�� ���� 	������� ��� ηnh 
�� ���� 
��	��� ��
��

��
���	�����

l M N L Erel Ieff
1 10 640 21 −1.52943 · 10−3 1.35183
2 20 5, 120 42 −3.11951 · 10−4 1.37868
3 40 40, 960 80 −1.10382 · 10−4 2.05974
4 80 327, 680 160 −1.97408 · 10−5 1.53549
5 160 2, 621, 440 320 −4.62124 · 10−6 1.70509
6 320 20, 971, 520 640 −1.76392 · 10−6 8.41146
7 640 167, 772, 160 1, 280 −1.02975 · 10−6 2.49093

���� �� ����������	 �
 	�� ����� 
�� ���
��� ��������	 �� 	�� ��
	 �������

l M N L Erel Ieff
1 10 640 10 −1.5294 · 10−3 1.35106
2 20 5, 120 20 −3.11951 · 10−4 1.37497
3 40 36, 160 40 −1.11967 · 10−4 2.06148
4 80 275, 840 80 −2.03484 · 10−5 1.49947
5 160 2, 080, 000 160 −4.93344 · 10−6 1.38472
6 284 14, 635, 088 284 −2.05623 · 10−6 2.04664
7 544 28, 366, 336 544 −1.47233 · 10−6 2.45806
8 1, 080 221, 944, 320 1, 080 −1.93684 · 10−7 1.26259
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������� �� ��� ������ �� ��	�� �� ���� ���� ��� 
��
���� 	�
� ������
�� �� ������ �� L ���
����� ��	��� �� ������� ���������
� ��� �������� ����� ��

Erel :=
J (w)− J (wkh)

J (w)
,

��� ��� ���
������ ����� ��

Ieff :=
J (w)− J (wkh)

η
.
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��
 ��� ����
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'� ��� ��� ����� �� �

�	� � ������ ��	�������� ��������� 
����
������� �� ��

κ (θ) = κ0 (1 + βθ)

���� 
��
����
 κ0, β > 0� '� ��� ����� ����� �� 
��
���� ��� ��� (������)*��
���� 	������� ���
������ ����� �����	�����
 ���� �

�����  ��������� �� ����� ��� 
����� ���
��

ε (u) =
1

2

(
∇u+∇u� +∇u�∇u

)



� �������	
 ��	��
�
 ��

l M N L Erel

1 100 19, 200 258 3.55026 · 10−2

2 200 153, 600 516 6.17390 · 10−3

3 400 1, 228, 800 842 1.16529 · 10−3

4 800 9, 830, 400 1, 600 3.59487 · 10−4

5 1, 600 78, 643, 200 3, 200 9.59380 · 10−5

���� �� �����������	 �
 	�� ����� 
�� 
��
��� ��������	 �� 	�� ������ �������

��� 	�� ��
����	��� �������	 F (u) = Id +∇u� ��� ����������
��� a1 �� 	��� ����� ��

a1 (u; θ) (χ) := (F (Cε (u) + �θId) , ε (χ)) , u, χ ∈ H1
D (Ω) , θ ∈ H1

D (Ω) .

�� 	��� �������� �� �������� 	�� �������� ������ Ω = (−0.5, 0.5)×(−0.5, 0)∪(−0.5, 0)×(0, 0.5)
��� 	�� 	��� ��	����� I =

[
0, 2 +

√
0.125

]
� �� �����
� 	�� ������	��� ρ = 2700� E = 106�

ν = 0.33� α = 24 · 10−6� κ0 = 220� β = 0.05� ��� cp = 900�  
�	�������� �� ��	 	�� ���	���

�����	���� ��� 	�� ���
�� 
����� 	� !����  �� 	�� �����������	 ��� 	�� ������	�� �� ���
��

���������
� ��������	 ��
����� �����	���� �� ∂Ω� ������� ���������
� "�
���� ��
�����
�����	���� ��� ���������� 
�� 	�� 	������	
�� �� ∂Ω� �� ����� 	�� 

��	���

c(t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
(−0.25, 0.5 − t)� , 0 ≤ t ≤ t1,(
t−t1√

2
− 0.25,− t−t1√

2

)�
, t1 < t ≤ t2,

(t− t2,−0.25)� , t2 < t ≤ t3,

��	� t1 = 0.5� t2 = t1 +
√
0.125� ��� t3 = t2 + 0.5 �� ���� �� 	�� ��	

K(t) =
{
(x, y)� ∈ Ω

∣∣∣ ∣∣∣(x, y)� − c (t)
∣∣∣ ≤ 0.125

}
,

����� |·| ����	�� 	�� #
������� ���	�� ����� ��� ����� ���	 ��
��� �� 	��� ����� ��

q (x, y, t) =

{
108, t ≤ t3 ��� (x, y)� ∈ K (t) ,

0, �	��������

�� �������� 	�� $
��	�	� �
 ��	����	

J (w) =

ˆ
Ω
108 |u (x, y, t3)|2 + 10−3 (θ (x, y, t3))

2 dx.

%���� 	�� �����	�� ���
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 	�� ������	�� ������� �� ��	 &����� �� ����
��	� � ��
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���
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 ��	����	 �� ��	������	��� ���� ��� ����
��	�� ���
�� �
 J �� 	�� 
��
���

���� �������� ��� ��	���

Jref = 0.10759787968.
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1 100 19, 200 100 3.55049 · 10−2

2 188 92, 700 188 1.87003 · 10−2

3 366 633, 816 366 −3.4622 · 10−3

4 724 4, 378, 752 724 −2.5334 · 10−4

5 1, 442 28, 424, 544 1, 442 −2.8798 · 10−4
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∀ψh ∈
(
V 0
h

)d
:

(
ũ0kh, ψh

)
= (us, ψh) ,

∀χh ∈
(
V 0
h

)d
:

(
ṽ0kh, χh

)
= (vs, χh) ,

∀ωh ∈ V 0
h :

(
θ̃0kh, ωh

)
= (θs, ωh) .

�� ��� m = 1�

�� ��� l = 1
 ũm,0
kh = Pm

h ũm−1
kh 
 θ̃m,0

kh = Pm
h θ̃m−1

kh �

4� �"��� �1� �"������� �(����"�

b2

(
θ̃m,l
kh , ωh

)
+

1

2
kma2

(
θ̃m,l
kh ; ũm,l−1

kh ; ũm,l−1
kh

)
(ωh)

=b2

(
θ̃m−1
kh , ωh

)
− 1

2
kma2

(
θ̃m−1
kh ; ũm−1

kh ; ũm−1
kh

)
(ωh) +

1

2
km

[
lm2 (ωh) + lm−1

2 (ωh)
]
,

=*�>

!1�'1 1�
 �" 1"�� #"� ��� ωh ∈ V m
h 
 !� �� �� θ̃m,l

kh ∈ V m
h  � � ��	$�� 9�!�"� 	��1"��

+� �����	��� �1� 
"����"� ũm,l
kh ∈ (V m

h )d "# �1� �"������� �(����"�

b1

(
ũm,l
kh , χh

)
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1

4
k2ma1

(
ũm,l
kh ; θ̃m,l

kh

)
(χh)

=b1
(
ũm−1
kh , χh

)
+ kmb1

(
ṽm−1
kh , χh

)
− 1

4
k2ma1

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)
(χh)

+
1

4
k2m

[
lm1 (χh) + lm−1

1 (χh)
]

=*4>
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kh
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kh

∥∥∥ ≤ TOL �� i = MAX� �	
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� ũmkh = ũm,l
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b1

(
δuh, ˜̄u

M,l
kh

)
+

1

4
k2Ma′1,u

(
ũMkh; θ̃

M
kh

)(
δuh, ˜̄u

M,l
kh

)
= −1

4
k2Ma′2,u

(
θ̃Mkh; ũ

M
kh

)(
δuh,

˜̄θM,l
kh

)
+

1

4
k2MJ ′

1,u

(
w̃M
kh

)
(δuh)

+
1

2
kMJ ′

2,u

(
w̃M
kh

)
(δuh) +

1

2
kMJ ′

1,v

(
w̃M
kh

)
(δuh) + J ′

2,v

(
w̃M
kh

)
(δuh)

��� 
�� δuh ∈
(
V M
h

)d
����� 
 �!"#
�	���

)� ����
 �	
 .
�#	���/ 
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b2

(
δθh,

˜̄θM,l
kh

)
+

1

2
kMa′2,θ

(
θ̃Mkh; ũ

M
kh

)(
δθh,

˜̄θM,l
kh

)
= −1

2
kMa′1,θ

(
ũMkh; θ̃

M
kh

)(
δθh, ˜̄u

M,l−1
kh

)
+

1

2
kMJ ′

1,θ

(
w̃M
kh

)
(δθh) + J ′

2,θ

(
w̃M
kh

)
(δθh) ,

0	��	 	
� �� 	��� ��� 
�� δθh ∈ V M
h � 0� �� �� ˜̄θM,l

kh ∈ V M
h �� 
 �!"��	
#
�

�� ��
∥∥∥˜̄uM,l

kh − ˜̄uM,l−1
kh

∥∥∥ +
∥∥∥ ˜̄θM,l

kh − ˜̄θM,l−1
kh

∥∥∥ ≤ TOL �� i = MAX� �	
� �
� ˜̄uMkh = ˜̄uM,l
kh 
��

˜̄θMkh = ˜̄θM,l
kh � �� �� ��

�� �
� l ← l + 1 
�� �� �� ,�

�� �
����
�
 ˜̄vMkh ∈
(
V M
h

)d
�� ������� �	
 ���

� 
��
����

b1
(
δvh, ˜̄v

M
kh

)
=

2

kM
b1
(
δvh, ˜̄u

M
kh

)
− J ′

1,v

(
w̃M
kh

)
(δvh)−

2

kM
J ′
2,v

(
w̃M
kh

)
(δvh)

��� 
�� δvh ∈
(
V M
h

)d
����� 
 �!"#
�	���
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�� ��� l = 1� ˜̄um,0
kh = Pm

h
˜̄um+1
kh � ˜̄θm,0

kh = Pm
h
˜̄θm+1
kh �

�� ����	
��� �
� �������� ˜̄um,l
kh ∈ (V m

h )d �� �
� ���

���� ��������

b1

(
˜̄um,l
kh , δuh

)
+

1

4
k2ma′1,u

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)(
δuh, ˜̄u

m,l
kh

)
= b1

(
˜̄um+1
kh , δuh

)
+

1

2
(km + km+1) b1

(
δuh, ˜̄v

m+1
kh

)
− 1

4
kmkm+1a

′
1,u

(
ũmkh; θ̃

m
kh

) (
δuh, ˜̄u

m+1
kh

)
−1

4
k2ma′2,u

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
δuh,

˜̄θm,l
kh

)
− 1

4
kmkm+1a

′
2,u

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
δuh,

˜̄θm+1
kh

)
+
1

4
km (km + km+1) J

′
1,u (w̃

m
kh) (δuh) +

1

2
(km + km+1)J

′
1,v (w̃

m
kh) (δuh)

��	 ��� δuh ∈ (V m
h )d ����� � ���
��
���

�� ����� �
� ���

���� ��������

b2

(
˜̄θmkh, δθh

)
+

1

2
kma′2,θ

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
δθh,

˜̄θmkh

)
= b2

(
˜̄θm+1
kh , δθh

)
− 1

2
kma′1,θ

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)
(δθh, ˜̄u

m
kh)−

1

2
km+1a

′
1,θ

(
ũmkh; θ̃

m
kh

) (
δθh, ˜̄u

m+1
kh

)
−1

2
km+1a

′
2,θ

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
δθh,

˜̄θm+1
kh

)
+

1

2
(km + km+1)J

′
1,θ (w̃

m
kh) (δθh) ,

�
��
 
�� �� 
��� ��	 ��� δθh ∈ V m
h � �� 	� �� ˜̄θm,l

kh ∈ V m
h  ! � �����
�
��

"#� $�
∥∥∥˜̄um,l

kh − ˜̄um,l−1
kh

∥∥∥ +
∥∥∥ ˜̄θm,l

kh − ˜̄θm,l−1
kh

∥∥∥ ≤ TOL �	 i = MAX� �
�� ��� ˜̄umkh = ˜̄um,l
kh ��� ˜̄θmkh =

˜̄θm,l
kh � �� �� "%�

""� ��� l ← l + 1 ��� �� �� ��

"%� ��������� ˜̄vmkh ∈ (V m
h )d  ! ������� �
� �����	 ��������

b1 (δvh, ˜̄v
m
kh) = −km+1

km
b1
(
δvh, ˜̄v

m+1
kh

)
− 2

km
b1
(
˜̄um+1
kh − ˜̄umkh, δvh

)
−
(
km + km+1

km

)
J ′
1,v (w̃

m
kh) (δvh)

��	 ��� δvh ∈ (V m
h )d ����� � ���
��
���

"&� $� m = 1 �
�� �� �� "'�

"(� ��� m ← m− 1 ��� �� �� ��

"'� ����� �
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b2

(
˜̄θ0kh, δθh

)
= −1

2
k1a

′
1,θ

(
ũ0kh; θ̃

0
kh

) (
δθh, ˜̄u

1
kh

)
− 1

2
k1a

′
2,θ

(
θ̃0kh; ũ

0
kh

)(
δθh,

˜̄θ1kh

)
+b2

(
˜̄θ1kh, δθh

)
+

1

2
k1J

′
1,θ

(
w̃0
kh

)
(δθh)

�
��
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(
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h
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b1
(
˜̄u0kh, δvh

)
=

1

2
k1b1

(
δvh, ˜̄v

1
kh

)
+ b1

(
˜̄u1kh, δvh

)
+

1

2
k1J

′
1,v

(
w̃0
kh

)
(δvh)
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(
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(
˜̄v0kh, δuh

)
= −1

2
k1a

′
1,u

(
ũ0kh; θ̃

0
kh

) (
δuh, ˜̄u

1
kh

)
− 1

2
k1a

′
2,u

(
θ̃0kh; ũ

0
kh

)(
δuh,

˜̄θ1kh

)
+b1

(
˜̄v1kh, δuh

)
+

1

2
k1J

′
1,u

(
w̃0
kh

)
(δuh)

�
� ��� δvh ∈
(
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(1)
k � ��	�� 	� �	
��� �
� 	� ���� 	
 ��� ���� 
�  	����	�� �

���
� ��	��

��
��	

�� !�� 
���� 

� 	� i
(2)
2k � ��	�� 	� �������	�� %	����	�� �	
��� ��
��	

� ��� �&��� 
�����

�� ��	� ����
�� !�� 	
��� 
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 ����
� i
(1)
k 	� ��$
�� ��

i
(1)
k vkh(t) :=

tm − t

km
vm−1
kh +

t− tm−1

km
vmkh

�	�� t ∈ Im �
� vkh ∈ Wkh� !�� �������	

 
� ��� 	
��� 
���	

 �� �	#���
� �	�� 	
���
��� �������

	
 ��� �����

i
(1)
k vkh (tm) = vmkh

i
(1)
k vkh (tm−1) = vm−1

kh

i
(1)
k vkh

(
tm− 1

2

)
=

1

2
km

[
vmkh + vm−1

kh

]
.

!�� 	
��� 
���	

 
 ����
� i
(2)
2k 	� ��$
�� ��

i
(2)
2k vkh(t) :=

(tm − t) (tm+1 − t)

km (km + km+1)
vm−1
kh +

(t− tm−1) (tm+1 − t)

kmkm+1
vmkh

+
(t− tm−1) (t− tm)

(km + km+1) km+1
vm+1
kh

�
� t ∈ Im ∪ Im+1 �
� vkh ∈ Vkh� !�� ���	� �������	

 ����� ���

i
(2)
2k vkh (tm−1) = vm−1

kh , i
(2)
2k vkh (tm) = vmkh, i

(2)
2k vkh (tm+1) = vm+1

kh
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 ��� ����� �	���
��� ��

���

i
(2)
2k vkh

(
tm− 1

2

)
=

1

2

km+1 +
1
2km

km + km+1
vm−1
kh +

1

2

(
1 +

km
2km+1

)
vmkh

−1

4

k2m
(km + km+1) km+1

vm+1
kh

i
(2)
2k vkh

(
tm+ 1

2

)
= −1

4

k2m+1

km (km + km+1)
vm−1
kh +

1

2

(
1 +

km+1

2km

)
vmkh

+
1

2

km + 1
2km+1

km + km+1
vm+1
kh

����

tm− 1

2

=
1

2
(tm−1 + tm) ��� tm+ 1

2

=
1

2
(tm + tm+1) .

�	��
 ���	 �����
������� ��	���� �� ��� ���� �� ����� ���� ��� ���
���� ����� �	�������

ηi,mk

=
1

2

[
ρ (w̃kh)

(
i
(2)
2hΠ

(1)
k z̃kh

)
m
+ ρ� (w̃kh, z̃kh)

(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k w̃kh

)
m

]
=

[
−1

2
A (w̃kh)

(
i
(2)
2hΠ

(1)
k z̃kh

)]
m

+

[
1

2
J ′
1 (w̃kh)

(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k w̃kh

)
− 1

2
A′ (w̃kh)

(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k w̃kh

)]
m

=:
[
ηmk,pu + ηmk,pv + ηmk,pθ

]
+
[
ηmk,dū + ηmk,dv̄ + ηmk,dθ̄

]
��� 0 < m < M � �	��
 	������� ���������� ����	� �� ������ ��� ��� 	��
�� ����	

ηmk,pu = −1

2

[(
b1

(
˙̃vkh, i

(2)
2hΠ

(1)
k

˜̄ukh

))
m
+
(
a1

(
ũkh; θ̃kh

)(
i
(2)
2hΠ

(1)
k

˜̄ukh

))
m

]
+
1

2

(
l1

(
i
(2)
2hΠ

(1)
k

˜̄ukh

))
m

=
1

4
b1

(
ṽmkh − ṽm−1

kh , i
(2)
2h

(
˜̄umkh − ˜̄um−1

kh

))
+

km
6
a1

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)(
i
(2)
2h

˜̄umkh

)
−km

6
a1

(
ũ
m− 1

2

kh ; θ̃
m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h

(
˜̄umkh + ˜̄um−1

kh

))

−km
12

a1

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)(
i
(2)
2h

(
˜̄um−1
kh − 3˜̄umkh

))
+
km
12

[
−2lm1

(
i
(2)
2h

˜̄umkh

)
+ 2l

m− 1

2

1

(
i
(2)
2h

(
˜̄umkh + ˜̄um−1

kh

))
+ lm−1

1

(
i
(2)
2h

(
˜̄um−1
kh − 3˜̄umkh

))]
,

ηmk,pv = −1

2

(
b1

(
˙̃ukh − ṽkh, i

(2)
2hΠ

(1)
k

˜̄vkh

))
m

=
1

4
b1

(
ũmkh − ũm−1

kh , i
(2)
2h

(
˜̄vmkh − ˜̄vm−1

kh

))
− 1

12
kmb1

(
ṽmkh + 2ṽm−1

kh , i
(2)
2h

(
˜̄vmkh − ˜̄vm−1

kh

))
,
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ηmk,pθ = −1

2

[(
b2

(
˙̃
θkh, i

(2)
2hΠ

(1)
k

˜̄θkh

))
m
+
(
a2

(
θ̃kh; ũkh

)(
i
(2)
2hΠ

(1)
k

˜̄θkh

))
m

]
+
1

2

(
l2

(
i
(2)
2hΠ

(1)
k

˜̄θkh

))
m

=
1

4
b2

(
θ̃mkh − θ̃m−1

kh , i
(2)
2h

(
˜̄θmkh − ˜̄θm−1

kh

))
+

km
6
a2

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)(
i
(2)
2h

˜̄θmkh

)
−km

6
a2

(
ũ
m− 1

2

kh ; θ̃
m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h

(
˜̄θmkh +

˜̄θm−1
kh

))

−km
12

a2

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)(
i
(2)
2h

(
˜̄θm−1
kh − 3˜̄θmkh

))
+
km
12

[
−2lm2

(
i
(2)
2h

˜̄θmkh

)
+ 2l

m− 1

2

2

(
i
(2)
2h

(
˜̄θmkh +

˜̄θm−1
kh

))
+ lm−1

2

(
i
(2)
2h

(
˜̄θm−1
kh − 3˜̄θmkh

))]
,

ηmk,dū =
1

2

ˆ
Im

J ′
1,u (w̃kh)

(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k ũkh

)
dt− 1

2

(
a′1,u

(
ũkh; θ̃kh

)(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k ũkh, ˜̄ukh

))
m

−1

2

(
a′2,u

(
θ̃kh; ũkh

)(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k ũkh,

˜̄θkh

))
m
+

1

2
b1

(
[˜̄vkh]m , i

(2)
2hΠ

(2)
2k ũ

m
kh

)
= −km

6

[
J ′
1,u (w̃

m
kh)

(
i
(2)
2h ũ

m
kh

)
+ J ′

1,u

(
w̃m−1
kh

) (
i
(2)
2h ũ

m−1
kh

)]
+
km
3
J ′
1,u

(
w̃

m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h i

(2)
2k ũ

m− 1

2

kh

)

+
km
6

[
a′1,u

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)(
i
(2)
2h ũ

m
kh, ˜̄u

m
kh

)
+ a′1,u

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)(
i
(2)
2h ũ

m−1
kh , ˜̄umkh

)]
−km

3
a′1,u

(
ũ
m− 1

2

kh ; θ̃
m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h i

(2)
2k ũ

m− 1

2

kh , ˜̄umkh

)

+
km
6

[
a′2,u

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
i
(2)
2h ũ

m
kh,

˜̄θmkh

)
+ a′2,u

(
θ̃m−1
kh ; ũm−1

kh

)(
i
(2)
2h ũ

m−1
kh , ˜̄θmkh

)]
−km

3
a′2,u

(
θ̃
m− 1

2

kh ; ũ
m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h i

(2)
2k ũ

m− 1

2

kh , ˜̄θmkh

)
,

ηmk,dv̄ =
1

2

ˆ
Im

J ′
1,v (w̃kh)

(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k ṽkh

)
dt

+
1

2

[(
b1

(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k ṽkh, ˜̄vkh

))
m
+ b1

(
[˜̄ukh]m , i

(2)
2hΠ

(2)
2k ṽ

m
kh

)]
= −km

6

[
J ′
1,v (w̃

m
kh)

(
i
(2)
2h ṽ

m
kh

)
+ J ′

1,v

(
w̃m−1
kh

) (
i
(2)
2h ṽ

m−1
kh

)]
+
km
3
J ′
1,v

(
w̃

m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h i

(2)
2k ṽ

m− 1

2

kh

)

−km
6
b1

(
i
(2)
2h

(
ṽmkh + ṽm−1

kh

)
, ˜̄vmkh

)
+

km
3
b1

(
i
(2)
2h i

(2)
2k ṽ

m− 1

2

kh , ˜̄vmkh

)
,
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ηmk,dθ̄ =
1

2

ˆ
Im

J ′
1,θ (w̃kh)

(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k θ̃kh

)
dt− 1

2

(
a′1,θ

(
ũkh; θ̃kh

)(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k θ̃kh,

˜̄θkh

))
m

−1

2

(
a′2,θ

(
θ̃kh; ũkh

)(
i
(2)
2hΠ

(2)
2k θ̃kh,

˜̄θkh

))
m
+

1

2
b2

([
˜̄θkh

]
m
, i

(2)
2hΠ

(2)
2k θ̃

m
kh

)
= −km

6

[
J ′
1,θ (w̃

m
kh)

(
i
(2)
2h θ̃

m
kh

)
+ J ′

1,θ

(
w̃m−1
kh

)(
i
(2)
2h θ̃

m−1
kh

)]
+
km
3
J ′
1,θ

(
w̃

m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h i

(2)
2k θ̃

m− 1

2

kh

)

+
km
6

[
a′1,θ

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)(
i
(2)
2h θ̃

m
kh, ˜̄u

m
kh

)
+ a′1,θ

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)(
i
(2)
2h θ̃

m−1
kh , ˜̄umkh

)]
−km

3
a′1,θ

(
ũ
m− 1

2

kh ; θ̃
m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h i

(2)
2k θ̃

m− 1

2

kh , ˜̄umkh

)

+
km
6

[
a′2,θ

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
i
(2)
2h θ̃

m
kh,

˜̄θmkh

)
+ a′2,θ

(
θ̃m−1
kh ; ũm−1

kh

)(
i
(2)
2h θ̃

m−1
kh , ˜̄θmkh

)]
−km

3
a′2,θ

(
ũ
m− 1

2

kh ; θ̃
m− 1

2

kh

)(
i
(2)
2h i

(2)
2k θ̃

m− 1

2

kh , ˜̄θmkh

)
.
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� ��� ������ ����� 	� ��� ������� ���	� �������	� ηnh � �� ��� ���� ���� ����


�� 	�����

ηn,0h = −1

2

[
b1

(
ũ0kh − us,Π

(2)
2h

˜̄v0kh

)
+ b1

(
ṽ0kh − vs,Π

(2)
2h

˜̄u0kh

)
+ b2

(
θ̃0kh − θs,Π

(2)
2h

˜̄θ0kh

)]
+
1

2

[
b1

(
˜̄u1kh − ˜̄u0kh,Π

(2)
2h ṽ

0
kh

)
+ b1

(
˜̄v1kh − ˜̄v0kh,Π

(2)
2h ũ

0
kh

)
+ b2

(
˜̄θ1kh − ˜̄θ0kh,Π

(2)
2h θ̃

0
kh

)]
�	� � ���� ���� 0 < m < M 
 �� �	���

ηn,mh

=
1

2

[
ρ (w̃kh)

(
Π

(0,2)
2h z̃kh

)
m
+ ρ� (w̃kh, z̃kh)

(
Π

(1,2)
2h w̃kh

)
m

]
=

[
−1

2
A (w̃kh)

(
Π

(0,2)
2h z̃kh

)]
m

+

[
1

2
J ′
1 (w̃kh)

(
Π

(1,2)
2h w̃kh

)
− 1

2
A′ (w̃kh)

(
Π

(1,2)
2h w̃kh, z̃kh

)]
m

=:
[
ηmh,pu + ηmh,pv + ηmh,pθ

]
+
[
ηmh,dū + ηmh,dv̄ + ηmh,dθ̄

]
.

��� ������ ����� ������ ����� �������� ���������� ����� ��

ηmh,pu = −1

2

[(
b1

(
˙̃vkh,Π

(0,2)
2h

˜̄ukh

))
m
+
(
a1

(
ũkh; θ̃kh

)(
Π

(0,2)
2h

˜̄ukh

))
m
−
(
l1

(
Π

(0,2)
2h

˜̄ukh

))
m

]
= −1

2
b1

(
ṽmkh − ṽm−1

kh ,Π
(2)
2h

˜̄umkh

)
− km

4
a1

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)(
Π

(2)
2h

˜̄umkh

)
−km

4
a1

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)(
Π

(2)
2h

˜̄umkh

)
+

km
4

[
lm1

(
Π

(2)
2h

˜̄umkh

)
+ lm−1

1

(
Π

(2)
2h

˜̄umkh

)]
,

ηmh,pv = −1

2

(
b1

(
˙̃ukh − ṽkh,Π

(0,2)
2h

˜̄vkh

))
m

= −1

2
b1

(
ũmkh − ũm−1

kh ,Π
(2)
2h

˜̄vmkh

)
+

km
4
b1

(
ṽmkh + ṽm−1

kh ,Π
(2)
2h

˜̄vmkh

)
,



� �������� ����	 �
 ��� ����� �	���
��� ��

ηmh,pθ = −1

2

[(
b2

(
˙̃
θkh,Π

(0,2)
2h

˜̄θkh

))
m
+
(
a2

(
θ̃kh; ũkh

)(
Π

(0,2)
2h

˜̄θkh

))
m
−
(
l2

(
Π

(0,2)
2h

˜̄θkh

))
m

]
= −1

2
b2

(
θ̃mkh − θ̃m−1

kh ,Π
(2)
2h

˜̄θmkh

)
− km

4
a2

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
Π

(2)
2h

˜̄θmkh

)
−km

4
a2

(
θ̃m−1
kh ; ũm−1

kh

)(
Π

(2)
2h

˜̄θmkh

)
+

km
4

[
lm2

(
Π

(2)
2h

˜̄θmkh

)
+ lm−1

2

(
Π

(2)
2h

˜̄θmkh

)]
,

ηmh,dū =
1

2

ˆ
Im

J ′
1,u (w̃kh)

(
Π

(1,2)
2h ũkh

)
dt− 1

2

(
a′1,u

(
ũkh; θ̃kh

)(
Π

(1,2)
2h ũkh, ˜̄ukh

))
m

−1

2

(
a′2,u

(
θ̃kh; ũkh

)(
Π

(1,2)
2h ũkh,

˜̄θkh

))
m
+

1

2
b1

(
[˜̄vkh]m ,Π

(2)
2h ũ

m
kh

)
=

km
4

[
J ′
1,u (w̃

m
kh)

(
Π

(2)
2h ũ

m
kh

)
+ J ′

1,u

(
w̃m−1
kh

) (
Π

(2)
2h ũ

m−1
kh

)]
+

1

2
b1

(
˜̄vm+1
kh − ˜̄vmkh,Π

(2)
2h ũ

m
kh

)
−km

4

[
a′1,u

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)(
Π

(2)
2h ũ

m
kh, ˜̄u

m
kh

)
+ a′1,u

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)(
Π

(2)
2h ũ

m−1
kh , ˜̄umkh

)]
−km

4

[
a′2,u

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
Π

(2)
2h ũ

m
kh,

˜̄θmkh

)
+ a′2,u

(
θ̃m−1
kh ; ũm−1

kh

)(
Π

(2)
2h ũ

m−1
kh , ˜̄θmkh

)]
,

ηmh,dv̄ =
1

2

ˆ
Im

J ′
1,v (w̃kh)

(
Π

(1,2)
2h ṽkh

)
dt

+
1

2

[(
b1

(
Π

(1,2)
2h ṽkh, ˜̄vkh

))
m
+ b1

(
[˜̄ukh]m ,Π

(2)
2h ṽ

m
kh

)]
=

km
4

[
J ′
1,v (w̃

m
kh)

(
Π

(2)
2h ṽ

m
kh

)
+ J ′

1,v

(
w̃m−1
kh

) (
Π

(2)
2h ṽ

m−1
kh

)]
+
km
4
b1

(
Π

(2)
2h

(
ṽmkh + ṽm−1

kh

)
, ˜̄vmkh

)
+

1

2
b1

(
˜̄um+1
kh − ˜̄umkh,Π

(2)
2h ṽ

m
kh

)
,

ηmh,dθ̄ =
1

2

ˆ
Im

J ′
1,θ (w̃kh)

(
Π

(1,2)
2h θ̃kh

)
dt− 1

2

(
a′1,θ

(
ũkh; θ̃kh

)(
Π

(1,2)
2h θ̃kh, ˜̄ukh

))
m

−1

2

(
a′2,θ

(
θ̃kh; ũkh

)(
Π

(1,2)
2h θ̃kh,

˜̄θkh

))
m
+

1

2
b2

([
˜̄θkh

]
m
,Π

(2)
2h θ̃

m
kh

)
=

km
4

[
J ′
1,θ (w̃

m
kh)

(
Π

(2)
2h θ̃

m
kh

)
+ J ′

1,θ

(
w̃m−1
kh

) (
Π

(2)
2h θ̃

m−1
kh

)]
+

1

2
b2

(
˜̄θm+1
kh − ˜̄θmkh,Π

(2)
2h θ̃

m
kh

)
−km

4

[
a′1,θ

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

m
kh, ˜̄u

m
kh

)
+ a′1,θ

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

m−1
kh , ˜̄umkh

)]
−km

4

[
a′2,θ

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

m
kh,

˜̄θmkh

)
+ a′2,θ

(
θ̃m−1
kh ; ũm−1

kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

m−1
kh , ˜̄θmkh

)]
.
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ηMh,dū =
1

2

ˆ
IM

J ′
1,u (w̃kh)

(
Π

(1,2)
2h ũkh

)
dt+

1

2
J ′
2,u

(
w̃M
kh

) (
Π

(2)
2h ũ

M
kh

)
− 1

2
b1

(
˜̄vMkh,Π

(2)
2h ũ

M
kh

)

−1

2

(
a′1,u

(
ũkh; θ̃kh

)(
Π

(1,2)
2h ũkh, ˜̄ukh

))
M

− 1

2

(
a′2,u

(
θ̃kh; ũkh

)(
Π

(1,2)
2h ũkh,

˜̄θkh

))
M

=
kM
4

[
J ′
u

(
w̃M
kh

) (
Π

(2)
2h ũ

M
kh

)
+ J ′

u

(
w̃M−1
kh

)(
Π

(2)
2h ũ

M−1
kh

)]
+
1

2
J ′
2,u

(
w̃M
kh

)(
Π

(2)
2h ũ

M
kh

)
− 1

2
b1

(
˜̄vMkh,Π

(2)
2h ũ

M
kh

)
−kM

4

[
a′1,u

(
ũMkh; θ̃

M
kh

)(
Π

(2)
2h ũ

M
kh, ˜̄u

M
kh

)
+ a′1,u

(
ũM−1
kh ; θ̃M−1

kh

)(
Π

(2)
2h ũ

M−1
kh , ˜̄uMkh

)]
−kM

4

[
a′2,u

(
θ̃Mkh; ũ

M
kh

)(
Π

(2)
2h ũ

M
kh,

˜̄θMkh

)
+ a′2,u

(
θ̃M−1
kh ; ũM−1

kh

)(
Π

(2)
2h ũ

M−1
kh , ˜̄θMkh

)]
,

ηMh,dv̄ =
1

2

ˆ
IM

J ′
v (w̃kh)

(
Π

(1,2)
2h ṽkh

)
dt+

1

2
J ′
2,v

(
w̃M
kh

) (
Π

(2)
2h ṽ

M
kh

)

+
1

2

(
b1

(
Π

(1,2)
2h ṽkh, ˜̄vkh

))
M

− 1

2
b1

(
˜̄uMkh,Π

(2)
2h ṽ

M
kh

)
=

kM
4

[
J ′
1,v

(
w̃M
kh

) (
Π

(2)
2h ṽ

M
kh

)
+ J ′

1,v

(
w̃M−1
kh

)(
Π

(2)
2h ṽ

M−1
kh

)]
+

1

2
J ′
2,v

(
w̃M
kh

)(
Π

(2)
2h ṽ

M
kh

)
+
kM
4

b1

(
Π

(2)
2h

(
ṽMkh + ṽM−1

kh

)
, ˜̄vMkh

)
− 1

2
b1

(
˜̄uMkh,Π

(2)
2h ṽ

M
kh

)
,

ηMh,dθ̄ =
1

2

ˆ
IM

J ′
1,θ (w̃kh)

(
Π

(1,2)
2h θ̃kh

)
dt+

1

2
J ′
2,θ

(
w̃M
kh

) (
Π

(2)
2h θ̃

M
kh

)
− 1

2
b2

(
˜̄θMkh,Π

(2)
2h θ̃

M
kh

)

−1

2

(
a′1,θ

(
ũkh; θ̃kh

)(
Π

(1,2)
2h θ̃kh, ˜̄ukh

))
M

− 1

2

(
a′2,θ

(
θ̃kh; ũkh

)(
Π

(1,2)
2h θ̃kh,

˜̄θkh

))
M

=
kM
4

[
J ′
1,θ

(
w̃M
kh

) (
Π

(2)
2h θ̃

M
kh

)
+ J ′

1,θ

(
w̃M−1
kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

M−1
kh

)]
+
1

2
J ′
2,θ

(
w̃M
kh

) (
Π

(2)
2h θ̃

M
kh

)
− 1

2
b2

(
˜̄θMkh,Π

(2)
2h θ̃

M
kh

)
−kM

4

[
a′1,θ

(
ũMkh; θ̃

M
kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

M
kh, ˜̄u

M
kh

)
+ a′1,θ

(
ũM−1
kh ; θ̃M−1

kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

M−1
kh , ˜̄uMkh

)]
−kM

4

[
a′2,θ

(
θ̃Mkh; ũ

M
kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

M
kh,

˜̄θMkh

)
+ a′2,θ

(
θ̃M−1
kh ; ũM−1

kh

)(
Π

(2)
2h θ̃

M−1
kh , ˜̄θMkh

)]
.
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� �� ��� ��
��	��� ����� ���	
���� ηit� �� ��� ���� �	
�

����� 
� ����	�

η0it = −b1
(
ũ0kh − us, ˜̄v

0
kh

)
− b1

(
ṽ0kh − vs, ˜̄u

0
kh

)
− b2

(
θ̃0kh − θs,

˜̄θ0kh

)
+b1

(
˜̄u1kh − ˜̄u0kh, ṽ

0
kh

)
+ b1

(
˜̄v1kh − ˜̄v0kh, ũ

0
kh

)
+ b2

(
˜̄θ1kh − ˜̄θ0kh, θ̃

0
kh

)
��� � �	
� ���� 0 < m ≤ M � 	� �����

ηmit = [A (w̃kh) (z̃kh)]m =:
[
ηmit,u + ηmit,v + ηmit,θ

]
.
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ηmit,u =
(
b1
(
˙̃vkh, ˜̄ukh

))
m
+
(
a1

(
ũkh; θ̃kh

)
(˜̄ukh)

)
m
− (l1 (˜̄ukh))m

= b1
(
ṽmkh − ṽm−1

kh , ˜̄umkh
)
+

km
2
a1

(
ũmkh; θ̃

m
kh

)
(˜̄umkh)

+
km
2
a1

(
ũm−1
kh ; θ̃m−1

kh

)
(˜̄umkh) +

km
2

[
lm1 (˜̄umkh) + lm−1

1 (˜̄umkh)
]
,

ηmit,v =
(
b1
(
˙̃ukh − ṽkh, ˜̄vkh

))
m

= b1
(
ũmkh − ũm−1

kh , ˜̄vmkh
)
− km

2
b1
(
ṽmkh + ṽm−1

kh , ˜̄vmkh
)
,

ηmit,θ =
(
b2

(
˙̃
θkh,

˜̄θkh

))
m
+
(
a2

(
θ̃kh; ũkh

)(
˜̄θkh

))
m
−
(
l2

(
˜̄θkh

))
m

= b2

(
θ̃mkh − θ̃m−1

kh , ˜̄θmkh

)
+

km
2
a2

(
θ̃mkh; ũ

m
kh

)(
˜̄θmkh

)
+
km
2
a2

(
θ̃m−1
kh ; ũm−1

kh

)(
˜̄θmkh

)
+

km
2

[
lm2

(
˜̄θmkh

)
+ lm−1

2

(
˜̄θmkh

)]
.
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�� ����	��� ������ MAX 
��

	�� �	������ 	���

��� TOL� 
 �	������ �
�	�
���� 
� ���	�
� ��
	�
� ���� Ih� 
� ���	�
� 	����

�

���� T0
k ��	� M0 	��� �	���� 
 �
��	� �
�	�
 cf ∈ (0, 1)� 
 �������

	��� ����	
�	 ce > 1� l = 0�


�� Ml
h = (Ih)0≤m≤M0 �

�� ����� 	�� �
��
� �
����� �� 	�� 	��� �	������ ������ ����� �� ���	��� � ����� MAX 
��

TOL� �
�� w̃l
kh�

�� ����� 	�� ��
� �
����� �� 	�� 	��� �	������ ������ ��	���� �� ���	��� �� ����� MAX 
��

TOL� �
�� z̃lkh�

 � !�
��
	� 	�� �

�
 ��	��
	�
 η+ηN 
�� �
����
	� 	�� �

�
 �����
	�
� 
� ��	����� �� ���	���

"�

#� $� 	�� �	������ �
�	�
��� �� ���%����� 	��� ��	 w�
kh = wl

kh 
�� ��&'�

"� $�
∣∣ηN,l

∣∣ ≥ cf
∣∣ηl∣∣ ��	 l ← l + 1 
�� �� 	� ��

(� $�
∣∣∣ηn,lh

∣∣∣ ≥ ce

∣∣∣ηi,lk ∣∣∣ ��
��
� ���� ��
	�
� 
�%�����	� ��
∣∣∣ηi,lk ∣∣∣ ≥ ce

∣∣∣ηn,lh

∣∣∣ ��
��
� ���� 	����

�
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