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ρü− div (σ (u)) = f �� Ω× I, ,�-
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σnn (u̇n − ġ) = 0.
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 L2 (Ω) �	�� ��� 
����� ������� (ω, ϕ) := (ω, ϕ)Ω :=
´
Ω ωϕdx

��� ω, ϕ ∈ L2 (Ω) �
� ��� �����
��
�	
� 
��� ‖ω‖20 := ‖ω‖20,Ω := (ω, ω)� ��� ������� 
����

Hk (Ω)� k = 1, 2, . . .� �	�� ��� 
��� ‖·‖2k 	
 ���
�� �
 �
���� &� 
�� Hk :=
(
Hk (Ω)

)d
�

k = 1, 2, . . . , �
� L2 :=
(
L2 (Ω)

)d
� ��� ����� �������� 	
 �	��
 �� γ : H1 →
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H1/2 (∂Ω)

)d
�	�� ��� ����� 
���� H1/2 (∂Ω)�

'
	
� ��� ����� ��������� �� ���
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H1
D (Ω) :=

{
ϕ ∈ H1 (Ω) |γ(ϕ) = 0 �
 ΓD

}
, H1

D :=
(
H1

D (Ω)
)d
.

��� ���� 
����
(
H1

D (Ω)
)�

	
 ������ H−1 (Ω) �
�
(
H1

D

)�
= H−1� ��� ���� ��	�	
� 	
 ��
����

�� 〈·, ·〉� ��� 
���� H̃−1/2 (ΓC) 	
 ��� �������	��� ���� 
���� �� H1/2 (ΓC)� ��� 
��� ��

�����
�� H̃−1/2 (ΓC) 	
 ������ ‖·‖−1/2,ΓC

� ��� �	
��� �
� ���
��� ����	
� γc := H1 (Ω,ΓD) →
H1/2 (ΓC) �	�� γC = γ|ΓC

	
 
��(���	�� ��� �� ��� �

����	�

 �
 ΓC � ��� �"�� �� )) � *����
�� �	
�	
��	
� ������
 ��� ����� 	
 
����� �	����	�
 γn (u) :=

(
γ|ΓC

(u)
)
n

�
� ��� �
� 	


��
��
�	�� �	����	�
 γt (u) :=
(
γ|ΓC

(u)
)
t
� #�� ��
��	�

 	
 L2 (ΓC)� ��� 	
�+���	�� 
�����
 ≥

�
� ≤ ��� ���
�� �
 ,����
� ����������-� &	�� ��	
 ���
	�	�
� �� ��
 
���� ��� 
����


H
1/2
− (ΓC) :=

{
v ∈ H

1/2 (ΓC)
∣∣∣ v ≤ 0

}
�
�

H̃
−1/2
+ (ΓC) :=

{
μ ∈ H̃−1/2 (ΓC)

∣∣∣ ∀v ∈ H
1/2
− (ΓC) : 〈μ, v〉 ≤ 0

}
,

����� H̃
−1/2
+ (ΓC) 	
 ��� ���� ��
� �� H

1/2
+ (ΓC)�

'
	
� ��� .���
�� 	
������ ������� �� ��
 
���� ������� 
����
 	
����	
� �	��� &� �
�
��� 
����
 Lp (I;X)� 1 ≤ p ≤ ∞� �	�� � ���� .�
��� 
���� X� /�
�	
���
 ��
��	�

 	
 �	��
���� ��� 
���� C (I;X)� 0� X 	
 � *	����� 
���� �	�� 
����� ������� (·, ·)� ���
 ��� 
����1�	��

����� ������� 	
 ��
���� �� ((u, v)) :=

´
I (u(t), v(t)) dt� 0
 ��
����� �
 ����� ����
���
	


��
���
 ��� 	
������	�
 ���� I� &� �	�� �
� ��� 
����


U :=
{
ψ ∈ L2

(
I;H1

D

) ∣∣∣ψ̇ ∈ L2
(
I;H−1

)}
�
� V :=

{
χ ∈ L2

(
I;L2

) ∣∣χ̇ ∈ L2
(
I;H−1

)}
.

2��� ���� ��
��	�

 u� ��	�� ��� ��
��	
�� 	
 U �� V � ��� ��
�	
���
 	
 �	�� ����� ��

	���
��	
� �����
�� �
 � 
�� �� ���
��� 3���� 4��� ����	
���� ���� ����
� �� ��� 
���� C

(
I;H−1

)
�


�� ��%� ������� 5 	
 67�%�5 � #����������� �� 
�� Λ := L2
(
I; H̃

−1/2
+ (ΓC)

)
�

��� �	�	
��� ���� �� �	
��� ���
�	�	�� 	
 �	��
 �� a(·, ·) := (σ (·) , ε (·))� 0� 	
 ��
�	
���
 �
�
��� �� 8��
9
 	
�+���	�� ��
� ���	��	�� .�
�� �
 a� ��� 
����1�	�� �	�	
��� ���� A 	
 �	��
 ��

A(w,ϕ) := ((v, ψ))− (〈u̇, ψ〉) + (〈v̇, χ〉) + (a (u, χ))− ((f, χ))

+ 〈u(0), χ(0〉)− (us, χ(0)) + 〈v(0), ψ(0)〉 − (vs, ψ(0)) ,

��� w = (u, v) ∈W �
� ϕ = (χ, ψ) ∈W �	�� W := U × V � ��� ��
� ��� ����
 	
 A �!���


��� ���� �+���	�� ������
 ��� �����	�� v �
� ��� ��
� ���	���	�� �� u� ��� ����	
	
� ����

	
 ��� ��
� �	
� ��� ��� ���� ���� �� ��� �+���	�
 �� ���	�
� ��� 
���
� �	
� 	
�����
 ���
	
	�	�� ��
�	�	�

 	
 � ���� 
�

�� #����������� �� �

��� f ∈ L2

(
I;L2

)
� us ∈ H1

D� vs ∈ L2�

�
� g ∈ L2
(
I;H1/2 (ΓC)

)
�	�� ġ ∈ L2

(
I;H1/2 (ΓC)

)
�

#	
���� ��� ���� ���� �� ��� ��
��	� ��
���� ������� ����
:



� ���������� 	�
���
���� �

��������� �	 ��� �����	
�� (w, λ) = ((u, v) , λ) ∈W ×Λ �
� � ���� �
���	
� 
� ��� �����	�
�
����� �

����� 	� ��� 
��� 	�

∀ϕ = (χ, ψ) ∈W : A(w,ϕ) + (〈λ, γn (χ)〉) = 0 ����

∀μ ∈ Λ : (〈μ− λ, γn (u)− g〉) ≤ 0 ����

�
����

�	��� �

�����	
�� 
� ��� �����	� �
����� �

���� ��� ���	
 ���	 ������ �
 �  �
	��	
���
	������	�� �

�����	
� �
� �	�������� ��!�� 	� "�� #$%� &� ��
�	����
� ��� �����	�� 
� σnn ���
λn 	� �
��	��
��� ' ��
���
  �
	��	
��� 	������	�� �

�����	
� 	� �	������� 	� "#(%� ���
� ���
���	 ������ 
� ��� ��

�! ��� ��� ���� �

�����	
� 	� �
��	��
��� &� ��
��� �� 
���
��� ����
��� ��	������ ��� ��	������� 
� � �
���	
� u �

 ��� ��
��� �����	� �����	� )	!�

	�	 �

����
	� �
 ��� ���� 
� ��� ����

� ��
����!� �� 
��� �����	
�� &� "�% ��� ��	������ 
� � ����
�
���	
� �

 ��� �����	� �	���
  	��
�����	� )	!�

	�	 �

���� 	� ��
���

*�� ��	� �

��
�� 
� �����	� �
����� �

����� 	� ��� �
���
 ��	
� 
� ��� �
��� ���
!�

Etot(t) := Ekin(t) + Epot(t) :=
1

2
(v(t), v(t)) +

1

2
a(u(t), u(t)).


����
����� �	 �� ��� ����� �	
� ���� f �� 
���� ��� ����	��� g ���� 
�� ����
� �
 ����� �� ��

ġ ≡ 0� (u̇, v̇) ∈W �

〈u(0), u̇(0〉)− (us, u̇(0)) + 〈v(0), v̇(0)〉 − (vs, v̇(0)) = 0,

	
� ��� ��
��	��
�� ��������
�� ��
�����


(〈λ, γn (u̇)〉) = (〈λ, γn (u̇)− ġ〉) = 0 ��#�

��� 	� �� t ∈ I ������ ���
 ��� ���	� �
���� �� ��
�������

������ +� ���� �����	
� ���� �	�� ϕ := (u̇, v̇) ��� 
���	�

0 = A(w,ϕ) + (〈λ, γn (u̇)〉) = ((v, v̇)) + (a (u, u̇))

=

ˆ T

0

∂

∂t

1

2
(v, v) +

∂

∂t

1

2
a(u, u) dt

= Ekin(T )− Ekin(0) + Epot(T )− Epot(0)

= Etot(T )− Etot(0).

,�  �
�	�! ��� ����
	�� 	� �	�� T � �� 
���	� ���� ��� �
��� ���
!� 	� �
�������

���	�� �� ��� �	���
 ��� ��� ��!���
 �
������ �
� ���
 �
���
 �� ����
 ��	����� ������-
�	
��� ��� �

 	������� "�(%�

+�	�� ��� .
�� ��
 �������	
�� 
� /

�
�	�	
� ��� �
	�� �

� ����	��� 
���
��� ��� ��	
�
��� �
�
�� 
�� �
� ��

������ �������	
�� 
� ��� ���� �
���	
� (u, v)� ��� !���
��	0��
��
�	������ �
��	�	
� ��#� 	� � ����  �
�	
� 
� �1�� &� �


���
��� �
 ��� �
	���	�� ��
�	������
�
��	�	
� ��� �
 ��� �	!� �
��	�	
�� 	� ��$-���� ��� "��%� 2
�� �
� ��� !���
��	0�� ��
�	������
�
��	�	
� 	� �
� �	
����� 	������� 	� ��� ���� �

�����	
� ���-��� ��� 	���	�	��� �� ��
�� 	�
��� �
��
�	�! �

�
�	�	
�� �
���
� "��� ���

�� ��#��%�


����
����� �	 �� (w, λ) ∈ W × Λ �� 	 ��	� �������
 �� ����� !� u ∈ C1
(
I;H1

D

)
� 	
�

g ∈ C1
(
I;H1/2 (ΓC)

)
� ���
 ��� ��
��	��
�� ��������
�� ��
�����
 ��#� ������



� ��������	
���� �

������ �� ������� μ = 0 	�
 μ = 2λ �� ��
�� �� ���	��

(〈λ (t) , γn (u(t))− g(t)〉) = 0.

������������ ����� λ ∈ Λ 	�
 (γn (u (t+ h))− g (t+ h)) ∈ H
1/2
− (ΓC)� �� 	��� �	��

(〈λ (t) , γn (u(t+ h))− g(t+ h)〉) ≤ 0.

�����������

(〈
λ(t),

1

h
[γn (u(t+ h)− u(t))− (g(t+ h)− g (t))]

〉){
≥ 0, ��� h < 0,

≤ 0, ��� h > 0.

���	���� �� ��
 �� ����

(〈λ, γn (u̇)− ġ〉) = lim
h→0

(〈
λ(t),

1

h
[γn (u(t+ h)− u(t))− (g(t+ h)− g (t))]

〉)
= 0.

� ��������	
����

�� ���� �������� �� 
������ ��� 
��������	���� ������ 	�
 ���� ���� ���������� �� ��� ���

������ 	��	� �� 	 !�����"#	���$�� ������� ���� ���������� �	��� ��������� �� ��	�� 	�
 ����

��� ��� 
����	������ 	�
 ��� ��������� ��� %	��	��� ���������� �� 
������� �
 ���� ���������


������������ ��������� �� ��	�� 	�
 ����� &� ���	� �� ��'�
 �����
�� �����	� 	�������� �	�

�� �� �	�
 �� ��� �	�	����� �� ��� 
��������	���� �� ��� ����	� 	�
 ��� 
�	� �	��	����

��� ������	� 
��������	���� �� �	��
 �� 	 
������������ �� ��� ���� ������	� I = [0, T ]
���� Mk ∈ N ���������	�� Im = (tm−1, tm] ����

0 = t0 < t1 < . . . < tMk
= T 	�
 I = {0} ∪ I1 ∪ . . . ∪ IMk

.

(� ���$ ���� 	� �)��
���	�� 
������������ �� ��� ���� ������	�� ���� ��� �����	�� ���� ����

������ �� ����� �� k = T/Mk 	�
 �� ���
� ti = ik� ��� ���� ����	���� ti, 0 ≤ i ≤Mk ���������


�� ��� ���� ����� �� 	 *���� 
�+������ 	����	��� (� 	��� �	�� ���� 
������������ ��� ������	�

���� Tk� �� ��� ���� ���� m� �� 
����� ��� ���� ���� tm−1 �� tm�

��� �	��� 
��	�� Ω �� ���	����	��
 �� 	 ���� Th �� )�	
�	�����	� �� ��'	��
�	� ���������

��� ������ �� ���� �������� �� ��� ���� Th �� 
�����
 �� Mh� ��� ���� 
��� ��� ��	���

���� ��� �	����	����� ��� ��	��	� *���� ������� ��	�� ��

Vh :=
{
ϕ ∈ H1

∣∣∣∀T ∈ Th : ϕ|T ∈ Qps

(
T ;Rd

)}
.

,���� Qps

(
T ;Rd

)
�� ��� ��� �� d"��������	� �	��� ��������� �� 
����� ps �� 	 ���� ���� T �

��� ������	� ���� ��	�� �� 
�*��
 	�

Wkh :=
{
ϕkh ∈ L2

(
I;H1

) ∣∣ϕkh|Im ∈ Ppt−1 (Im;Vh) , m = 1, 2, . . . ,Mk, ϕkh(0) ∈ Vh
}
.

,���� Ppt (ω;X) �� ��� ����	� ��	�� �� ��������	�� �� ω ⊂ R ���� �	���� �� X� ����� �	�� ���

�	'���� 
����� pt� ��������� ���� Wkh 	�� �������� 
������������ 	� ti, i = 0, 1, . . . ,Mk�

��� ������	� ���	� ��	�� �� ����� ��

Vkh :=
{
ϕkh ∈ C

(
I;H1

) ∣∣ϕkh|Im ∈ Ppt (Im;Vh) , m = 1, 2, . . . ,Mk

}
.



� ��������	
���� �

����������	�
 ����	�
�
� �������	�� ������	� ������� ��� ��� ���� ��
��	�� ��� ��������
��� 	������� 	� ��� �� !

"�� �	������ #�
���
� �
��	��	��� ��� ��$��� �� ��� %�
����� ���� BH ���������	�
 ���
������� %�
����� ΓC ��� �� ��� �������� ���� TK ! "�� 	��	��� H ��� K 	��	���� ����
������� ������ ��� %� ������ ��� ��� #�
���
� �
��	��	�� 	� ����� ��� �	��! &� ���
�� ����
���� K = nk� n ∈ N ��� Mk mod n = 0! #�� MK = Mk/n ��� Jm = ((m− 1)K,mK]! "��
����	�� ��	�� ��� ���� ��� ��� ��� #�
���
� �
��	��	�� 	�

ΛH :=
{
μ ∈ L2 (ΓC)

∣∣∀T ∈ BH : μ|T ∈ Pqs (T ,R) , ∀ξ ∈ G (T ) : μ (ξ) ≤ 0
}
,

����� GT 	� � ��� �� ���� ��	���! '�� qs = 0� �� ���� ��� �	���	�� �� ���� ��	��! '�� �	����
�������	���� �� ���� �	�� ��� �����	���! "�	� ����� �� � �������	�
 ������! '�� qs > 1� ��
���� ��� qds ��
(���	��� �� T �� ���� ��	���! "�	� ���	�� ����� �� � ������
��� ������� ��!
�) ! &� ��$�� ��� �������	�� ��	�� ��� ���� ��� %�

ΛKH :=
{
μKH ∈ L2

(
I;L2 (ΓC)

) ∣∣∀J ∈ TK : μKH|I ∈ Pqt (J ; ΛH)
}
.

"�� �	�����	���	�� �����*

��������� �	 "�� �
���	��� (wkh, λKH) = ((ukh, vkh) , λKH) ∈ (Vkh × Vkh) × ΛKH ��� �
�	������ ���
�	�� �� ��� �����	� ������� ���%���� 	� ��� ���� 	�

Akh (wkh, ϕkh) + ((λKH , γn (ϕkh))) = 0 +,-.(
(μKH − λKH , γn (ukh)− gkh)ΓC

)
≤ 0 +,).

������ ����� ��
��	�� +,-. ��� �� %� ���	� ��� ��� ϕkh = (ψkh, χkh) ∈Wkh×Wkh ��� 	���
��	��
+,). ��� ��� μKH ∈ ΛKH ! "�� �	������ �������	�� %	�	���� ���� 	�

Akh (wkh, ϕkh) =

Mk∑
m=1

{
((vkh − u̇kh, ψkh))Im + ((v̇kh, χkh))Im

}

+

Mk∑
m=1

{
(a (ukh, χkh))Im − ((f, χkh))Im

}
+
(
u0kh − us, χ

0
kh

)
+

(
v0kh − vs, ψ

0
kh

)
.

'
���������� gkh 	� ��� ���/���	�� �� g 	� ��� ����� ����� �� Vkh!

&� ���� �	�����	��� ��� �����	� ������� ���%��� 	� ��� 
�
�� 0$�	�� ������� ���1! "�
��
�� �2���� �� 
�
�� ���� ��� �������	�� �� ��� ����	�
�
� ���
�	�� ����� ���� �� ��� �	������
���! 3� ��� ������	�
 ������	�	��� �� �	��
�� ��� ���������	�� �� ��� ����� ����
�*


����
����� �	 �� ��� ����� �	
� ���� f �� 
���� ġ �	
������ 	
� ��� �������� ��������
��

��
�����
 (
(λKH , γn (u̇kh)− ġkh)ΓC

)
J
= 0 +,4.

��� 	�� J ∈ TK ������ ���
 ��� ���	� �
���� �� ��
��	
� �
 	�� ���� �
��	
��� �
 TK �

���	�� 4� "�� ����
� ���������	�� ��� %� �	��
�%�� %� �����	�� ������� ��� ��� ��� ��
��� ������	�� �� ��	� ����� ���� �����	�
 �����	�� �������! 5��� ��� 	�������� ��� !



� ��������	
���� �

������ �� ��� ������� 	� 	�
	 ����	
�� ���� �� � 
��
�	����� J = (t1, t2] ∈ TK �
	� (v̇kh, u̇kh)
��� ��	�
�

0 = ((vkh, v̇kh))J + (a (ukh, u̇kh))J +
(
(λKH , γn(u̇kh))ΓC

)
J

=
1

2

(
v2kh, v

2
kh

)
− 1

2

(
v1kh, v

1
kh

)
+

1

2
a
(
u2kh, u

2
kh

)
−1

2
a
(
u1kh, u

1
kh

)
+

(
(λKH , γn (u̇kh))ΓC

)
J
.

���
�����	��� 
	 ����


E2
tot − E1

tot = − ((λKH , γn (u̇kh)))J = 0.

��� 	�� �

���	� ���


	���� ����
	
��� �� ��	�
�

����������� 	
 ��� ������	� 
�����	���� �
���	�
� �
��� �� 	�� ����	 ����� ����

lim
K→0

1

K

(
(λKH (t) , γn (ukh (t+K)− ukh (t))− gkh (t+K) + gkh (t))ΓC

)
J
= 0

�
� J ∈ TK �

������ �� ����� �� ������ 	��	 	�� ���	��	 ����
	
��
 ��� 
	�
�	�� ��� ���� 
� 	�� 
�	�!���
���� ����� ���� 
���� ��� 	
��" #� �� ��

 �� 	�

 ������ ��� ����
�� 	�� ���	��	 ����
	
��

���� 
� 	�� �
�
	 ��
� K → 0� �� ��� ���� 	� ��
��� � �

���	� ���


	���� ����
	
��" �� �����
	� $%&' ��� 	�

 ���� (���� �������
�!"

������ )� 
�		
�! μKH = 0 ��� μKH = 2λKH 
� ��&�� �� ��	�
�(
(λKH , γn (ukh)− gkh)ΓC

)
J
= 0.

*�� 	�
	 ����	
�� μKH (t) = λKH (t+ αK) + λKH (t)� α ∈ Z� ����
 	�(
(λKH (t+ αK) + λKH (t)− λKH (t+ αK) , γn (ukh (t+ αK))− gkh (t+ αK))ΓC

)
J

=
(
(λKH (t) , γn (ukh (t+ αK))− gkh (t+ αK))ΓC

)
J
≤ 0,

�����	
����((
λKH (t) ,

1

αK
[γn (ukh (t+ αK)− ukh (t))− gkh (t+ αK) + gkh (t)]

)
ΓC

)
J{

≥ 0, ��� α < 0,

≤ 0, ��� α > 0,

��
�� 
���
�
 	�� �

��	
��"
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��� 
�
	� ��� �� �� ������ �����
	����� �� ��
� ���� 
�

	����� ��� �������� ���� ���	�
��� ��	� ���� ��� �
���� �
�� ����� 
����� ��� �������� ����

TK ��	������ ������������ 
� �������� ��� �����
�� �� �
�� ��� �����	� �� �������� ���

��� �� �
�
�� �� ��� ����	
��  ��� v� ����� 
� ����
� ��� �
�� �����
�� �	����!

���� �������	 �
���� "� �
�� wkh = (ukh, vkh) ∈ Vkh × Vkh ��� λKH ∈ ΛKH � 
����

w0
kh ∈ Vh × Vh 
� �
��� ��

∀ψh ∈ Vh :
(
u0kh − us, ψh

)
= 0, #"$%

∀χh ∈ Vh :
(
v0kh − vs, χh

)
= 0. #"&%

��� m = 1, 2, . . . ,MK � wkh|Jm ∈ Vkh|Jm × Vkh|Jm ��� λKH|Jm ∈ ΛKH|Jm ��� ��� �����
�� ��

��� ������

((vkh − u̇kh, ψkh))Jm = 0, #'(%

((v̇kh, χkh))Jm + (a (ukh, χkh))Jm + ((λKH , γn (ϕkh)))Jm = ((f, χkh))Jm , #'"%

((μKH − λKH , γn (ukh)− gkh))Jm ≤ 0, #''%


�
	� ��� �� ���� ��� ��� ψkh, χkh ∈ Vkh|Jm ��� ��� μKH ∈ ΛKH|Jm �

��� �����
��� #"$% ��� #"&% 	��������� �� L2����)�	�
��� 
��� ��� �
�	���� ����
�� ��
��

���	�� 
�
	� ��� ���� �� ������ �� us ��� vs ��� ������ ������� 
� 	�� ���� ��� ��� 
��

��������
��� �� us ��� vs� ��� �����
�� �� ��� ������ #'(�''% 
� ���� 
�������� �
��� ��

���� 
� ���	
 � ��� �������� ������� �� �������� *
�	� 
� ��� � 	���
����� ������ 
� �
��

��� �������� ��� �������� 
�������� �� ���+�,������������������������ ���� ��� 	����� ��

��� pt ���+�,���������
���� ��� ��� �
�	���
����� ,������� ����
��
���� 
� 
��� 

�� ���

���+�-������������������
��� �� �������� ������� �� ��������

��� 	��.	
���� �� � ����
��  �
�� ������� ���	�
�� xh ∈ Vh ��� 	����	��� 
� � ��	��� �����
x̂� /���� �� ��
� ����
�� ����� 
� �� �� ��� ��	���

x̃m =
((
x̂m,1

)�
,
(
x̂m,2

)�
, . . . , (x̂m,pt)�

)�
,


�
	� ���������� ��� 	��.	
���� �� � ���	�
�� xkh ∈ Vkh �� ��� �
�� 
�������� Im� ���

	��.	
���� �� xkh ∈ Vkh �� ��� �
�� 
������� Jm ��� ������ 
� ��� ��	���

x̄m =

((
x̃(m−1)n+1

)�
,
(
x̃(m−1)n+2

)�
, . . . , (x̃mn)�

)�
.

����� 
� 	�� 
����
�� ��� ���	�
��� ukh ��� vkh 

�� ��� ��	���� ū
m ��� v̄m�m = 1, 2, . . . ,MK �

�����	�
����� ������������ ((f, χkh))Jm 	���������� �� �� ��������� ��	��� f̄m ��� ((μKH , gkh))Jm
�� ḡm� ��� ��	��� ���������
�� λKH ∈ ΛKH �� Jm 
� �
��� ��

λ̄m =

((
λ̂m,1

)�
,
(
λ̂m,2

)�
, . . . ,

(
λ̂m,qt

)�)�
.

0
�� ��
� �����
��� ��� �����
��� #'(% ��� #'"% 	�� �� 
�
���� 
� �������
	 ���� ��

(
M −Ṁ 0

Ṁ K Ñ

)⎛
⎝ v̄m

ūm

λ̄m

⎞
⎠ =

(
0
f̄m

)
,



t = 0.1 t = 0.3

t = 0.5 t = 0.7

Ω

M ((χkh, ψkh))Jm Ṁ ((χ̇kh, ψkh))Jm K (a (χkh, ψkh))

Ñ ((μkh, γn (ψkh)))Jm

A :=

(
M −Ṁ
Ṁ K

)
, N :=

(
0

Ñ

)
, w̄m :=

(
v̄m

ūm

)
, r̄m :=

(
0
f̄m

)
,

Aw̄m +Nλ̄m = r̄m.

A

(
μ̄− λ̄m

)� (
N�w̄m − ḡm

)
≤ 0

μ̄

Ω := (−h0 − L,−h0)× (0, 2) h0 = 0.1
L = 10 I = [0, 0.8] E = 900, ν = 0 ρ ≡ 1

ΓC = {−h0} × [0, 2]
ΓD = ∅ ΓN = ∂Ω\ΓC

us ≡ 0 vs ≡ (v0, 0)
� v0 = 10

g ≡ h0 c0 =
√

E/ρ = 30 τw = v0/c0 = 1/3
Ω t1 = h0/v0 = 0.01
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��� MK = 640

���� �� ���� �� ��� �	
�	�
� 
��������� λKH ��� H = 2h� K = 2k� pt = ps = 1� qt = qs = 0�
Mh = 20480 	�� �������� ��
��� �� ��
� �����

MK = 80 MK = 160 MK = 320 MK = 640

Mh = 1280 ��	��� ����	��� ����	��� ����	���

Mh = 5120 ��	��� ��	��� ����	��� ����	���

Mh = 20480 ��	��� ��	��� ��	��� ����	���

��	� 
� ��	������ ���� ��� ps = pt = 1� qs = qt = 0� H = 2h� K = 2k

��� ��
� ��� ������
 ����	�� �� t2 = t1 + 2τw = 203/300� ��� 	�	����� �����	��
��� u := (u1, 0)
�� ���� 
���� ��

u1(x1, x2, t) :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
v0t, t ≤ t1

h0 + v0min
{
−h0+x1

c0
, τw − |t− t1 − τw|

}
, t1 < t ≤ t2

h0 − v0 (t− t2) , t2 < t

,

��� 	�	����� �������� v := (v1, 0) ��

v1 (x1, x2, t) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

v0, t ≤ t1

0, t1 < t ≤ t2, −h0+x1
c0

≤ τw − |t− t1 − τw|
−v0sign (t− t1 − τw) , t1 < t ≤ t2, −h0+x1

c0
> τw − |t− t1 − τw|

−v0, t2 < t

,

	� ���� 	� ��� ���
	� ����	�� ������ ��

σnn (x2, t) = λ (x2, t) =

{
0, t < t1, t > t2

−Ev0
c0

= −300, ����
. ��� 

��� 	�	�����	� �������� �� �������	��� �� !�
��� "�

#� 	������ ��� 	����	�� ���� �������� �	�	
����� �� ��� ��������� �$	
���� %� !�
���

�� ��� �	
�	�
� 
��������� λKH �� ������� ���� ��� ��
� ������	� I� ����� λKH �� �����	�� ��

ΓC �� ����� ��
� ����� �� �	� ��
���� ��� ��	��	� ����������� %� !�
��� ��	 � ��� �	
�	�
�


��������� ��������� ���� ��� 	�	����� ����	�� ������ 
���� �� ��� 	�� ���� �� ������	����� 	�

	��� &������� �� �� ��� 	 �
	���� ��
� ���� ��'�� �	�
� ������	����� 	�� ��������� ��� !�
���

��� � ���� �� 	 �����	� ���	����� ����� �	� �� ���� ��� �������� �	�	
������ %� �	������	��

�� ������� ���� ����	�������� ��� pt = qt 	�� K = 2k 	� ���� 	� ��� pt − 1 = qt 	�� K = k�



� �������	
 ����
�� ��

MK = 80 MK = 160 MK = 320 MK = 640

Mh = 1280 ������ �������� �������� ��������

Mh = 5120 ������ ������ �������� ��������

Mh = 20480 ������ ������ ������ ��������

���� �� 	���
�
�� ���� �
� ps = 2� pt = 1� qs = 1� qt = 0� H = 2h� K = 2k

MK = 80 MK = 160 MK = 320 MK = 640

Mh = 1280 ������ �������� �������� ��������

Mh = 5120 ������ ������ �������� ��������

Mh = 20480 ������ ������ ������ ��������

���� �� 	���
�
�� ���� �
� ps = 3� pt = 1� qs = 2� qt = 0� H = 2h� K = 2k

MK = 80 MK = 160 MK = 320 MK = 640

Mh = 1280 ������ �������� �������� ��������

Mh = 5120 ������ ������ �������� ��������

Mh = 20480 ������ ������ ������ ��������

���� �� 	���
�
�� ���� �
� ps = 1� pt = 2� qs = 0� qt = 0� H = 2h� K = k

MK = 80 MK = 160 MK = 320 MK = 640

Mh = 1280 ������ �������� �������� ��������

Mh = 5120 ������ ������ �������� ��������

Mh = 20480 ������ ������ ������ ��������

���� 	� 	���
�
�� ���� �
� ps = 1� pt = 2� qs = 0� qt = 1� H = 2h� K = 2k

MK = 80 MK = 160 MK = 320 MK = 640

Mh = 1280 0.13% 1318% 2760% 6114%
Mh = 5120 0.053% 0.076% 1205% 4205%
Mh = 20480 0.093% 0.019% 0.049% 1302%

���� 
� ������ ���
��

� �
� ps = pt = 1� qs = qt = 0� H = 2h� K = 2k
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�� ��� 	������ �� 
������
���
������ ���� ������
� 	
�
������� �
 �
��� �� ��� 	
�
������ pt = ps = 1� qs = qt = 0�
H = 2h� 

� K = 2k 
�� ��
�������� �� ������� ��
��� ���
���� ��� 
�� ���� ���	 ����� K
���� K ≥ Ch �� MK ≤ C̄

√
Mh� �
��� � 

�� ���� ��
� ��� ��
������ ���� 
�� ��	�
� �
 ps



� qs� ���� ��� ������ �� ��� �	
��
� �
��� ��
����
� �� 
�� �����

�� �
 ��� �
����  

� !�
"�
��
��� �
��� ��
����
� �
 ���� ��� ��� �������� 

� ��� ���	�
����
� #pt = 2$ 
�� �������
%� &���� �� �����
� ���� ���� 	�������� ��
��

� '
��

�� �����	���� �
 ��� �
�� ����� ����
qt = 0 

� K = k� ���� 
		��
�� ��
�� �� ��� �
�� ��
������ 	��	������ (��� ��)� ��� 
		��
��
�
��� �
 qt = 1 

� K = 2k� ����� ���� 
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