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w ∈ H1
0 (Ω), a(w, v − w) +
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Ω

cj(v)dλ−
∫
Ω
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Av := −
d∑

i,j=1

∂

∂xj

(
αij

∂

∂xi
v

)
+ βv
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 β ∈ L∞
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αij(x)ζiζj ≥ C|ζ|2 ∀ζ ∈ R
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j′(x;h) = inf
t>0

(
j(x+ th)− j(x)

t
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����� �	 ����� x ∈ R �	 ��� 
����
��	� h ∈ R� ����� ��
(hn) ⊂ R� (tn) ⊂ (0,∞) ��� ��&��	��� ��
�����	� hn → h �	
 tn → 0� 
��	 �

���
�

j′(x;h) = lim
n→∞

(
j(x+ tnhn)− j(x)

tn

)
,
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�	������ �	������	� �	
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�������	��
�� ��� ��� x, y ∈ R� �
 ���
�

j′(x; y − x) + j′(y;x− y) ≤ 0.
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v 	→
∫
Ω

cj(v)dλ

��������� �� $-( ��� ��.� ��� ���
� +∞ �� c ≥ 0 �
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�����
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����	 ���� ���	 ������� ������
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���� ��.� 
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��
���� ��	
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�� ��� ��� v ∈ H1
0 (Ω) �� 	��
� v+, v− ∈ H1

0 (Ω) ��


∇(v+) =

{
∇v �
�
 �� {v > 0}
0 �
�
 �� {v ≤ 0} , ∇(v−) =

{
∇v �
�
 �� {v < 0}
0 �
�
 �� {v ≥ 0} .

��������� �	� ��� H1
0 (Ω) � v 	→ (v+, v−) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) �� ����������


�� �� v ∈ H1
0 (Ω) �� � �������� ���	 �	��

vk := v −min(k,max(v,−k)) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
v − k �
�
 �� {v ≥ k}
0 �
�
 �� {|v| < k}
v + k �
�
 �� {v ≤ −k}

, k ≥ 0, 	
��


��������

‖vk‖2H1 ≤
∫
Ω

f |vk|dλ ∀k ≥ 0 	
�



��� ���� f ∈ Lp(Ω) ���	 p > max (d/2, 1)� �	�� �	��� ������ � �������� C

����
��� ���� �� Ω� p ��
 d ���	 �	��

‖v‖L∞ ≤ C‖f‖Lp .

������ ���� �
 �� ����� 
�� �� ��������� ��� ��� �� ������ ����� �� ���� �������   �!�"
	��� ���� �
� ������� #�$�
" ��� ��
� %�������& 
��"
� ��� L∞'����� �� �
 �� ��������
����� ��� ����� �� ���� �����   �(
" 	��� �)� ����� ��$"
� ����� *� *��� ��� �
 ��+����
������ *� ����,& ������ ��� ����� ��� ��� ���+������� �� ��� ������- ��� �� ������
���� d > 2 ��� ��.�� L(h) := {|v| ≥ h}� *����� �� ������ {|v| ≥ h} �� ��������� ���
{x ∈ Ω : |v(x)| ≥ h} 	��.��� �� �� ���� �� ������� /���
� ���� �� �����*� ���� ���
������+ ��������� H1(Ω) ↪→ L2d/(d−2)(Ω) ���� ����� �0���� � C > 0 *���� �������
���& �� Ω ��� d ���� ���� ��� ��� h ≥ k ≥ 0 *� ��+�

‖vk‖2H1 ≥ C2‖vk‖2L2d/(d−2) ≥ C2

(∫
L(h)

(|v| − k)
2d

d−2 dλ

) d−2
d

≥ C2(h− k)2λ(L(h))
d−2
d .

	
��

1� ��� ����� ����� ��� ���������� p > max(d/2, 1) �������

p(d+ 2)

2d
>

d+ 2

4
≥ 1

��� *� ��& ��� 23����4� ���5�����&� 6����4� ���5�����& ��� ��� ������+ ����������
�� ������ 	*��� ��� ���� �������� C �� �� 	
��



∫
Ω

f |vk|dλ ≤ 1

C

(∫
L(k)

|f | 2d
d+2 dλ

) d+2
2d

‖vk‖H1

≤ 1

C

⎛
⎝(∫

L(k)

|f |pdλ
) 2d

p(d+2)

λ(L(k))1−
2d

p(d+2)

⎞
⎠

d+2
2d

‖vk‖H1

≤ 1

C
‖f‖Lpλ(L(k))

d+2
2d − 1

p ‖vk‖H1

≤ 1

2C2
‖f‖2Lpλ(L(k))

d+2
d − 2

p +
1

2
‖vk‖2H1 . 	
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�� 
�� �	
�� ���� �	
	� ������

C2(h− k)2λ(L(h))
d−2
d ≤ 1

C2
‖f‖2Lpλ(L(k))

d+2
d − 2

p ,

�
�
�

(h− k)λ(L(h))
d−2
2d ≤ 1

C2
‖f‖Lpλ(L(k))

d+2
2d − 1

p =
1

C2
‖f‖Lp

[
λ(L(k))

d−2
2d

]s
�	
��

��� 
�� h ≥ k ≥ 0 ����

s :=

(
2d

d− 2

)(
d+ 2

2d
− 1

p

)
>

(
2d

d− 2

)(
d+ 2

2d
− 2

d

)
= 1.

���� �	
�� 
�� ���� ����
   
!�" �
 ���#�� ������ ���$�� ��� ��
� %
�$�� �$�&�������
�� ��� ������� λ(L(k0)) = 0 ���

k0 := 2
s

s−1
1

C2
λ(Ω)

(s−1)(d−2)
2d ‖f‖Lp .

'��� #��%�� ��� &�
�� ��� d > 2
 ��� d = 2 ��� 
��$����
���� $��� 
��%� �
� �� ��

������ �������� �� �
(� ���� 
&&�$�� ��
� ��� )�����% &��*$�
�� 2d/(d−2) �������
���
�� ��� ����������
 '�� ����+&
������ ����%��� 
�� ���
��������
��� �� �� ��
%� ���
#���� �� ��� ��
���
 ��� d = 1 ��� &�
�� �� ���%�
��� ��$�
 '��� &��#����� ��� #����


,� 
�� ��� �� ��� #������� �� 
�
��-� ��� ���%
������ �� ��� %
��
����
� ���.$
���� �/�0

������� ��	� ��� �������	
� �
� �
��
 ���� 	� 	� ���� �����

�� �
� ��� (c, f) ∈ L1
+(Ω)×H−1(Ω) ����� ��	��� � ��	��� �
���	
� w ∈ H1

0 (Ω) �

��� ���	��	
��� 	������	�� �/�


�� �� (c, f) ∈ L1
+(Ω) × Lp(Ω) �	�� p > max(d/2, 1) ���� ����� ��	��� � C > 0

��	!� ������� 
��� 
� d, p,Ω ��� A ��!� ���� ‖w‖L∞ ≤ C‖f‖Lp 

!� �� (c, f) ∈ Lp1

+ (Ω) × Lp2(Ω) �	�� p1 > max(2d/(d + 2), 1) p2 > max(d/2, 1) 
���� �
� ��� v ∈ H1

0 (Ω) 	� �
���

a(w, v) +

∫
Ω

cj′(w; v)dλ ≥ 〈f, v〉 
 �	
1�

�� �� (c, f) ∈ Lp1

+ (Ω) × Lp2(Ω) �	�� p1 > max(2d/(d + 2), 1) p2 > max(d/2, 1)
��� 	� j|(−∞,0]) ∈ C1((−∞, 0]) j|[0,∞) ∈ C1([0,∞)) ���� ����� ��	��� � ���!"
���	���� q ∈ L∞(Ω) ��!� ����

Aw + cq = f ��� q = j′(w) �
�
 	� {j(w) �= 0}.
�� �� (c, f) ∈ Lp

+(Ω) × Lp(Ω) max(d/2, 1) < p < ∞ j|(−∞,0]) ∈ C1((−∞, 0])
��� j|[0,∞) ∈ C1([0,∞)) ��� 	� Ω ��� � C1,1#�
������ ���� w 	� 	� W 2,p(Ω)


�� ����	!���� w ∈ C1(Ω) �
� ��� (c, f) ∈ Lp
+(Ω)× Lp(Ω) �	�� p > d


$�

�


2� 
� '�� ������
� ���� a �� H1
0 3����#��& 
�� &�����$�$� �$� �� 2��$�#���� 	
�


�� �������&��4 ���.$
����
 �$������ �� ���
�� ���� �
��$4� ����
 
�� ���
#��#������ �� j ��
� ��� �$�&����
�

H1
0 (Ω) � v 	→

∫
Ω

cj(v)dλ ∈ R ∪ {∞}

�� &��%�5� #��#�� 
�� ����� ����&�����$�$� ��� 
 +5�� c ∈ L1
+(Ω)
 '��� 
�����

$� �� 
##�� ��
��
�� ���$��� 
�� �
�
� ��	� '������ �
�"� �� ���
�� ��� $��.$�
���%
������ �� �/�


�



�� �� ��� w �� ��� 	
��	� 
��	���
 �� ��� �
� ��� wk� k ≥ 0� �� ���
�� �
 �
 ������
���
 �� ��� ����
� ��� ��
� �	
����
 v := w − wk �
 ��� �� �����
 �	
�
�
����� ��� ���

∫
Ω

d∑
i,j=1

−αij∂iwk∂jwk − βwwkdλ

+

∫
{w>k}

c
(
j(k)− j(w)

)
dλ

+

∫
{w<−k}

c
(
j(−k)− j(w)

)
dλ ≥ −

∫
Ω

fwkdλ. ��� �

!�
�� j �
 ��
���
������ �
�"��
�
� �
 [0,∞) �
� ��
���
������ ���"��
�
�
�
 (−∞, 0]� �
� 
�
�� β ≥ 0 ���� �
 Ω� �� ������
 �"�� ��� � ��
 �����
����

���� �

	�#���
 ��� �
� $"���"���
% �
��	������ ���� ���"� �&�
�
 � ��

��
�
C ��#�
��
� �
�� �
 d,Ω �
� A 
	�� ����

‖wk‖2H1 ≤
∫
Ω

C|f ||wk|dλ ∀k ≥ 0�

'
�
� ����� ��� �� 
�� �����
 ��� ������
�� �� ��� v ∈ H1

0 (Ω)∩L∞(Ω) �
� t ∈ (0, 1) �� �"���"�"�� ���
 �� ��� ����
� ���
��
� �	
����
 w + tv �
 ��� �� �����


a(w, v) +

∫
Ω

c
j(w + tv)− j(w)

t
dλ ≥ 〈f, v〉 �

(��� ���� �� ������
 �"�� f ∈ Lp2(Ω)� p2 > max(d/2, 1)� ���� w �
 �

�
������
��	
��� �
 Ω �
�� ���� $	"���"� �� �����
 �"�� ����� ��� �� ���� j �

��#
����) �
 ��� �
��"*�� [−‖w‖L∞ − ‖v‖L∞ , ‖w‖L∞ + ‖v‖L∞ ]� ��	
� ���"�
�&�
�
 � C > 0 ����∣∣∣∣j(w + tv)− j(w)

t

∣∣∣∣ ≤ C|v| ∈ L∞(Ω) ∀t ∈ (0, 1).

'
�
� ��� ����
���� ��
*�"��
�� ����"��� �� ��� 
�� ���	��

a(w, v) +

∫
Ω

cj′(w; v)dλ ≥ 〈f, v〉 � ���+�

���
 #"�*�
 �� ��" ��� v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)� ,� v �
 	
��	
���� �� ��
 ����
�

��� �	
����
 vk := min(v+, k) + max(v−,−k) ∈ L∞(Ω)� k ≥ 0� �
 ���+� �
�
�&#���� ��� #�
���*� ������
���� �� ��� ��"�����
�� ��"�*���*� �� �����


a(w, vk) +

∫
Ω

cj′(w; 1)min(v+, k)dλ

+

∫
Ω

cj′(w;−1)min(−v−, k)dλ ≥ 〈f, vk〉 �

�����
� k → ∞ �
 ��� ���*� �
� 	
�
� ����
 ��� ����
���� ��
*�"��
��
����"�� ����� ��� ��-�"�
� (‖j′(w; 1)‖L∞ + ‖j′(w;−1)‖L∞)c|v| ∈ L1(Ω)� ���
��� !�����* �������
�
� p1 > max(2d/(d + 2), 1) �
� ��� ����� ��#
����)
��
��
	��� �� ��� �	
����
 j� �����
 ���.� �� ��� �����	
 �	��


�



�� �� �� ����	 
�	 	�
�
	��	 �� 
�	 ����� ���
���	 q� �	 	����� �� ������
��

��
�����	�
� ����
�	� ��� ε > 0 
�	 �	�����
�	� ���
�

���� 
�	����

�

wε ∈ H1
0 (Ω), a(wε, v − wε) +

∫
Ω

cjε(v)dλ−
∫
Ω

cjε(wε)dλ ≥ 〈f, v − wε〉

∀v ∈ H1
0 (Ω)  !ε�

�

�

jε(x) :=
√

ε+ j(x)2 −√
ε ∀x ∈ R"

��	� jε : R → [0,∞) 
� � ����	� ����

�� ��

���
�� jε(0) = 0 ��� 

 �������
���� �� 
��
 
�	�	 	�
�
� � ��
��	 ����

�� wε 
�  !ε�" #��	��	�� �	 ��
�
�
���� �� 
��
 
�
� ����

�� ��

�$	� ‖wε‖L∞ ≤ C‖f‖Lp2 ��� ���	 ����
��
 C
��
�� ��	� ��
 �	�	�� �� ε" %�
	 
��
 
	�

�� �

� w 
�  !ε� ��� wε 
�  !�
�
	���

a(w − wε, w − wε) ≤
∫
Ω

c (jε(w)− j(w) + j(wε)− jε(wε)) dλ ≤ 2
√
ε‖c‖L1 ,


"	"� �	 ���	 ‖w−wε‖H1 → 0 �� ε → 0" &��
�	�� 

 ������� ���� 
�	 �	$�


��
�� jε� j|(−∞,0]) ∈ C1((−∞, 0])� j|[0,∞) ∈ C1([0,∞)) ��� j(0) = 0 
��
 jε 
�
���

������� �
'	�	�

���	 �

�

j′ε =
jj′√
ε+ j2


� R \ {0}, j′ε(0) = 0.

��
� 
���
	� 
� ����
��

�� �

� �� 
��


a(wε, v) +

∫
Ω

c
j(wε)j

′(wε)√
ε+ j(wε)2

1{wε �=0}vdλ = 〈f, v〉  (")�

����� ��� ��� v ∈ H1
0 (Ω)� ��	�	 1{wε �=0} ∈ L∞(Ω) 
� 
�	 
��
��
�� ����

�� ��


�	 �	
 {wε �= 0}" ��	 ����� ���
���	

qε :=
j(wε)j

′(wε)√
ε+ j(wε)2

1{wε �=0}  ("*+�

���	��
�� 
�  (")� ��

�$	�

‖qε‖L∞ ≤ max
x∈[−‖wε‖L∞ ,‖wε‖L∞ ]\{0}

|j′(x)| ≤ C < ∞

�

� � ����
��
 C 
��	�	��	�
 �� ε" ����� 
�	 ���
�� {qε}ε>0 
� �����	�

� L∞(Ω) ��� �	 ��� ����� 
�	 
�	��	� �� ,�����-������� 
� 	�
���
 �
����	��	��	  ���	���	�	�� ���� 
��
 qε ����	��	� 
� ���	 q ∈ L∞(Ω) �"�"
"

�	 �	��.-
������� 
� L∞(Ω) ∼= L1(Ω)∗ �� ε → 0" /�
�� 
��
 ‖w−wε‖H1 → 0
����� ��� ε → 0 ��� 
��
 �	 ���	 cv ∈ L1(Ω) ��	 
� 
�	 0����	� 	��	��
���
��� p1 > max(2d/(d+ 2), 1)� �	 ��� ���� 
� 
�	 �
�

 
�  (")� 
� ��
�
� 
��


�	 �	�� �
�

 q ��

�$	�

a(w, v) +

∫
Ω

c qvdλ = 〈f, v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω).

��
� ����	� 
�	 ���
�" ��	 ���
 
��
 q = j′(w) ����� �"	" 
� {j(w) �= 0}
������� 
�
�
���� ���� 
�	 ��
�
�
�	 ����	��	��	 ��  � ����	��	��	 ��� qε 
�
j′(w) �"	" 
� {j(w) �= 0}  �		  ("*+� ��� ‖w − wε‖H1 → 0�"

�



�� �� �� (c, f) ∈ Lp
+(Ω) × Lp(Ω)� max(d/2, 1) < p < ∞� j|(−∞,0]) ∈ C1((−∞, 0])

�	� j|[0,∞) ∈ C1([0,∞))� 
��	 �
 �
��
�� ��
� ���
 �� 
� 
�� 
��
��� �	�
max(d/2, 1) ≥ max(2d/(d+ 2), 1) �
� ��� d ≥ 1 
��
 
���� ����
� � q ∈ L∞(Ω)
��
�

−
d∑

i,j=1

∂

∂xj

(
αij

∂

∂xi
w

)
+ βw = −cq + f =: f̃ .

����� w �
���� �	 �����
�� ���
��� ������	
��� ����
�
	 
� ���
	� 
���� ��
�
����
���	� ���� f̃ ∈ Lp(Ω) �	� �� ��	 ����
� �
�	���� ��������
� �����
�
���� �  � ���
��� !" #$� �	� 
�� %
&
��� ��&����	�� 

 
&
��	 
�� �����"

'� �����( 
��
 ���
 �� 
� ���
��� )"* ��	 ���
 &� ��
��� ��
� �����+�
�
	 ������	
�
���" �#$�" ,

� 
��
 �	 ���
 �
��
��� �� ���� 	

 �	���+� 
�� ��	��
���
� 
� 
�� ����(
�����&�� q ��
� ������
 

 ���
��&�
�
	� 
� c �	� f ��	 �
	
���
 

 
�� ����
��� �	 �-$�"
�	 
�� �	������� 
�� ����( �����&�� q �� 
	�� 	����� 

 
&
��	 
�� ��������
� �����
 �	
���
��� )"* ��"

�� ����� ��	
����
 ���������� �� ��� �������� ��	� .���	� �
����� 
��
����
�	��� 
�� �	����	��� �	� 
�� ��������
� 
� 
�� �
��
�
	 w 

 �/�� �� 	
� 
��	

�� �

�	
�
	 

 
�� �����	� ��
���
��� 
� 
�� �
��
�
	 
����

� S : (c, f) 	→ w" �	
���
 �
��
��� �� 0��
 �	���+� 
�� �
	
�	��
� 
� S �� � ��	�
�
	 ��
� Lp

+(Ω)× Lp(Ω)�
p > max(d/2, 1)� 

 H1

0 (Ω)" ��� ���	 �����
 
� 
��� ���
�
	 ��1

������� ��	� ��� �������	
� �
� �
��� ��� p > max(d/2, 1)� ��� ��� r > 0 ��

���	����� ��� ����
 ���� ����� ��	��� � �
������ C ������	�� 
��� 
� d, p,Ω, A, r ���

j ���� ���� ��� �
���	
� 
�����
� S : (c, f) 	→ w ���
�	���� �	�� �/� ���	����

‖S(c1, f1)− S(c2, f2)‖H1 + ‖S(c1, f1)− S(c2, f2)‖L∞

≤ C
(
‖c1 − c2‖Lp + ‖f1 − f2‖Lp

)
�
� ��� (c1, f1), (c2, f2) ∈ Lp

+(Ω)× {f ∈ Lp(Ω) : ‖f‖Lp ≤ r}

��

�" 2�
 f1, f2 ∈ Lp(Ω) ��
� ‖f1‖Lp , ‖f2‖Lp ≤ r �	� c1, c2 ∈ Lp

+(Ω) &� ��&�
����
&�
 0���" 3�	

� ��
� w1 
�� �
��
�
	 S(c1, f1) �	� ��
� w2 
�� �
��
�
	 S(c2, f2)"
���	 �� (	
� ��
� ���
��� )"* &� �	� �� 
��
 ‖w1‖L∞ , ‖w2‖L∞ ≤ C �
��� ��
� �
�
	�
�	
 C ����	��	� 
	�� 
	 d, p,Ω, A �	� r �	� 
��


a(w1, v) +

∫
Ω

c1j
′(w1; v)dλ ≥ 〈f1, v〉

�	�

a(w2,−v) +

∫
Ω

c2j
′(w2;−v)dλ ≥ 〈f2,−v〉

�
��� �
� ��� v ∈ H1
0 (Ω)" ����	� 
�� �&
�� �	������
��� ������

a(w1 − w2, v) +

∫
Ω

(c1 − c2)j
′(w1; v)dλ+

∫
Ω

c2

(
j′(w1; v) + j′(w2;−v)

)
dλ

≥ 〈f1 − f2, v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω). �4" �

�



�������� v = w2 − w1� 	
 ��	 ���
�� ������ 
� �� �
��
 ���� �����
� 
��
������

�� ��
 ���
� ��������� ���������� �� j�

a(w1 − w2, w1 − w2)

≤ 〈f1 − f2, w1 − w2〉+
∫
Ω

(c1 − c2)j
′(w1; sgn(w2 − w1))|w1 − w2|dλ

+

∫
Ω

c2

(
j′(w1;w2 − w1) + j′(w2;w1 − w2)

)
dλ

≤ C
(
‖f1 − f2‖Lp + ‖c1 − c2‖Lp

)
‖w1 − w2‖H1

	��� 
 �����
�� C �
�
����� ���� �� d, p,Ω, r 
�� j� ����
��
�����

‖w1 − w2‖H1 ≤ C(d, p,Ω, A, r, j)
(
‖c1 − c2‖Lp + ‖f1 − f2‖Lp

)
.

���� � ��
� ��
 ���
� ��������� ���������� �� H1(Ω)� !�  
�
��� �� � ��
 ��
 �����	��

��
������ 
����
�
� �� ���� 
��� 	
 �����
 ��
 �
�� �������� v = −(w1 − w2)k� k ≥ 0�
�� �"�#�� 	�
 
 (w1 − w2)k �� �
$�
� 
� �� ���#�� ���� ��
���

a((w1 − w2)k, (w1 − w2)k)

≤ 〈f1 − f2, (w1 − w2)k〉+
∫
Ω

(c1 − c2)j
′(w1;−(w1 − w2)k)dλ

+

∫
Ω

c2

(
j′(w1;−(w1 − w2)k) + j′(w2; (w1 − w2)k)

)
dλ. �"���

%��
 ��
� ��
 �������
 �����
�
��� �� ��
 �� 
�����
� �
 ��
���
� ��
 �
$������ ��
(w1 − w2)k 
�� 
� �� �
��
 ��� �����

∫
Ω

c2

(
j′(w1;−(w1 − w2)k) + j′(w2; (w1 − w2)k)

)
dλ

=

∫
{|w1−w2|>k}

c2

(
j′(w1;− sgn(w1 − w2)) + j′(w2; sgn(w1 − w2))

)
(|w1 − w2| − k)dλ

=

∫
{|w1−w2|>k}

c2

(
j′(w1;w2 − w1) + j′(w2;w1 − w2)

) |w1 − w2| − k

|w1 − w2| dλ

≤ 0.

����� �� �����	� � �� �"��� ��
�

‖(w1 − w2)k‖2H1 ≤ C(d, p,Ω, A, r, j)

∫
Ω

(
|f1 − f2|+ |c1 − c2|

)
|(w1 − w2)k|dλ

����� �� 
�� k ≥ 0� �
��
 ��" �� ��	 ��
���

‖w1 − w2‖L∞ ≤ C(d, p,Ω, A, r, j) (‖f1 − f2‖Lp + ‖c1 − c2‖Lp) .

���� � ��
� ��
 ��
���

�



�� �������	 
�� ��� 
���������� ����������	 ����	���� �� ������� 	
�
�����
 ��� �������� ��� S : Lp

+(Ω) × Lp(Ω) → H1
0 (Ω), (c, f) 	→ w
 p > max(d/2, 1)


�� H1� ��� L∞���������� �� ������� ����
 ���� �� ��� ���� ����������� ��� ��� ���
���� ��� �� �������
 ��� � �����
 ���� S �� �!�� ���������� ���� c �� ��������� ����
��� ��� ������"���������� ���� �� �#$ �����������$
 ��� ���� ��� ����� �� ���������
��� ��� ��"�������� �������!��� ��������% &� � ����� (h, g) ∈ Lp(Ω) × Lp(Ω) ����������
c+ t0h ∈ Lp

+(Ω) ��� ���� t0 > 0 �� ��!�� ����� (c, f) ∈ Lp
+(Ω)× Lp(Ω) ��������� ���

' ��$
 ���� ��� ����� ��������� ���������� �� ��� �������� �������� S ������� ���� ���
��"������ (��������

δt :=
S(c+ th, f + tg)− S(c, f)

t
, 0 < t < t0,

������ ������� �� H1(Ω) ��� L∞(Ω) �� t ����� �� ����
 ���� ������ ���� ��� �!���
��(����� tn ⊂ (0, t0) ���������� tn → 0 �� ��� '�� � �����(����� ������������ ���
����������$ ���� ���� ��� ���������� ��"������ (�������� δtn ���!���� ������ �� H1(Ω)

�������� �� L2(Ω) ��� ��������� �
�
 �� Ω �� � �������� δ ∈ H1

0 (Ω)
 &� ���� �������

��� ���� ���� �� �� ���� ���� ���� ���� ����� δ �� ���(��
 �
�

 ����������� �� ���
������ �� ����$��(������
 ��� ���� ��� ��"������ (�������� δtn ���!���� �!�� ��������
�� H1(Ω)
 &� ���� �� �����������
 ���� �� ������� ����������� �� ������������� ���� S
�� ������������� ��"���������� �� (c, f) �� ��� ��������� (h, g) ���� S′((c, f); (h, g)) = δ
���
 ���� ���� )*+$
 ,� ��� �� �������� ��� ��������� ���������%

���������	 
���

� p > max(d/2, 1)�
� (c, f) ∈ Lp

+(Ω)× Lp(Ω) �� ��������	 �
� ��
� ����� w := S(c, f)��
� (h, g) ∈ Lp(Ω) × Lp(Ω) �� ��������	 �
� ��
� �
�� ���� ��
�
 
����� � t0 > 0
���� c+ t0h ∈ Lp

+(Ω)�
� 0 < tn < t0 �� � �
�

��
 �
����� �� �
�� �� n → ∞�
� ��
 ���
�
��
 �
���
��� δn := δtn ��������
� ���� tn ������	

δn ⇀ δ �� H1(Ω), δn → δ �� L2(Ω), δn → δ ��������
 ��
� �� Ω

��� ���
 δ ∈ H1
0 (Ω)�

�� ���!� ���� ��� ���� ����� δ �� ���(��
 �� '��� ���� ���� ��� ��'������ �� δn ������
S(c+ tnh, f + tng) = w + tnδn
 -����(������
 ��� ��� v ∈ H1

0 (Ω) �� �� ���� ����

a(w + tnδn, v − w − tnδn) +

∫
Ω

(c+ tnh) j(v)dλ−
∫
Ω

(c+ tnh) j(w + tnδn)dλ

≥ 〈f + tng, v − w − tnδn〉 . �.
�$

&� �� ������ ��������� �� ��� ���� v = w + tnz
 z ∈ H1
0 (Ω)
 �� �.
�$
 ���� �� ������

����� ���� �������������

a(δn, z − δn) + Jn(z) +Hn(z)− Jn(δn)−Hn(δn) ≥ 〈g, z − δn〉 ∀z ∈ H1
0 (Ω) �.
/$

����

Hn(z) :=

∫
Ω

h
j(w + tnz)− j(w)

tn
dλ

��



���

Jn(z) :=
1

tn

(
a(w, z) +

∫
Ω

c j′(w; z)dλ− 〈f, z〉
)

+
1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnz)− j(w)

tn
− c j′(w; z)dλ

)
� �����

	� 
�� 
��������� ��� ��� ���� �� 
� ���� 
� 
�� ����
 n → ∞ �� ����� ��� 
� ���� 
��


�� ����
 δ �� �
���
 
�� ����
��� �
 �� �����
�� �����
����� ��������
� ����� ���� ��

������ �� 
�� �������� (tn) ��������� �� ������
��� �� � 	
 
��� �� ������� 
��� δ ��
������� ������ ��� 
�� ����
��� ��� S �� ������ �����
������� ��!����
������ "�
� 
��


�� 
�� Hn#
���� �� ����� 
�� ����
 
�����
��� n → ∞ �� ������
��� ����������
��$

����� ���� ��� �������	
�� �
� ��� �
� �
��
 ���� �
� ��� z ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) 	�

	� ���� ����

Hn(z)−Hn(δn) →
∫
Ω

hj′(w; z)dλ−
∫
Ω

hj′(w; δ)dλ.

��

�� %� &��� 
��� '������ ��� 
��
 ‖w‖L∞ ≤ C‖f‖Lp ��� �
 z ∈ L∞(Ω)� 
���
‖w+ tnz‖L∞ ≤ C‖f‖Lp + t0‖z‖L∞ � (��������
��� 
���� �)��
� � ����
��
 C > 0 ����

��
 ‖w‖L∞ , ‖w + tnz‖L∞ ∈ [0, C] ����� 
�� ��� n ��� �� ��� ��� 
�� ����� *������
+
���
����
� �
 j �� �������
��� ��
� 
�� ������
�� ����������� 
������ 
� ��
���

Hn(z) =

∫
Ω

h
j(w + tnz)− j(w)

tn
dλ →

∫
Ω

hj′(w; z)dλ.

,�� Hn(δn)� �
 
������ 
��� w + tnδn = S(c + tnh, f + tng) ��� '������ ��� 
��

‖w + tnδn‖L∞ ≤ C(‖f‖Lp + t0‖g‖Lp)� ,��
���� �� ���� � ���
��� ����� �� ‖δn‖L∞

��� 
� '������ �� � '���� �� ��� ����� ��� 
�� ������
�� ����������� 
������
��� 
�� -������� ��!����
������
� �
 j 
� ������

Hn(δn) =

∫
Ω

h
j(w + tnδn)− j(w)

tn
dλ →

∫
Ω

hj′(w; δ)dλ.

'��� ������ 
�� ������

.�
��
���
���� ������� 
� 
�� ����
 n → ∞ ��
� 
�� Jn#
���� �� ����� �� ���� ����
��/���
� 0�� 
� 
�� ����
��� ������ �
 tn �� ����� ��� ����� j �� ��
 ������� 
�
�� 
���� ���
�������� ��!����
������ �
 �� ���
��
�� �������� 
��
 
�� �������� Jn(z)
�������� ��� 
�� ����
���� �������� �
 
�� ������ ����� ��!������ ���
���
�

1

tn

(
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− j′(w; δn)

)
�����

��������� �� Jn(δn) �� �� ������� ���� 
� ��
������� '� �������� 
���� ��������� ��
��
� 
�� 
��������$

����� ���� ��� �������	
�� �
� ��� �
� �
��
 ���� 	� 	� ���� ����

0 ≤ lim sup
n→∞

(
1

tn

(
a(w, δn) +

∫
Ω

c j′(w; δn)dλ− 〈f, δn〉
))

< ∞

���

0 ≤ lim sup
n→∞

(
1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− c j′(w; δn)dλ

))
< ∞.

��



������ �������� 	�
 	
�	 ���
	��� z = 0 �� ����� ��
���

〈g, δn〉 −Hn(δn) ≥ 1

tn

(
a(w, δn) +

∫
Ω

c j′(w; δn)dλ− 〈f, δn〉
)

+
1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− c j′(w; δn)dλ

)
≥ 0,

��
�
 	�
 ���	 ��
�����	� ����� ��
 	� �
��� ��� �� ��� ������ ��
 
���� ��� �������
���
���	
�� ���� 	�
 �����
��
�� �� 	�
 	
�� 〈g, δn〉 −Hn(δn)�

�
��� ��� ����� 	��	� ��	����� 	�
 	
�� Jn(z) ����	 �� 
��
 ��� �� ����	���� 	
�	
���
	��� z ∈ H1

0 (Ω)� 	�
 
!"�
����� Jn(δn) �� ����� ��� 	� �
���� �����
�� #� ���	
�������� �
 ���� ��
 	��� �����
��
�� "��"
�	� 	� ��	��� ����	����� �������	��� ����	
	�
 �
�$ ����	 δ ��� 	� �
��

 	�
 
���� �� 	
�	 ���
	���� 	��	 ��� 	� �
 
�����
�
� ��
	�
  ����	����� ��
�����	� ������ %� � &��	 
���
��
�

 �� �
��� ���� �
 ��	���'

����� ���� ��� �		
���
��	 ��� ��� ��� ����� ���� ��� ���� �
�
� δ �� ��� �
�������

�
��
���	 δn 
	 �� ������� �� ��� 	�������� ��
�
��� ����

Tcrit(c, f) :=

{
z ∈ H1

0 (Ω) : a(w, z) +

∫
Ω

cj′(w; z)dλ = 〈f, z〉
}
.

������ (��� 	�
 &��	 
�	���	
 �� �
��� ���� �	 �������

lim
n→∞

(
a(w, δn) +

∫
Ω

c j′(w; δn)dλ− 〈f, δn〉
)

= 0

��� 	�
 �
�$ 
�� 
��
�

 δn ⇀ δ ��
��� a(w, δn)−〈f, δn〉 → a(w, δ)−〈f, δ〉� (��	�
��
�
 ��	��� ���� 	�
 ������� L∞)����� �� δn� 	�
 ��
�� ��"�
��	* 
��	����	� �� 	�

���
	��� j ��� 	�
 ������	
� 
�� 
��
�

 	�
��
�∫

Ω

c j′(w; δn)dλ =

∫
Ω

c j′(w; 1)δ+n dλ−
∫
Ω

c j′(w;−1)δ−n dλ →
∫
Ω

c j′(w; δ)dλ.

��������� ��� �� 	�
 ��� 
 "�� 
� 	�
 
�����

����� ���� ��� 	�� Tcrit(c, f) ������ 
� ����� ��� 
	 � ���	�� ����� �����

������ ��
 
��
 "��"
�	� ��� 	�
 
���
��
�� �� Tcrit(c, f) ����	� 	�
 H1)	�"����� ��

	�� ���� �� �

 	��	 Tcrit(c, f) �� 
�� 
!� ��	
 	��	 ���� ����� ��� 	�
 
�� 
!�	� �� j
�	 ������� 	��	 ��� ��� z1, z2 ∈ Tcrit(c, f) ��� ��� s ∈ [0, 1] �	 �����

0 ≤ a(w, sz1 + (1− s)z2) +

∫
Ω

cj′(w; sz1 + (1− s)z2)dλ− 〈f, sz1 + (1− s)z2〉
= a(w, sz1 + (1− s)z2)− 〈f, sz1 + (1− s)z2〉

+

∫
Ω

c

(
lim
t→0+

j(sw + (1− s)w + t(sz1 + (1− s)z2))− j(w)

t

)
dλ

≤ s

(
a(w, z1) +

∫
Ω

cj′(w; z1)dλ− 〈f, z1〉
)

+ (1− s)

(
a(w, z2) +

∫
Ω

cj′(w; z2)dλ− 〈f, z2〉
)

= 0.

���� "�� 
� 	�
 
�����

��
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� ��
�� ��� �

����	���� 
� ���
�
	���
� w ���� �����  
� �� �		�
��� �������
��	 ������	��� 
� ��� !��� "��� ��
��
��������	� ��� �� ��#������� 

	�������� ��� �������	 �
�� �� �#���	� ��� ��������	� ���

� ��� 
�
$����
� ���� ������������� ��� �������
��	 ����������� 
� ��� �
	���
� ��
� %�
����� �
 �&'� ��� �&(� �
� �����	� 
� ���� �

���

��	
 	��	 	�
 
������	
�� δ ∈ Tcrit(c, f) 
� ��	�
�
� ���� 	�
 O(tn)�	
��� 
� 	�

�
�	���
� ���
�	
���� 
�
����
	� ������ 
�
�� �
��� ��� 
� 
��
�	
���� 	�
  ���
��
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�� � !��	 ���
� �
�	����	
�� ������
� �� 	�
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� ���� "� �
 ���
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	 �
��
�� 	� �	��� #�
 � $�
 ��� ���
� 
������	
��$ ����	 δ 
� 
� ��
�

� 	�
 �����
��
�� ����
�	�

0 ≤ lim sup
n→∞

(
1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− c j′(w; δn)dλ

))
< ∞. ���%�

&����	���	
��� #��	  �� �
 �
�� 
� ���� ���%� �
�
��� �
��
�� �� 	�
 ��
 
�
 ��	��

�� 	�
 ��� 	
�� j ���� �	 �
��	 	� 	�
 ��	����' �
�	 (��#�
�)
� 	�
�
 
�  ���
�	�� ��
)
�
��� �	��	
)� 	��	  �� �
 ��
� 	� �	��� #�
 � 
���
 �	
��� ���%� ��� 
� j 
� ��
���
	���� ��� 	
�� ��	
���
�) 	�
  ���
	
��� 
� *�����	
�� ��� ���	���)� 	�
�
 ��
�
��  ����
� )
�
��� �
���	� ����	 	�
 �
���
�� �� �
 ��� ���
� �
+
�
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 ���	

�	� ��
 ���
, ��� 	
����  �� *�
,������'� 	�
��
�� -��� "�
��
� .�����/�� *� �  ���
��
� 
�

� #��	 �����#�� #
 ���
 	�  ��!�
 ��� ������
� 	� � ��
	���
 ��� ���� �� �����
���

�� ��������	�
 �	�
��
����� �	��
��	� ��������� ������ ��	����	�� 0
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�
���	�� #
 
����
 	�
 �����#
�) ���
 �
�	�
 	
�
  ���
	
��� �� 	�
 ��� 	
�� j1


����
���� ���� )� �
	�� j(x) = j1(x
+) + j2(−x−) ���� �
�*��+����� ��� �
���#

������
�� j1, j2 ∈ C2([0,∞)) ���������+ j1(0) = j2(0) = 0 ��� j′1(0), j
′
2(0) > 0�

������ ���� %� ��
������ ���� ��� ������+� ��������� �� ,����
� � ��� 
������
��������� ��� �	�
 �� ��
	
��� �� �������
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�
��� ��� �
� �#��
	�� �	�
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� ��� �
		
���+ �
	��0

* j �� � C1*������
� ���������+ ��� �
�����
�� �� -����
��
� 1�& ��� j′ �� 	
��		�
2�
������ �
�����
�� ��� �������
��		� ��3��������	��

* j(x) = |x|1+ε ���� ε > 0�
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{w �= 0} �
�
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 �������� �� 	�
 
�� 	
�
 �
	�� "� �
 ���
 	� 	��( ����	 	�� 
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 	� ��(
 ���
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���1
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���������	 
�� 
���������� �		�
���
�	��

�� �� ����	 f ∈ Lp(Ω)
 p > max(d/2, 1)
 0 < c ∈ C(Ω) ��� w ∈ C1(Ω)∩W 2,1(Ω)�

� ��� 	�� ∂{w �= 0} ⊆ Ω �	 � λd����� 	�� ��� ����� ���	�	 � 	�� C ⊆ Ω 	��� ����

��� ��������� �	 �����
� C �	 ���	�� ��� ��	 H1��������� ���� �����
 cap2(C,Rd) = 0�

� ∂{w �= 0}\C �	 � 	����� (d−1)������	����� ���	����� 	�
�������� �� Rd

� ��� 	��	

N+ := {∇w = 0} ∩ ∂{w > 0} \ C
N− := {∇w = 0} ∩ ∂{w < 0} \ C

��� ������ ��� ���� �� ∂{w �= 0} \ C�
!��� ��� �� ���� ������	
 ���� �� �	� ���  ����
�� w
 �� �����	 ���� ���
C1������	������ � �� ��� 	������� S(c, f)�

�

� ��
���	 ��� �� 
���� ��������� ��� �
�����
�	 �� �		�
���
� ����

������ 
���

�� ��� �		������� w ∈ C1(Ω) ∩ W 2,1(Ω) �	 ������������� ���"���� �� Ω ��	 �
C1,1�
������� ��� �� f ∈ Lp(Ω) ����	 ��� 	��� p > d �	�� ������� #�$ ����


� %����� ���� � 	�� N ⊂ R
d �	 ������ � 	����� (d − 1)������	����� ���	�����

	�
�������� �� Rd �� ��� ��������� ����	 ���� &#'(�� )�� ��� � ∈ N ����� ���	�
�� ���������� ����	��������� R ∈ O(d)
 �� ���� 
��� B ⊂ R

d−1
 �� ����
����� �� J = (a, b) ��� � ���	����� ���������	 ��� h : B → J 	��� ����

� ∈ R(B × J) ��� N ∩R(B × J) = R({(x, h(x)) : x ∈ B}).
*��� ���� ���� ��� �� ���� ������	
 �� �	� ��� ��������� ��� ������	 ��� ���
���������� ��	� d = 1�
� R

0 := {0} ����� ��� ���� 
��� B := R
0�


� ��� 	�� R
0 × R �	 ������"�� ���� R
 ����
 �� J ⊆ R ��� B = R

0
 ����
B × J := J ��� B × J := J �

�� �� ��� 	�������� �� +		������� '�,
 ��� ���� �� ∂{w �= 0} ∩ Ω ���� ∇w �= 0

����
 ��� 	��

M := ∂{w �= 0} ∩ {∇w �= 0} = {w = 0} ∩ {∇w �= 0} ⊂ Ω,

�	 � (d−1)������	����� C1�	�
�������� �� Rd ���� �������� �������� ���������
�� -���� N+ ��� N− ��� ������ ��� ���� 	�
	��	 �� ∂{w �= 0} \ C
 ���� ���

����	�� �	 	����� (d− 1)������	����� ���	����� 	�
��������	 �� Rd�
�� -���� M,N+ ��� N− ��� 	����� (d−1)������	����� ���	����� 	�
��������	


�����	 �� ���	� 	��	 ��� �������"��� ���� &.
 #.(��
�� ��� �������� ��������� ����	�� �� C �� ���� 
� �� +		������� '�, ����	 ���

��������� ���� &#
 /������ '�0�#(��

0 = inf
{‖φ‖H1 : φ ∈ Cc(R

d) ∩W 1,∞(Rd), 0 ≤ φ ≤ 1, φ ≡ 1 �� � �
��� �� C} .
��� �
� � �������� ���� ��	��� ���� C �	 	� 1	����1 ���� �� ��� ������� ��
���� ��� ����� �� ����� '�.$�� �� ��������
 C ���� ������� ����� �����	�����
����	 �� ��� 
������� ∂{w �= 0} ���� ������ 
� ������� ������������ �������
��2�� ���
���	
 ����
 �	������ ����	 �� ��� �������� w �� �����	 ����� ��� 	��
∂{w �= 0} ��	 � ��	� ���� )����� '�.��

��



Ω

w > 0

w < 0

w < 0

w > 0

w > 0

M

N−

N−
N−

N−

N+

N+

N+

N+

N+

N+

C

w ≡ 0

w ≡ 0

���� ���� ��� �������	
 �	��
�	�� 	� �������	�� ���� ��� �	�	��� �	��� 
�� �
�� �� ��� �����
��

∂{w �= 0} ⊆ Ω� �� ��� ���� ����� 	� ����� w ≡ 0� ��	��� 
���
	��� 	� C 
�� �
���� �� ��

� ���
����

��� ���� M,N− ��� N+ ��� �����	�� �� 
���
 ����� ��� ���
 ������	������ �� ����	 ��	 	��	 N+

��� N− �� ��	 ����������� ���� 	� 
� �������	 ��� 	��	 	���� �� ������ � ������ �� ���� ����� M�

���� ���� �� ��� 	��
����� �� �		

�����	 ��� ��� ���� �
� ��	� ����� ��������� ��
��

� ��� ��� �� ��������� �	 ������	�

����� ���� ������� ��	� 
��������
� ���� ��� 	
� ��� 	�� �	������� ���
 �� �����

−cj′2(0) ≤ f ≤ cj′1(0) λ
d�	��� �
 {w = 0} 	
� �� �� ���� ��	�

z ∈ Tcrit(c, f) ⇐⇒ z+ ∈ Tcrit(c, f) 	
� z− ∈ Tcrit(c, f)

⇐⇒ z+ = 0 λd�	��� �
 {w = 0} ∩ {−cj′2(0) ≤ f < cj′1(0)} 	
�

z− = 0 λd�	��� �
 {w = 0} ∩ {−cj′2(0) < f ≤ cj′1(0)}. �����

������

��  ���� w ∈ W 2,1(Ω) ��� f ∈ L1(Ω)� �!�"� �
����	∫
Ω

(Aw)zdλ+

∫
{w �=0}

cj′(w)zdλ+
∫
{w=0}

c
(
j′1(0)z

+ − j′2(0)z
−
)
dλ

≥
∫
Ω

fzdλ ∀z ∈ C∞
c (Ω). ���!�

#� �� ����	� ��	� �
������	 z ∈ C∞
c ({w �= 0}) �� ��� ���$� ���%
����&� ��

������ �
	��' ���� ��� 	�� {w �= 0} �	 �����

Aw + cj′(w)− f = 0 ���� �� {w �= 0}� �����

��



���� ����	 
�� ���
	� �� �������

∫
{w=0}

(Aw)zdλ+

∫
{w=0}

c
(
j′1(0)z

+ − j′2(0)z
−
)
dλ ≥

∫
{w=0}

fzdλ ����	

��� 
�� z ∈ C∞
c (Ω)� ����� ∂{w = 0} �� 
 λd����� ���� ����	 ������

∫
{w=0}

(cj′1(0)− f)z+ − (cj′2(0) + f)z−dλ ≥ 0 ����	

��� 
�� z ∈ C∞
c (Ω) 
��� �� 
�������
����� ��� 
�� z ∈ L∞(Ω)� � �����! � �

�����
��� �"�������

z1 := 1{f>cj′1(0)} 
�� z2 := −1{f<−cj′2(0)}

�� ����	� �� ��
���� ���
�� −cj′2(0) ≤ f ≤ cj′1(0) 
��� �� {w = 0}� # �� ���$��
� � %��� ��
�� �� � � ����
�

�	 &� z+, z− ∈ Tcrit(c, f)� � �� �� ������� ���� � � ���$����� �� � � ���� Tcrit(c, f)
� 
� z = z+ + z− ∈ Tcrit(c, f)� &�� ���$������� z ∈ Tcrit(c, f)� � �� ��  ����

0 = a(w, z) +

∫
{w �=0}

cj′(w)zdλ+

∫
{w=0}

c
(
j′1(0)z

+ − j′2(0)z
−
)
dλ− 〈f, z〉

=

(
a(w, z+) +

∫
{w �=0}

cj′(w)z+dλ+

∫
{w=0}

cj′1(0)z
+dλ− 〈f, z+〉

)

+

(
a(w, z−) +

∫
{w �=0}

cj′(w)z−dλ−
∫
{w=0}

cj′2(0)z
−dλ− 〈f, z−〉

)
.

# � ��� ��
�'���� ����� �� � � ��! �� 
�� ���� �� � � �
�� �������� 
�� �
� 
������!
��$� �"� �� ���(	� �����)"������ � �� ���  
$� �� $
��� 
�� ��
������� z+, z− ∈ Tcrit(c, f) 
� ��
����� #� ���
�� � � ������ �)"�$
������ ��
���� � 
�� �"� �� � � ��!"�
���� �� � � �"������� w 
�� f � � � ��������� �� � �
��%������ �� � � ��� Tcrit(c, f) �
� 
��� �� ������� 
� ���� �
�� 
		

∫
{w=0}

(cj′1(0)− f)z+ − (cj′2(0) + f)z−dλ = 0.

&� �� 
��"�� � 
� z+ ∈ Tcrit(c, f)  ����� � �� �� ������� ���� � � 
��$� 
��
−cj′2(0) ≤ f ≤ cj′1(0) 
��� �� {w = 0} � 
�

0 =

∫
{w=0}

(cj′1(0)− f)z+dλ =

∫
{w=0}

|(cj′1(0)− f)z+|dλ.

# �� ������ z+ = 0 
��� �� {w = 0} ∩ {−cj′2(0) ≤ f < cj′1(0)} 
� ��
�����
���������� 
�
��!�"���� �� ���
�� � 
� z− ∈ Tcrit(c, f) ������� z− = 0 
���
�� {w = 0} ∩ {−cj′2(0) < f ≤ cj′1(0)}� # �� ���$�� � � ������
���� ⇒ �� � �
������ �)"�$
����� �� ���*	� # � ��$���� ������
���� �� ���$�
��

��



������ ��	� �� ��� ����	��
� 
� ��

	 ���� ��� ������	� �
�� �	� 	��
 �� ���������
	� �
��
��� ����� ��� ��	�� �	��	��� q 	���	���� �� ���
��
 ��� ���

Tcrit(c, f) =

{
z ∈ H1

0 (Ω) :

∫
{w=0}

c(j′1(0)− q)z+ − (j′2(0) + q)z−dλ = 0

}
.

��� 	�
�� �
�
��	��
� �
�����
��� �
 ��	� ���� ��  !"�

�� ��� ���� ��� 	�����
�� �	�
 �� ��� ����������� ����
�
�� ������ 
����

0 ≤ lim sup
n→∞

(
1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− c j′(w; δn)dλ

))
< ∞.

�� 	�	���� ��
�� 
���
�	�
��� ����� �	� 
� ��� �
��	�
�� �� �������
��� ��� 	�� �� �
�� ���� ��� ������
�! ��������
�	� ������"


����
����� ���� ��� B ⊂ R
d−1 �� 	� 
��� �	�� 	�� ��� a > 0� #���
�� ��	�

v, ϕ ∈ C(B × [0, a]) 	�� ������
�� �	����$���

v = 0 
� B × {0}, v > 0 �� B × (0, a] 	�� ϕ ≥ 0 �� B × [0, a].

%���
� ������� ��	� tn ∈ (0,∞) 	�� zn ∈ H1(B × (0, a)) 	�� ��&������ ���� tn → 0
	�� zn ⇀ z �� H1(B × (0, a)) �
� �

� ������
� z� ���� ��� �
��
���� �� �����

	� �� �� �
��� v ∈ W 1,∞(B × (0, a))� ϕ > 0 �� B × {0} 	��

lim
t→0

(‖∇v‖L∞(B×(0,t))

)
= 0

	�� �� (tr z)− �� �
� �������	� '��
 
� B × {0}� ����

lim inf
n→∞

(∫
B×(0,a)

ϕ
(−v − tnzn)

+

t2n
dλ

)
= ∞.

�� �� �� �
��� v ∈ C1(B× [0, a]) 	�� ‖∇v‖ ≥ ε > 0 
� B×{0} 	�� �� ����� �(����
	 �
���	�� C ����������� 
� n ���� ‖zn‖L∞ ≤ C� ����

∫
B×(0,a)

ϕ
(−v − tnzn)

+

t2n
dλ → 1

2

∫
B×{0}

ϕ
(tr z−)2

(∂dv)
dHd−1.

)���� tr z− ∈ L2(B × {0},Hd−1) �� ��� ��	�� 
� ��� ������
� z− 
� B × {0}�
*�

�� �� �����
�� ��� 	�����
�� �� ��� �	�� d > 1 ���� ����� ��� ��� ���#�
����
��	�
�	�� 
� ���������� 	�	��!��� ��� ��$�
��� ���� ���	�
��	� 	�%���������" &��� ��	�
�� �	� 	����� ������!� zn ∈ C(B× [0, a]) ��� 	�� n ∈ N� '� ��
� 
� ��� ��� �	��� �� �	�
�
���� ����	�� zn �
�� 	 ��$����� z̃n ∈ C(B× [0, a]) �	�
���
�! ‖zn− z̃n‖H1 ≤ t2n �	��
‖z̃n‖L∞ ≤ C 
� ��� �
��� ��
� �(��	�!� ���� ��� 	���� ��� �
�
�
�! ���	)
�� �� ���

���!�	� �(�����
��� ����� ����
���	�
��� '� ��� ������
�!� �� ������ ��� *��� d − 1
�����
�	��� �� ��� +���
��	� ��	�� �
�� x ∈ R

d−1 	�� ��� d#�� �����
�	�� �
�� y ∈ R�
,������� �� 
�������� ��� 	����)
	�
��� dx 	�� dy ��� dλd−1(x) 	�� dλ1(y)�

��



�� �� �� M > 0 �� �	
��	�	� 

� ����� ���� ��	 ��� n ��	�� ���
�� �� ����� tnM < a
��� ������ v ≥ 0 �� B × (0, a)�∫

B×(0,a)

ϕ
(−v − tnzn)

+

t2n
dλ ≥

∫
B

∫ tnM

0

ϕ
(−zn)

+

tn
− ϕ

v

t2n
dydx. �����

�	�� v = 0 �� B × {0} ��� v ∈ W 1,∞(B × (0, a))� �� �
���� �
	���	∣∣∣∣∣
∫
B

∫ tnM

0

ϕ(x, y)
v(x, y)

t2n
dydx

∣∣∣∣∣
≤ ‖ϕ‖L∞

∫
B

∫ tnM

0

1

t2n

∫ y

0

|(∂dv)(x, s)|dsdydx

≤ 1

2
‖ϕ‖L∞‖∇v‖L∞(B×(0,tnM))λ

d−1(B)M2. �����

 �����	��� �� ��� ����
���� ����∫
B

∫ tnM

0

ϕ(x, y)
(−zn(x, y))

+

tn
dydx

=

∫
B

∫ tnM

0

ϕ(x, y)
(−zn(x, 0))

+

tn
dydx+Rn

=

∫
B

(−zn(x, 0))
+

∫ M

0

ϕ(x, tny)dydx+Rn ���!�

����

|Rn| =
∣∣∣∣∣
∫
B

∫ tnM

0

ϕ(x, y)
(−zn(x, y))

+ − (−zn(x, 0))
+

tn
dydx

∣∣∣∣∣
≤ ‖ϕ‖L∞

∫
B

∫ tnM

0

1

tn

∫ y

0

|∂dzn(x, s)|dsdydx

≤ ‖ϕ‖L∞

∫
B

∫ tnM

0

1

tn
y1/2
(∫ a

0

|∂dzn(x, s)|2ds
)1/2

dydx

≤ 2

3
‖ϕ‖L∞‖zn‖H1λd−1(B)1/2M3/2t1/2n . ���"�

#���� ������ ���!�� ���"�� ��� 
�
�������� �� ��� ��$
���� zn �� H1(B×(0, a))�
�
	 ���
�%����� �� ��� �
������ v ��� ��� ���%������� �� ��� �	��� �%�	���	
tr : H1(B × (0, a)) → L2(B, λd−1) ∼= L2(B × {0},Hd−1) ���� &'(� )��%��	 '�
*���	�� ��'+�� �� ��� %��� �� ��� ����� n → ∞ �� ����� �� �
����

lim inf
n→∞

(∫
B×(0,a)

ϕ
(−v − tnzn)

+

t2n
dλ

)
≥ M

∫
B

ϕ(x, 0)(−tr z(x))+dx

= M

∫
B×{0}

ϕ|(tr z)−|dHd−1� ���(,�

 ���� M > 0 ��� �	
��	�	��� ��	�� ��� ����� ϕ|(tr z)−| �� ���-������.� ���
��� ��������� /�	� �� B × {0} ���� �
	 ���
�%������� �� ������� ���� ��� �����
����	��	 �� ���(,� ��� �� 
� �������� *��� %	�.�� %�	� ���

��



�� �� ��� �	
�� �
 �� �� ���
�
�� ����	
�	� �� ��
� �
 
�� ��� �� ��� C1�����	
����
�� v� ��� ��
����


r(x, y) :=
v(x, y)

y
=

∫ 1

0

∂dv(x, sy)ds

�� ��
��
���� 

� ���� v > 0 �
 B × (0, a] 

� ‖∇v‖ = ∂dv = r ≥ ε > 0
�
 B × {0} �� ��		��� ��
� r �� �������� ���������� �
 B × [0, a]� ����� �����
������ 

 ε̃ > 0 ���� ��
� r ≥ ε̃ ��	�� ���������� �
 B × [0, a]� �
 ��� �����
�

�� ��� �
����

� �
 ��� �
����
	 �
��� ��
�����
���
 �

 �
	� �� 
�
� ����
�� �� �� ���� ��
�

0 ≤ −v(x, y)− tnzn(x, y) = −yr(x, y)− tnzn(x, y),

����� �� �� ��	��

0 ≤ y ≤ tn
‖zn‖L∞

ε̃
≤ Ctn

���� 
 ��
��

� C �
����
��
� �� n� ����� ��� 	
��� �
���� n �� �
��∫
B×(0,a)

ϕ
(−v − tnzn)

+

t2n
dλ

=

∫
B

∫ Ctn

0

ϕ(x, y)
(−yr(x, y)− tnzn(x, y))

+

t2n
dydx

=

∫
B

∫ C

0

ϕ(x, tny)
(
− yr(x, tny)− zn(x, tny)

)+
dydx

=

∫
B

∫ C

0

ϕ(x, tny)
(
− yr(x, 0)− zn(x, 0)

)+
dydx+Rn !"�##�

����

|Rn| ≤ ‖ϕ‖L∞

∫
B

∫ C

0

|yr(x, tny)− yr(x, 0)|+ |zn(x, tny)− zn(x, 0)|dydx

≤ ‖ϕ‖L∞

∫
B

∫ C

0

∫ Ctn

0

|∂dzn(x, s)|dsdydx+ o(1)

≤ ‖ϕ‖L∞

∫
B

∫ C

0

(Ctn)
1/2

(∫ a

0

|∂dzn(x, s)|2ds
)1/2

dydx+ o(1)

= o(1). !"�#$�

%��� ��� ����
��
��� �� ��� ��
�� ����
���� !"�##� 

� !"�#$�� �� ��		���∫
B×(0,a)

ϕ
(−v − tnzn)

+

t2n
dλ

→
∫
B

ϕ(x, 0)

∫ C

0

(
− y∂dv(x, 0)− (tr z)(x)

)+
dydx. !"�#&�

'��
� ‖∇v‖ = ∂dv ≥ ε > 0 �
 B × {0}� �� �

 �
	��	
�� ��� �

�� �
����
	
�
 ��� �������

� ���� �� !"�#&� �� ���
�
∫

B×(0,a)

ϕ
(−v − tnzn)

+

t2n
dλ → 1

2

∫
B

ϕ(x, 0)
(tr z−(x))2

(∂dv)(x, 0)
dλd−1(x).

���� ������ ���

��



���� ���� ��� j(x) = |x|	 
� ����


1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− c j′(w; δn)dλ

)

=

∫
{w>0}

2c
(−w − tnδn)

+

t2n
dλ+

∫
{w<0}

2c
(w + tnδn)

+

t2n
dλ,


���	 ��� ��������� 
�������
 
���
�� 
� �����

�
�� ��� ��� ������� ���
� ������
�� 
�
��� ���������

 ����
�
�� ����� ���� ��� ��
����� ����� �����
�� 

 ���

������  � j 


�� ���
����� �����
�� 
��

��
�� !

����
�� ��"	 ���� ��� ��� �
� #����� �����

��

��� �����
$��
�� ��������
 �� ������ ��� ������
�� ���� �����

�
�� ���%

����������� 	
�
 ��� �������	
�� �
�� �
� ��� �
� �
��
 ���� ��� �
��
�	�� 	� ����

	� ��� �	����	
� 
� �������	
� �
��

(tr δ)+ = 0 Hd−1��
�
 
� N− ��� (tr δ)− = 0 Hd−1��
�
 
� N+


��

�� &� ���
� ��
��
�� ��� ������
�� �� ��� ��
� d > 1� #� 
��� ���� ����� 
���
�

(tr δ)− = 0 Hd−1'���� �� N+	 �� �
� #�����(
 ������� ��� �����

�
�� ��� ��% )���
�����	 *���� +�+ �� ��� ��� �

����
��
 �� j	 
� ������
 ���� ����� ��

�
 � ���
����
C > 0 
���������� �� n �
��

C ≥ 1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− c j′(w; δn)dλ

)

≥ 1

tn

(∫
{w>0}

c
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− c j′(w)δndλ

)

≥ 1

tn

(∫
{w>0}

c
j((w + tnδn)

+)− j(w+)

tn
− c j′(w+)δndλ

)

=
1

tn

(∫
{w>0}

c

(
j′1(w

+)
(w + tnδn)

+ − w+

tn

)
− c j′1(w

+)δndλ

)

+

∫
{w>0}

c
((w + tnδn)

+ − w+)2

t2n

∫ 1

0

(1− s)j′′1 ((1− s)w+ + s(w + tnδn)
+)dsdλ.

���"��

)������	 �� ����
� ���� ��� ���������

 �� ��� 
�,����� δn 
� L∞(Ω) ���� ���

�������� �� ��� j′′1 '
������� 
� ���"�� 
��

-�
∣∣∣∣c ((w + tnδn)

+ − w+)2

t2n

∫ 1

0

(1− s)j′′1 ((1− s)w+ + s(w + tnδn)
+)ds

∣∣∣∣
≤ ‖c‖L∞‖δn‖2L∞ max {j′′1 (x) : 0 ≤ x ≤ ‖w‖L∞ + ‖δn‖L∞}
≤ C

���� 
� Ω ��� 
��� ���
���� C > 0 
���������� �� n� #��
	 ��� j′′1 '���� 
� ���"��
����
�
 ������� �
 n ����
 �� 
�-�
�� ��� 
� 

 ���� ����

C ≥
∫
{w>0}

cj′1(w
+)

1

tn

(
(w + tnδn)

+ − w+

tn
− δn

)
dλ

=

∫
{w>0}

cj′1(w
+)

(−w − tnδn)
+

t2n
dλ. ���"��

��



�������� ��	 
� 
�����
�
 ��� ���� ����� � ∈ N+ ⊆ ∂{w �= 0} \ C� ���� �� �����	�
���� ��� 
���������� ��
� �
���� �������
 ��
����� �������
��� ���� ��
� R = Id�
	� �
� ��� 
� ���� �
�� B ⊂ R

d−1� 
� ���� ������
� J = (a, b) 
�� 
 ���������
���������� �
� h : B → J 	���

� ∈ B × J 
�� ∂{w �= 0} \ C ∩ (B × J) = {(x, h(x)) : x ∈ B}.

 ��� ��
�� ����� C �� ������� ����� N+ �� 
 ������ �� Ω 
�� ����� N+ �� ���
�����
 ����
�� ∂{w �= 0} \ C� �
 �
!��� ��� ���� J 
�� B ��
����� 	� �
� 
�	

� ���
�� ��
� ���
�����	��� ����� ���� ��� ���� ε > 0 ���� "����� #�$�%

� ∈ B × J, cl (B × J) ⊂ Ω \ C,
N+ ∩ (B × J) = {(x, h(x)) : x ∈ B},

{(x, y) : x ∈ B 
�� |y − h(x)| < ε}) ⊆ B × J,

∂{w �= 0} ∩ cl (B × J) = cl
(N+ ∩ (B × J)

)
.

&� ��� 
���� ����
����� �� �����	� ���� N+ ⊆ ∂{w > 0} ��
� w �� �������� �� 
� ��
��
��� �� ��� ����

D1 := {(x, y) ∈ cl (B × J) : y > h(x)} , D2 := {(x, y) ∈ cl (B × J) : y < h(x)} .

�'�� �� ������� ��� ��� ���(�� ��������� �� ��� �������� h ���� B ������ ��� ��

����� ��
� ���� �� ���� ��� D1 ���� ����� �
�� �� 
�
�������� ���� �#�)#� 
�� ���

��
 ������
 ���� *+� ������� ,�+-� ����


C ≥
∫
B

∫ ε

0

(
cj′1(w)

(−w − tnδn)
+

t2n

)∣∣∣∣
(x,y+h(x))

dydx. �#�).�

/������

v(x, y) := w(x, y + h(x)), ϕ(x, y) := c(x, y + h(x))j′1(w(x, y + h(x))),

zn(x, y) := δn(x, y + h(x)),

��� �����0�
�� ���� �� �#�).� �
!�� ��
���
 ��� ���� �� ��� ������
� ���������� �������
�� 1���������� #�2� "������� �� �����	� ���� ��� ��������� �� N+ ��
� w(x, h(x)) = 0

�� (∇w)(x, h(x)) = 0 ����� ��� 
�� x ∈ B� ���� 
�� ��� ���������� �� c 
�� w ��
3��������� #�, 
���� ��
� �� ��� ����
���� �� �#�).� 	� �
��

v, ϕ ∈ C(B × [0, ε]), v = 0 �� B × {0}, v > 0 �� B × (0, ε], ϕ > 0 �� B × [0, ε],

v ∈ W 1,∞(B × (0, ε)), lim
t→0

(‖∇v‖L∞(B×(0,t))

)
= 0.

"��� 1���������� #�2 
� 
�� �#�).�� �� ��	 ��
���
 �����	� �
 �����
������� ��
�
(tr δ)− = 0 Hd−10
��� �� N+ ∩ (B × J)� ����� �������� 	��� ��� 
�����
������ ��
��� ����� � ∈ N+ ������ ��� ��
�� ��� (tr δ)−� ��� ������ ��� (tr δ)+ �� ���
����
���������
 
�
�������
�

��



N+

�

B

J

w > 0

ε

ε

�

w > 0

���� ���� ����� ����	
���	�� �� �
� ��� N+ 	� ��� �	����	����

�� ����� ��	 �
��	 �
 δ �� ��	 �	� M = {w = 0} ∩ {∇w �= 0}� �	 �		� ��	 
��������
��
����
� �
 �
��������� ��� ���

����������� 	
�
 ��� Ω �� � ����	�	 �
��
�
�� 	���
� ��	 ������� ���� ���
�
���

j, v, c, ψ1 ��	 ψ2 ��� �
��� ��
� ���� j ���
���� �������
�� ��� ��	 ��
� ����

v ∈ C1(Ω), 0 ≤ c ∈ C(Ω), 0 ≤ ψ1 ∈ Cc(Ω), 0 ≤ ψ2 ∈ Cc(Ω),

supp(ψ1) ∩ ∂{v < 0} ∩ {∇v = 0} = ∅
��	

supp(ψ2) ∩ ∂{v > 0} ∩ {∇v = 0} = ∅.

������ ������� ���� tn ∈ (0,∞) ��	 zn ∈ H1(Ω) ��� ������
�� ���
���
��

tn → 0, ‖zn‖L∞ ≤ C, zn ⇀ z 
� H1(Ω) ��	 zn → z ��
���
�� ���� 
� Ω

��� ���� 
������� C 
�	����	��� �� n ��	 ���� z ∈ H1(Ω)� ���� 
� 
� ���� ����

∫
Ω

ψ1
c

tn

(
j(v + tnz

+
n )− j(v)

tn
− j′(v; z+n )

)
dλ

→ 1

2

∫
{v �=0}

ψ1cj
′′(v)(z+)2dλ+

1

2

∫
{v=0}

ψ1cj
′′
1 (0)(z

+)2dλ

+
1

2

(
j′1(0) + j′2(0)

)∫
{v=0}∩{∇v �=0}

ψ1c
(tr z+)2

‖∇v‖ dHd−1 ������

��	 ∫
Ω

ψ2
c

tn

(
j(v + tnz

−
n )− j(v)

tn
− j′(v; z−n )

)
dλ

→ 1

2

∫
{v �=0}

ψ2cj
′′(v)(z−)2dλ+

1

2

∫
{v=0}

ψ2cj
′′
2 (0)(z

−)2dλ

+
1

2

(
j′1(0) + j′2(0)

)∫
{v=0}∩{∇v �=0}

ψ2c
(tr z−)2

‖∇v‖ dHd−1. ������

������ �	 
	��
��� ��
 ���	����� �� ������� ��	 �� �� ������ �� ������	� ������������

��



�������� �� 	
	�� 
���� �� ��� �	�� d > 1� ���� ��	� ��� ���������� �
 j �����∫
Ω

ψ2
c

tn

(
j(v + tnz

−
n )− j(v)

tn
− j′(v; z−n )

)
dλ

=

∫
{v≤0}

ψ2
c

tn

(
j2(−v − tnz

−
n )− j2(−v)

tn
+ j′2(−v)z−n

)
dλ

+

∫
{v>0}

ψ2
c

tn

(
j1((v + tnz

−
n )+)− j1(v)

tn
− j′1(v)z

−
n

)
dλ

+

∫
{v>0}

ψ2
c

tn

(
j2(−(v + tnz

−
n )−)

tn

)
dλ

= I1 + I2 + I3.

�� ��	� 
������� �� 	�	���� ��� ����� ����
�	�� I1� I2 	�� I3 ���	�	�����

�� I1� ����
 ��� �����	��� ������
���� �������� ��� ����������� �
 zn �� L∞(Ω)
	�� �	���� � 
�����	� �� ���	��

I1 =

∫
{v≤0}

ψ2
c

tn

(
j2(−v − tnz

−
n )− j2(−v)

tn
+ j′2(−v)z−n

)
dλ

=

∫
{v≤0}

ψ2c(z
−
n )2
∫ 1

0

(1− s)j′′2 (−v − stnz
−
n )dsdλ

→ 1

2

∫
{v≤0}

ψ2cj
′′
2 (−v)(z−)2dλ.

�� I2� �� ����� !�
� !"�#$%%

I2 =

∫
{v>0}

ψ2
c

tn

(
j1((v + tnz

−
n )+)− j1(v)

tn
− j′1(v)z

−
n

)
dλ

=
1

tn

(∫
{v>0}

ψ2cj
′
1(v)

(
(v + tnz

−
n )+ − v

tn
− z−n

)
dλ

)

+

∫
{v>0}

ψ2c
((v + tnz

−
n )+ − v)2

t2n

∫ 1

0

(1− s)j′′1 ((1− s)v + s(v + tnz
−
n )+)dsdλ

= I2a + I2b.

��� I2b �� ���	�� 	�	��
����� �� I1 ��	�

I2b → 1

2

∫
{v>0}

ψ2c j
′′
1 (v)(z

−)2dλ.

��� I2a 	 ������ ����������� �
 �	��� �����

I2a =

∫
{v>0}

ψ2cj
′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ.

�� �� 	��� �� 	���� &���������� "�' �� ��� 	���� ����
�	�� �� ���� ��	� ���
	��������� supp(ψ2) ∩ ∂{v > 0} ∩ {∇v = 0}) = ∅ �������

supp(ψ2) ∩ ∂{v > 0} ⊂ {∇v �= 0}� !"�#(%

��



����� K := supp(ψ2) ��� ��� 	�
���
 M := {v = 0} ∩ {∇v �= 0}� ���� ��

������ 
��� �����
 ��� ��� ����������� �
 K ∩ ∂{v > 0} ���� ����� ������ �
�������� m > 0 ����

‖∇v‖ ≥ m �� K ∩ ∂{v > 0}.
�������� ��� �������� 
������� ������� ������ ���� 
�� ���� ����� � �� ��� ���
K ∩∂{v > 0} ⊂ M �� ��� ��� �� ����� ���� �����
�������� R� ∈ O(d)� ��
���� 	��� B� ⊂ R

d−1� �� ���� �����!�� J� ��� � C1"
������� h� : B� → J�
���� ����

� ∈ R�(B� × J�), R�(B� × J�) ⊂ Ω,

M∩R�(B� × J�) = {v = 0} ∩R�(B� × J�) = R�({(x, h�(x)) : x ∈ B�}).
#��� ���� 	� ������� ������� ���� B� ��� J�� �� ��� �	�!� ��������� �� ���
������ �	���� ���� �� �����

cl(R�(B� × J�)) ⊂ Ω,

‖∇v‖ ≥ m/2 �� R�(B� × J�),

v �= 0 �� cl(R�(B� × J�)) \ cl(R�({(x, h�(x)) : x ∈ B�}))
���

R�({(x, y) : x ∈ B�, |y − h�(x)| < ε�}) ⊆ R�(B� × J�) ���$%



�� ���� ε� > 0� &�� �� ������ ��� ε�"��	� �� ��� ��
�"���� ���� �
 ���$%

���� W�� ���� ��� ���������� {W�} ������ �� ���� ��!�� �
 K ∩ ∂{v > 0}
��� �� 
������ 
��� ��� ����������� �
 ��� ��� K ∩ ∂{v > 0} ���� ����� �����
������ �1, ..., �L ∈ K ∩ ∂{v > 0}� L ∈ N� ����

K ∩ ∂{v > 0} ⊂
L⋃

l=1

W�l
=: U �

�������� ����� U �� ����� �� ��� ��� �� ���� ��� V ⊂ R
d ���� ����

U ∪ V = R
d ��� V ∩K ∩ ∂{v > 0} = ∅.

'������� ��� � ��������� �
 ����� �
 ��� (�������� ����� R
d ��	�������� ��

��� ��!�� W�1
, ....,W�L

, V ��
� )$*� ������� ����+
� ����� � ���������� �
 ������

�������� ϕl : R

d → [0, 1]� l = 1, ..., L+ 1� �����
��� 

supp(ϕl) ⊂ W�l
, l = 1, ..., L, supp(ϕL+1) ⊂ V ���

L+1∑
l=1

ϕl ≡ 1.

���� �� �	����

I2a =
L+1∑
l=1

∫
K∩{v>0}

ϕlψ2cj
′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ. ���$�


#��� ���� 
��� V ∩K ∩ ∂{v > 0} = ∅ �� 
������

V ∩K ∩ {v > 0} = V ∩K ∩ cl({v > 0}).
��



����� ��� ��� V ∩K ∩ {v > 0} �� 	 
��
	
� ������ �� {v > 0} 	�� �� �����
v ≥ ε > 0 ��� ���� ε > 0 �� V ∩ K ∩ {v > 0}� ���� ��
����� �������� ����
��� ������� L∞������ �� ‖z−n ‖L∞ � ��	� ��� ������	� 	���
�	��� ���� ϕL+1

�� ������ �� ������
	� ���� ��� n ���
������ �	����  � ���	��� �� 	�	���� ���
������	��∫

K∩{v>0}
ϕlψ2cj

′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ

=

∫
W�l

∩{v>0}
ϕlψ2cj

′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ, l = 1, ..., L, ������

	

�	���� �� ������� ����� ��� 
������������ �� I2a ��	� 
��� ���� ��� !�
�����
�� ��� �����	�� ∂{v > 0}� �� ���� ���� ��� �� ���
 ��� ����" l 	�� 	�����
�������� ��	� R� = Id�  � ���� 
������
�
	� ����	����� ��� ������	� �� ������

	� �� ��������� 	� ������� �
�� ��� 
���� �� #��
������� ��$�%∫

W�∩{v>0}
ϕψ2cj

′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ

=

∫
B�

∫ ε�

−ε�

[
1{v>0}ϕψ2cj

′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n

]∣∣∣∣
(x,y+h�(x))

dydx.

���� ����� �	
�� {v = 0} ∩W� = {(x, h�(x)) : x ∈ B�} ⊂ {v = 0} ∩ {∇v �= 0}
�
� �
� �� v �= 0 	
 cl(B� × J�) \ cl({(x, h�(x)) : x ∈ B�})� 	� ��� �� ����
�	����

v(x, y + h�(x)) > 0 	
 B� × (0, ε�], v(x, y + h�(x)) < 0 	
 B� × [−ε�, 0)

��

v(x, y + h�(x)) < 0 	
 B� × (0, ε�], v(x, y + h�(x)) > 0 	
 B� × [−ε�, 0).

�� ��� ���� ���� 	� ��
� ���� ����
� �
� 	� �
�����
��� 	� �����∫
W�∩{v>0}

ϕψ2cj
′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ

=

∫
B�

∫ ε�

0

[
ϕψ2cj

′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n

]∣∣∣∣
(x,y+h�(x))

dydx.

��� 	
������ �
 ��� �	������
� �	�� �� ��� ���� ��
��	�
 ��� ������� ��� ����
�� ���� ��
�	�� 	
 ������	�	�
 �� !�� "� ��� ��
� ���
��∫

W�∩{v>0}
ϕψ2cj

′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ

→ 1

2

∫
B�

j′1(0)
[
ϕψ2c

(tr z−)2

∂dv

]∣∣∣∣
(x,h�(x))

dλd−1(x).

#���� $	�� (tr z−)(x, h�(x)) $�� �� ��
���� ���
 ��� %��
� �� ��� �����

tr z− ∈ L2(M,Hd−1)

��



�� ��� ����� (x, h�(x)) ∈ M� x ∈ B�	 
���� ��� �
������

‖(∇v)(x, h�(x))‖ = (∂dv)(x, h�(x))
√

1 + ‖∇h�(x)‖2 ∀x ∈ B�

��
 ��� ���� ������� ���	 ��� ������� �	���� �� ��� �������

∫
W�∩{v>0}

ϕψ2cj
′
1(v)

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ

→ 1

2

∫
{(x,h�(x)):x∈B�}

j′1(0)ϕψ2c
(tr z−)2

‖∇v‖ dHd−1.

���� ������� ������
∑L

l=1 ϕl ≡ 1 �� K ∩ ∂{v > 0} = K ∩M�

I2a → 1

2
j′1(0)

∫
M

ψ2c
(tr z−)2

‖∇v‖ dHd−1.

�
 I3�  ��� ������!� ������� �� �"����

I3 =

∫
{v>0}

ψ2
c

tn

(
j2(−(v + tnz

−
n )−)

tn

)
dλ

=

∫
{v>0}

ψ2c
−(v + tnz

−
n )−

t2n

∫ 1

0

j′2(−s(v + tnz
−
n )−)dsdλ

=

∫
{v>0}

ψ2j
′
2(0)c

−(v + tnz
−
n )−

t2n
dλ

+

∫
{v>0}

ψ2c
((v + tnz

−
n )−)2

t2n

(∫ 1

0

∫ 1

0

j′′2 (−st(v + tnz
−
n )−)dt sds

)
dλ

= I3a + I3b.

��� 
�������
 ���#������� ������� ����
� I3b → 0 ������������ �� I2b� ��

�����

∫
{v>0}

ψ2j
′
2(0)c

−(v + tnz
−
n )−

t2n
dλ =

∫
{v>0}

ψ2j
′
2(0)c

(−v − tnz
−
n )+

t2n
dλ

��� �������� I3a "���#�� �$����� ��%� I2a	 ����� ����� ��� ���� �������������
�� ��� I2� �� �"����

I3 → 1

2
j′2(0)

∫
M

ψ2c
(tr z−)2

‖∇v‖ dHd−1.

&��"����� ��� �� ��� �������� �� ���
��� �"���� �'	()� �� 
�����
	

*� ����� ��� ���� +���������� '	� �� ���� ����������� ��� ��� ��� ��%�	 ,� ����
�� ���
�$������ ��� ��������� �����
 ��
�� �$������� ��� ��� L1-�����

��



��������� ��	
� ��� Ω �� � ����	�	 �
��
�
�� 	���
� ��	 ��� v ∈ C1(Ω) �� �
���
�
�� �
�� {v = 0} ∩ {∇v = 0} = ∅� ���� ��� ��� z ∈ Cc(Ω)∩H1(Ω) ��	 ��� t > 0

� ���	�∫

Ω

|v + tz|dλ

=

∫
Ω

|v|dλ+ t

(∫
Ω

sgn(v)zdλ

)
+ t2

(∫
{v=0}

z2

‖∇v‖dH
d−1

)
+ o(t2). ������

��� ���	�� ������ o(t2) ������
�� ���� ������ �� ��� �
�
� t → 0+�

������ ��		
� � 
�����	� 0 ≤ ψ ∈ Cc(Ω) ���� ψ ≡ 1 �� supp(z)� ���� �� 
	��	�
 
�	�
������ ��� ������ ���� c ≡ 1� j(x) = |x|� ψ1 = ψ2 = ψ ��� zn = z ���� 
	� �����

������� tn ⊂ (0,∞) ������� �	  ��	 �� �	��
∫

Ω

1

tn

( |v + tnz| − |v|
tn

− sgn(v)z

)
dλ →

∫
{v=0}∩{∇v �=0}

(tr z)2

‖∇v‖ dHd−1.

!�
	��������� ��� �"	�� �����
 ������ �
 ��
�����

��
��� ��		� ������
��� 
�����
�� �����
� 
�������� �
�
��� �� ���� 
� ������ ����
������ 
� ��� ���	� �� �
���� ��

������� 
��������� ��� �� ! ��� �� �����
�� ���

���

#� ��� �	� �� ��� $	
���	� �	 $�

 �	 ��� ����� �� ��� �������	��� ���������� �%��� 
	�
��� ��&������ ��	�����
 δn'

����������� ��	�� ��� "������
��� #��$ %�� ��	 %�& ���	� ���� 
� ��� �
����
�� ��
"������
�� '��$ ��� ��� z ∈ L∞(Ω)∩Tcrit(c, f) ���
���
�� z

+ = 0 ���� 
� � ��
��������	
�� ∂Ω ∪N− ∪ C ��	 z− = 0 ���� 
� � ��
��������	 �� ��� ��� ∂Ω ∪N+ ∪ C 
� ���	�

a(δ, z) + J(z)− J(δ) +

∫
Ω

h
(
j′(w; z)− j′(w; δ)

)
dλ− 〈g, z − δ〉 ≥ lim sup

n→∞
a(δn, δn)

����%�

�
��

J(z) :=
1

2

∫
{w �=0}

cj′′(w)z2dλ+
1

2

∫
{w=0}

cj′′1 (0)(z
+)2 + cj′′2 (0)(z

−)2dλ

+
1

2

(
j′2(0) + j′1(0)

)∫
M

c
(tr z)2

‖∇w‖ dH
d−1. ������

(� ����

����$ 
� 
� ���� ���� ∫
M

c
(tr δ)2

‖∇w‖dH
d−1 < ∞.

)���$ �
�� M �� ���
� 	����� ��� ��� {w = 0} ∩ {∇w �= 0}�
������ (�	� ���)�� �%��� ��� ��� ��*����	� 	
 ��� �������� �	��� �� 
	��	�
 ���� 
	� ���
z ∈ Tcrit(c, f) �� ����

a(δn, z) +Hn(z)−Hn(δn)− 〈g, z − δn〉

+
1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnz)− j(w)

tn
− c j′(w; z)dλ

)

≥ a(δn, δn) +
1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnδn)− j(w)

tn
− c j′(w; δn)dλ

)
. ����)�

��



���� ���� ��� �� ��� 	��
 H1���
�����
�� δn ⇀ δ �
� ����� ���� ��� ���� ����
����� �
 ��� �������
� ���� �� ������ ������ 

a(δn, z) +Hn(z)−Hn(δn)− 〈g, z − δn〉
→ a(δ, z) +

∫
Ω

hj′(w; z)dλ−
∫
Ω

hj′(w; δ)dλ− 〈g, z − δ〉 ∀z ∈ L∞(Ω) ∩H1
0 (Ω).

!�""��� 
�	 ���� z ∈ L∞(Ω)∩Tcrit(c, f) �� � ��
����
 ���� ���� ����� �#��� �"�
 ����
U1, U2 ⊆ R

d 	��� ∂Ω ∪ N− ∪ C ⊂ U1� ∂Ω ∪ N+ ∪ C ⊂ U2� z
+ = 0 ���� �
 U1 ∩ Ω �
�

z− = 0 ���� �
 U2 ∩ Ω� $��
 	� ��
 �
� ��
����
� ψ1, ψ2 ∈ Cc(Ω) 	���

0 ≤ ψ1, ψ2 ≤ 1 �
 Ω� ψ1 ≡ 1 �
 Ω \ U1� ψ2 ≡ 1 �
 Ω \ U2�

dist(supp(ψ1), C ∪ N−) > 0 �
� dist(supp(ψ2), C ∪ N+) > 0.

%������� ��� ���
����
� �� N− �
� N+  ���� ∂{w < 0} ∩ {∇w = 0} ⊆ C ∪ N− �
�
∂{w > 0} ∩ {∇w = 0} ⊆ C ∪ N+� $���� 	� �� ��"�� &��"������
 ��' �� �(���


1

tn

(∫
Ω

c
j(w + tnz)− j(w)

tn
− c j′(w; z)dλ

)

=

∫
Ω

ψ1
c

tn

(
j(w + tnz

+)− j(w)

tn
− j′(w; z+)

)
dλ

+

∫
Ω

ψ2
c

tn

(
j(w + tnz

−)− j(w)

tn
− j′(w; z−)

)
dλ

→ J(z). ����)�

*� �����
� �� ���� ��� ��������
� ���� �� ������� $� ���� �
�� ��� ψk
1 , ψ

k
2 ∈ Cc(Ω) (�

��+��
��� �� (��" ��
����
� ���� ����

0 ≤ ψk
1 , ψ

k
2 ≤ 1 �
 Ω,

ψk
1 ≡ 1 �
 {x ∈ Ω : dist(x, C ∪ N− ∪ ∂Ω) ≥ 1/k},

ψk
2 ≡ 1 �
 {x ∈ Ω : dist(x, C ∪ N+ ∪ ∂Ω) ≥ 1/k},

dist(supp(ψk
1 ), C ∪ N−) > 0, dist(supp(ψk

2 ), C ∪ N+) > 0 ∀k ∈ N,

�
� 
��� ���� ������� ����)� �
� &��"������
 ��'  ���� ���� ��� ��� z ∈ L∞(Ω) ∩
Tcrit(c, f) 	��� z+ = 0 ���� �
 � 
����(������ �� ∂Ω ∪ N− ∪ C �
� z− = 0 ���� �
 �

����(������ �� ��� ��� ∂Ω ∪N+ ∪ C �� �����

a(δ, z) + J(z) +

∫
Ω

hj′(w; z)dλ−
∫
Ω

hj′(w; δ)dλ− 〈g, z − δ〉

≥ lim sup
n→∞

[
a(δn, δn) +

∫
Ω

ψk
1

c

tn

(
j(w + tnδ

+
n )− j(w)

tn
− j′(w; δ+n )

)
dλ

+

∫
Ω

ψk
2

c

tn

(
j(w + tnδ

−
n )− j(w)

tn
− j′(w; δ−n )

)
dλ

]

=

(
lim sup
n→∞

a(δn, δn)

)
+

1

2

(∫
{w �=0}

ψk
1 cj

′′(w)(δ+)2 + ψk
2cj

′′(w)(δ−)2dλ

)

+
1

2

(∫
{w=0}

ψk
1cj

′′
1 (0)(δ

+)2 + ψk
2cj

′′
2 (0)(δ

−)2dλ

)

+
1

2

(
j′1(0) + j′2(0)

)(∫
M

c
ψk
1 (tr δ

+)2 + ψk
2 (tr δ

−)2

‖∇w‖ dHd−1

)
.

��



����� ��� 	�

� �
 ����� ��� ��� ����
����� λd(∂{w �= 0}) = 0� �� ��� ���� �� ���
	�
�� k → ∞ �� ��� ���������� ���� �
 ��� 	��� ����
���� ���� ���	�� ��� �	��
�

��� �� ��

����� ���� �� ���� ����� ��� 	�
�� δ �� ���� ����� ��
� ��

� ����
��

�  � ��� !����������  �"#$

��������� ��	
� ��� �������	
�� �
�� �
� ��� �
� �
��
 ���� 	� ��� �	����	
� 
�

�������	
� �
�� ��� ���� �	�	� δ 	� �� ������� 
� ��� ���

T red
crit(c, f) :=

{
z ∈ H1

0 (Ω) : z
+ = 0 λd��
�
 	� {w = 0} ∩ {−cj′2(0) ≤ f < cj′1(0)},

z− = 0 λd��
�
 	� {w = 0} ∩ {−cj′2(0) < f ≤ cj′1(0)},
tr(z+) = 0 Hd−1��
�
 
� N−,

tr(z−) = 0 Hd−1��
�
 
� N+,∫
M

c
(tr z)2

‖∇w‖ dH
d−1 < ∞

}
. � �%"#

�� �	�� ����� �
 T red
crit(c, f) �� ��� ������� ��	�	��� �
��


�� ������ � ������ �		����� &���������	 ���'��	��� 
�� ��� ���� 	�
�� δ� �� ��
���� ��
���&� ���� � �%�# ��	�� ��� ��	� 
�� ����� 
�������� z ���� �����
� ��� ���������� �

!����������  �(%� ��� �	�� 
�� �		 ����� �	�
���� �
 ��� ������� �������	 ���� T red

crit(c, f)�
��� 
�		����� �����)�
����� ����	� �� ���
�	 �� ���� �����)�$

��

� ��	�� ����
�� ���� �������	
� �
� ��� �������	
� �
� �
��
 ���� �
� � ��!

�����	
� z ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) ���	��!	�"

tr(z+) = 0 Hd−1��
�
 
� N− ��� tr(z−) = 0 Hd−1��
�
 
� N+

����� �#	��� � ��$����� zl ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω) ���� ���� zl �
� ��"�� �
 z 	� H1(Ω) ���

���� ���� �
� ��� l 	� 	� ���� ����

z+l = 0 �
�
 	� � ��	"�%
��

� 
� ∂Ω ∪N− ∪ C,
z−l = 0 �
�
 	� � ��	"�%
��

� 
� ∂Ω ∪N+ ∪ C.

&�

�� ��� z ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω) �� �� ��������� 
������� �����
���� ��� ����� ����������

�� ��� 	�

�� ���� �� 
�		��� 
��
 ��� ����
������ �� C ���� ����� �)���� � ��'�����
φm ∈ Cc(R

d) ∩W 1,∞(Rd) ����

0 ≤ φm ≤ 1, φm ≡ 1 �� � ����� �
 C ��� ‖φm‖H1 → 0 �� m → ∞.

*�+�� zm := (1 − φm)z ∈ H1
0 (Ω)� ���� ���� zm &������� �� � ������������ �
 C

��� �� ������ �� ������ ��	��	����� ���� zm → z ��	�� �� H1(Ω)� ,����'����	�� ��

�� ����
� ��	����� ���� ��� 
������� z ���� �� ���	� 	��� �� �����)�
��� &�������
�	
��� �&�������� �� � ������������ U ⊆ R

d �
 C� �������� �� ��&� z = z+ + z−

���� z+, z− ∈ H1
0 (Ω) ��������� �� ��

� %�-� ���� �		��� �� �� �����)�
��� ���

������&� ��� ��� ������&� ���� �
 ��� 
������� z ��������	�� ��� �� 
���� �� ���
������&� ���� z+ ��� �������� �� ��������� ����� � ∈ (∂Ω ∪N−) \ U ⊂ ∂{w �= 0} \ C�
���� �� 
�		��� 
��
 .���
�����  �- ���� ����� �)��� �� ���������	 �����
��
�����
R� ∈ O(d)� �� ���� ��		 B� ⊂ R

d−1� �� ���� �����&�	 J� ��� � ��������� ����������

�� h� : B� → J� ���� ���� �� ��	��

� ∈ R�(B� × J�), cl (R�(B� × J�)) ⊂ R
d \ C,

(∂Ω ∪N−) ∩R�(B� × J�) = R�({(x, h(x)) : x ∈ B�}).
��



����� cl(N−) \ N− ⊆ C� ��� 	�� (∂Ω ∪ N−) \ U �	 �
��
�� 
�� �� �
� ��� �
���	
�l ∈ (∂Ω ∪ N−) \ U � l = 1, ..., L� 	��� ��
� ��� 
		
��
��� �������
��
� �
�
��	
R�l

(B�l
× J�l

) �
��� ��� 	�� (∂Ω∪N−) \U � ��

	� 
� 
��� 	�� V ⊂ Ω 	��� ��
� ��

�
�� dist(V , ∂Ω ∪N− ∪ C) > 0 
��

Ω ⊆ U ∪ V ∪
L⋃

l=1

R�l
(B�l

× J�l
).

���� �� �
��	 Rd = (Rd \Ω)∪U ∪ V ∪R�1
(B�1

× J�1
)∪ ...∪R�L

(B�L
× J�L

) 
�� ��
�
� ��� 
 	�

�� �
�����
� 
� ����� ϕj : R

d → [0, 1]� j = 1, ..., L+ 3� 	��
����
�� �

���	 �
��� 
� ��� �������
� 	�
��� �����

z+ =
L+3∑
j=1

ϕjz
+ ∈ H1

0 (Ω).

���� ��� ������
�	 ϕjz
+ 
		
��
��� ���� ��� 	��	 (Rd\Ω) 
�� U 
�� �������
� ���
 
��

��� ������
� ϕjz
+ 
		
��
��� ���� V �
��	��	 
��
	� ���������� �� 
 ������
��

� 
�

∂Ω∪N−∪C� �
��
���� ��� ������
�	 ϕjz
+ 
		
��
��� ���� ��� 	��	 R�l

(B�l
×J�l

) 
��
�
��	� 
��	��� 
� ����� ��	������� �������
��
� �
�
��� ���	 
��
�	 �	 �
 ����
� ���

��
 �
����
 
�� ��� �	�
� �
����
��
� �
�����
��
� 
�������	 �
� ������
�	 �� ���
!�
��"# ��
�� !
	 �
��� �� $%� ���
��� &�&�"'(# �
 ��
�� ��
� ���� �
� �� 
���
)��
���
�� �
�����
�	 ������
�	 ��
	� 	���
��	 �
�� 
 �
�"���
 ��	�
��� �
 ∂Ω∪N−∪C� *
��
��
� ��� �
 +���
 '�, �� �
� 
		��� ����
��� ��
� ���	� 
���
)��
���� ������
�	

�� �
�"���
���� ����������� �
������� 
�� 
� ��� 
�
��� �� 
��
�� ��
� z+ �
� ��

���
)��
��� �� �
�"���
���� ������
�	 zl ����� �
�� ��� ��	���� ��
������	� -	���

� 
�
�
�
�	 
�������
��
� �
� ��� ���
���� �
�� z− 
�� 
����� ��� 
���
)��
����
	�.�����	 �
� z+ 
�� z−� ��� ��
�� 
� ��� ����
 �
��
�	 ������
�����

�� �
� ��
��� 
����� 
� ��� �
�� ��	��� 
� ���	 	����
�/

������� ��	�� ��� �������	
�� �
� ��� �
� �
��� ��� p > max(d/2, 1)� ��� ���

(c, f) ∈ Lp
+(Ω)×Lp(Ω) �� � ����� ���� ���� c, f ��� ��� �
���	
� w := S(c, f) ���	��� ���

�
��	�	
�� 	� �������	
� �
�
 ���� ��� �
���	
� 
�����
� S : Lp
+(Ω)×Lp(Ω) → H1

0 (Ω)
���
�	���� �	�� ��� ��
���� !0# 	� �������� �	����	
����� �	������	���� 	� (c, f) 	�

��� �	����	
�� (h, g) ∈ R
+(Lp

+(Ω)− c)×Lp(Ω) ��� ��� ���	���	�� δ := S′((c, f); (h, g))
	� � �	����	
� (h, g) 	� ���������	 �� �� ��� ���	��	
��� 	��!���	��

δ ∈ T red
crit(c, f), a(δ, z − δ) + J(z)− J(δ)

≥ 〈g, z − δ〉 −
∫
{w �=0}

hj′(w)(z − δ)dλ

−
∫
{w=0}

hj′1(0)(z
+ − δ+)− hj′2(0)(z

− − δ−)dλ

∀z ∈ T red
crit(c, f).

!&�'1#

����� J ��� T red
crit(c, f) ��� ��"��� �� !&�'&# ��� !&�'%#� �������	����


#�

�� �
�	���� ��� 	���
��
� �� 2		�����
� 3�4 
�� ��� z �� 
� 
�����
�� ��� �)��
������� 
� ��� 	�� T red

crit(c, f)� ���� �� �
��
�	 ��
� ��� �������
� 
� ��� ������� ������
�
�
�� 
�� +���
 &�43 ��
� ����� �)�	� 	�.�����	 zk,l ∈ H1

0 (Ω)∩L∞(Ω)� k, l ∈ N� 	���

��



���� zk,l �����	
�� �� zk := min(z+, k) + max(z−,−k) �� H1(Ω) �� l → ∞ 
�	 ��� k
��� ���� ���� 
�	 ��� l �� �����

z+k,l = 0 ���� �� � ���
���	���� �
 ∂Ω ∪N− ∪ C,
z−k,l = 0 ���� �� � ���
���	���� �
 ∂Ω ∪N+ ∪ C.

�����

z̃k,l := min(z+k,l,min(z+, k)) + max(z−k,l,max(z−,−k)).

���� ��� �	���	���� �
 z� zk ��� zk,l �����

z̃k,l ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

|z̃k,l| ≤ |zk| ≤ |z| λd����� �� Ω ∀k, l,

c
(tr z̃k,l)

2

‖∇w‖ ≤ c
(tr zk)

2

‖∇w‖ ≤ c
(tr z)2

‖∇w‖ ∈ L1(M,Hd−1) Hd−1����� �� M ∀k, l,

z̃k,l → zk �� H1(Ω) �� l → ∞ ∀k,
z̃+k,l = 0 λd����� �� � ���
���	���� �
 ∂Ω ∪N− ∪ C,
z̃−k,l = 0 λd����� �� � ���
���	���� �
 ∂Ω ∪N+ ∪ C,

z̃+k,l = 0 λd����� �� {w = 0} ∩ {−cj′2(0) ≤ f < cj′1(0)},
z̃−k,l = 0 λd����� �� {w = 0} ∩ {−cj′2(0) < f ≤ cj′1(0)}.

������������� z̃k,l �� �� ������� �
 ��� ��� L∞(Ω) ∩ T red
crit(c, f) ��� �� 
������ 
	��

�	��������� �� ! ����

a(δ, z̃k,l) + J(z̃k,l)− J(δ) +

∫
Ω

h
(
j′(w; z̃k,l)− j′(w; δ)

)
dλ− 〈g, z̃k,l − δ〉

≥ lim sup
n→∞

a(δn, δn). "��#$%

&���
 ��� ��������� �����	
���� ����	�� ��� ��� ���' ����	 �������������� �
 ���

������� H1

0 (Ω) � z 	→ a(z, z) ∈ R� �� ��� ���� �� ��� ����� �� "��#$% "�	�� ���� l ����
���� k% �� ������

a(δ, z) + J(z)− J(δ) +

∫
Ω

h
(
j′(w; z)− j′(w; δ)

)
dλ− 〈g, z − δ〉 ≥ lim sup

n→∞
a(δn, δn)

≥ lim inf
n→∞ a(δn, δn)

≥ a(δ, δ). "��# %

��� ���� �������� ��� ����	�� ������������( )�	�� �
 ���� �� ������ ���� ��� ���' ����� δ �

��� ��*�	���� ��������� δn �������� ��� ��	�������� ���������� "��!+%� ���� �	���� ����
δ �� ������ "����� "��!+% ��� ���� ���� ��� �������� � ,��� �	
�� �� ����	��������% ���
������� ���� S �� ���'�� ��	���������� ��*�	�������� �� (c, f) "�
� -������ .%� /�	����	�
�
 �� �������	 ��� ������� ������ z = δ ∈ T red

crit(c, f) �� "��# %� ���� �� ������

a(δ, δ) ≥ lim sup
n→∞

a(δn, δn) ≥ lim inf
n→∞ a(δn, δn) ≥ a(δ, δ)

���� �������������

‖δ − δn‖2 ≤ Ca(δ − δn, δ − δn) = C
(
a(δ, δ)− a(δ, δn)− a(δn, δ) + a(δn, δn)

)
→ 0.

��



���� ����� ���� ��	 
��	�	
�	 �����	
�� ��
�	��	 	�	
 ����
��� �
 ��	 ��������
 ��
���������
 ��� �

 ���� S �� ����
��� 
��	����
���� 
��	�	
�����	� ��	 ��
����


��	�	
��������� 
�� ������� ���	
���	�� ���� ��	 ����
� 
��	����
�� 
��	�	
���������
�

 ��	 ��������� ��
��
���� �� ��	 �������
 ��	����� S� ���� �����	�	� ��	 ������

�� ����� ��	
��
�	 ������� ���� 
�� �������
�	 ���
����  	�	���
���
�� ��	 
��	������ �	���
�
� ��	��	� !��! �

 ��	 ��������
�� �
	������� "!�#$%&

'���� �� ���( �	 �	���) ���� "!�#$% �� �
 �	
	��� 
	���	� � ��������
�� �
	������� �� ��	
*��� 
�� � ��������
�� �
	������� �� ��	 �	��

 )�

� +� �	 ��
��
	�( 	���( ��	 ��	����
���	 j(x) = |x|( c ≡ 1 �

 h ≡ −1( ��	
 "!�#$% �	���	�

δ ∈ T red
crit(c, f),

a(δ, z − δ) +

∫
M

(tr z)2

‖∇w‖ dH
d−1 −

∫
{w=0}

|z|dλ−
∫
M

(tr δ)2

‖∇w‖dH
d−1 +

∫
{w=0}

|δ|dλ

≥ 〈g, z − δ〉+
∫
{w �=0}

sgn(w)(z − δ)dλ ∀z ∈ T red
crit(c, f)

�

 �	 	

 �� ���� � ��������
�� �
	������� ����� �
����	� �
 �
 �	
	��� 
�
,��
�	-
��
����
�� �� ��	 ����

z 	→
∫
M

(tr z)2

‖∇w‖ dH
d−1 −

∫
{w=0}

|z|dλ.

.��	 ����( �������� "!�#$% 
�	� 
�� *� �
�� ��	 ��������� �	���
�( ��	 �
���	 �����������
�� ��	 ��������
�� �
	������� �
 ��	��	� !��! �� ����� �����
�		
& ��	 	-���	
�	 �� �
�������
 ������� 
��	���� ���� ��� �
������ "��
�	 �	 ���	 ����	
 ���� ��	 ����� �� ��	

��	�	
�	 �����	
�� δt �����*	� "!�#$%%( �

 ��	 �
���	
	�� �� ��	 �������
 �� � �������
��
�	��	
�	 �� ��	 	���������� �� ��	 ����
	�� ���� a "��� /�#( ��	��	� ���0 �

 ��	
����� �� ��	��	� !��!%�

 	��

��( �	 ���
� ��� ���� ��	 
������ ����	 ��� ��	 ���
� �� "!�#$% �� ��	 ����	��
����	

H :=

{
z ∈ H1

0 (Ω) :

∫
M

c
(tr z)2

‖∇w‖ dH
d−1 < ∞

}

	

��	
 ���� ��	 ������ ���
���

(z1, z2)H :=

∫
Ω

∇z1 · ∇z2dλ+

∫
M

c
(tr z1)(tr z2)

‖∇w‖ dHd−1.

���� ��
 �	 �		
( 	���( �
 ��	 ���	 j(x) = |x|/2( h ≡ 0 �

 A = −Δ( ��	�	 "!�#$% ��

�	 �	�����	
 ��

δ ∈ T red
crit(c, f),∫

Ω

∇δ · ∇(z − δ)dλ+

∫
M

c
(tr δ)(tr z − tr δ)

‖∇w‖ dHd−1 ≥ 〈g, z − δ〉 ∀z ∈ T red
crit(c, f)

"1��%

�

 ��	 
��	����
�� 
	�������	 δ = S′((c, f); (h, g)) �� 	-����� ��	 (., .)H ,���2	����
 ��
��	 3�	�� �	��	�	
�����	 �� g �
�� ��	 �	
��	
 �������� ��
	 T red

crit(c, f)� .��	 ���� 
�	

��



�� ��� ������ 1/‖∇w‖ �� ��� �	
�� �����	
� �
 (., .)H � ��� ��
�� H �� ���
��� 
 �	���	
�����
�� �
 H1

0 (Ω)� ���� �
� �� �� �
��� ���� 
������ �
� ����� ��	��� ��
����
	���
���������� 
�	 �����
� ����	�� �	������ ����	��� �� �
	�
����
� �����
������ �
 ���
���� ��� 
	� �������	�� ��
� ��� 
�
����� �� ���  !"��

���	���� �� ������ �� ����� ��
� �� ��� ����
���� �
 ����	�� #�$#� ��� �������� ���	
��	
S 
�����
��� ���� ��� �� %&��
�' ��(�	����
��� �� ��� ����� (c, f) �
 
�� ���� �
 ���
�
� (h, g) 	→ δ �� ����
	 
�� ����������� ���� ������� ��
� �� ��)���� �� �����
��� �������� ���
���	 �
 ��� �
	�
����
� �����
���� �#� *� �� ��	��� �	���	�
 
�	 ���
%&��
�' ��(�	����
������ �
 ��� �
� S� +������	� 
�	 �'
����� ��� ����
���� �� ���$�
���	� ��� �
� g 	→ δ �
� �� ������,�� ���� ��� H-�	�.������ ���� ��� 	������
�	����
� ���� T red

crit(c, f)� /� ���� �
��� ��� �������� ���	
��	 g 	→ δ �� ��	�
���� ����
	

�� ���������� �������	 ��� ��� T red

crit(c, f) �� 
 �����
�� �
 H� 0���	������ ��
� ���
��,������ �
 T red

crit(c, f)�� �� ��� ����
���� �� ���$� 
 ��)����� ��������� 
�	 ��� %&��
�'
��(�	����
������ �
 S ��

|f | < c/2 
��� �� {w = 0} 
�� N+ \ cl(int({w = 0})) = N− \ cl(int({w = 0})).

1
����� �� 	��
	� ��
� ��� ��	�� J(z) 
�� J(δ) 
���
	��� �� �#� *� 
	� ������� 	��
���
�� ��� �����
�� w ∗ j′′ �
 ��� ������ ����	�������
� ��	��
���� �
 j �� w ��� ��� �����
�
 23	�
���	 �$#� +�
���	 4/"�� �� �� ��	� �	������ �� �
�� ��� 
�	�
� ����������

J(z) =
1

2

〈
c(w ∗ j′′), z2〉 
�� J(δ) =

1

2

〈
c(w ∗ j′′), δ2〉 ,

���	� ��� �	
����� 〈., .〉 ������ ��� ����	�������
� �
�	��� ��
� �$#� 5'
���� ��$�#" 
��
� 6� 7������ 4�$8"�� 9��
�� ��
� �� ��� ��
����
� ����	�� ��� �����
�� �
 
 ����	�������
�� 
 
������� v ∈ C1(Ω) �� ��,��� �� �'������� ��� ����������� �
�

C∞
c (R) � ϕ 	→ ϕ(v) ∈ C1(Ω)

������������ �� ��� ��
�� D′(R) 
�� ��
� ���� �'������� �� ���� �������� �
 ��� �	
�����
�
 ��� 
������� v ����	 �������	
���� �
������ �����	� �� Ω ��
� �$#� ����	�� ��$� "��
:�
� �
� �� ����	��� �� ��� ����
���� �
 ����	�� #�$# �� ��
� �� ��� �
	�
����
�
�����
���� �#� *� 
�	 ��� ��	������
� ��	��
���� S′((c, f); (h, g)) ��� ��	�� ����� 
	��
��� ��
����
� �����
�� w ∗ j′′ 
���
	 ;���	����	� ���	� ���� �
�� �����; 
�� ��
� ��
��� ��� ∂{w �= 0}∩{∇w = 0}� ���	� ��� ��
����
� �����	������ 

���� ��� �����
�� ��	��

	� 	���
��� ���� ��� �	
�� ���������� tr(z+) = 0 Hd−1-
��� �� N− 
�� tr(z−) = 0
Hd−1-
��� �� N+� ��
� ��� ��
����� w ∗ j′′ ���	��� �� ��� 
���� �
� ���� ���
�����	����� �
 ������ �	��	 ��(�	���� ��������� �
 ��� ���� �<�<� �� ������� ��	 ���
=���� ���-�����	����� �� �� ��	� �	����� ����� ���� �� ��
� �� �
��� �� 

��� �������	��
�� 7������ #� �
� �$>"� �� 	��
	�
��� 
�� �
�� 
� ��
�� �� ��� 
����	�? ���� ����������
��� ���� ������� ������
���
��� �� 

	�

/� ������ �� ����� ��
� ��� 
�
����� �
 ��� ��(�	���� ��������� �� �<�<� ������� ����
��	� �������
��� ���� ��� ������
	 
�	� a �� ��� �� 
������ �� �� Hk-�������� 
�	
���� k > 1� /� ���� ����
����� 
��� (d − 2)-� (d − 3)- ���� ���������
� ;
�
��	��; �

��� ����� ���� �
 w 
	� 	����
�� 
�	 ��� ����������� 
�
����� 
�� �	
��� �
 ��	��
�����
�
�� �� �� �
��� ���� 
������� ���� @������ 
 ������
��� 
��	�
�� ���
	�� ��� �����
�
 ���� Hk-�������� �	������ ����� �� �� ��)���� 
�� �� ���.��� �� 
�	���	 	���
	���
��� �
�� ����� �	�� 
�	 ��� �'������� �
 ��	 ��(�	����
������ 	������ �� �
	�
����
�
�����
������ ��
� �� ��� ,� ���� ��� ������� �
 ����	�� #�$#� ����� �����
������ �����
������� ��	�� �
 ��� 
�	� j(‖∇v‖)�

��
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