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∫
Ω

∇v · ∇v dx− 〈f, v〉

��
� v ∈ H1
0 (Ω) ��	 v ≥ ψ ���� �� Ω
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	 H1
0 (Ω)� W

m,q(Ω)� Cm,γ(Ω) ����
!
� ��� 

�
��� �	� ()���� ������ 
	 � �
�	��� ��������* �
���	 Ω +
� ��� ��
����

! Ω� ������������,� ��� ���� 
! H1

0 (Ω) ���� ������� �
 ��� L2��		�� ��
���� �	� ���
���
������ ���� �����	� ���� �� ��	
��� ���� H−1(Ω) �	� 〈., .〉� '	 
	� ����	��
	� �
����� ���� ������ ��	
�� � +����, �����������

�� � ����� 	
���
�
�����
� -� � ���� �
�	���� ������ �� �
	����� �	 
��
������ ��
���� 
! ��� !
��

��	
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2

∫ 1

−1

(v′)2dx

���� v ∈ H1
0 (−1, 1) �	� v ≥ ψα ���� �	 (−1, 1),

⎫⎪⎬
⎪⎭ +.α,

����� Ω = (−1, 1) �	� f ≡ 0� ��� 
������� ψα �������	� �	 +.α, �� ���	�� ��

ψα(x) :=

⎧⎨
⎩
φ
(
x+ 1

2

) (
3
2 − 12

∣∣x+ 1
2

∣∣2−α
)
− 1

2 , �! x ∈ (−1, 0]

φ
(
x− 1

2

) (
3
2 − 12

∣∣x− 1
2

∣∣2−α
)
− 1

2 , �! x ∈ (0, 1),
+/�0,

����� α ∈ (0, 1/2) �� � ����	 �
	���	� �	� φ ∈ C∞
c (R) ��	
��� �	 ��������� ��� � ��

����
� !�	���
	 �����!��	�

0 ≤ φ(x) ≤ 1, φ ≡ 1 �	 (−0.3, 0.3) �	� ���� φ ⊂ [−0.4, 0.4].

1
�� ���� �� !
��
�� !�
� +/�0, ���� ψα �� ��

�� �	 (−1, 1) \ {±0.5}� ������� ���	

	� +���
��, ���������� �	 (−1, 1)� �	� �	 �����	� 
! W 2,q(−1, 1) !
� ��� q ∈ [2, 1/α)
+�!� 2����� /�0,� '� �� !������ ���� �
 ��� ���� 
	�� ��� 	
	��
������ ���� 
! ψα ��
������� �� ��� ��
��� 
! φ �	 ��� ��
�� �������
	� ���� ���� �	���� ���� 
�� �������
��� �	����	��	� 
! ��� ����
� !�	���
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�
 ����� �� ��� 	�
 ���� ��� ���
���� uα �� +.α,� ���� ���
���� ��


���
��� 
��������
 �� ��� �	��	����	� ����
	����

uα ∈ K,

∫ 1

−1

u′
α(u

′
α − v′)dx ≤ 0 ∀ v ∈ K +/�/,

����

K := {v ∈ H1
0 (−1, 1) : v ≥ ψα 	��� �� (−1, 1)}.

�
���������� �� ���
�

uα ∈ W 2,q(−1, 1) ∀ q ∈ [2, 1/α) 	�
 uα = 1 	��� �� (−0.5, 0.5) +/�",

	�
 ����� ������ 	� εα > 0 �
�� ��	�

uα = ψα 	��� �� (−0.5− εα,−0.5) ∪ (0.5, 0.5 + εα) � +/��,

�
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�
������
��
� 
� uα ��
����� 
�� �
	� �
�	�������	 
� ��� �������
�� ���
��� 
� ��
�	� �
��
����
 �	��! ��"�!
#$! %�
���� &&'�� %
�������" ��� W 2,q���"��
���� 
� ��� 	
����
� �� ����� �
 #$! %�
����
&('� �
 ��
�� uα = 1 
��� �� (−0.5, 0.5)! �
�� ��
� ��� ��
���� ��α� �	 	��������
������ ��� 
��"�� 
�� ��
� H1

0 (−1, 1) ↪→ C([−1, 1])� ���	 ������	 ��
� �� �
� ��
��
��
uα �
�����	� 
�� ��
� uα(0.5) = uα(−0.5)�  ���� uα �	 ��
	���� �
� ��α�! �� ��
� ��
�
uα(±0.5) ≥ ψα(±0.5) = 1 
�� ��
� ��� ��)����
� 
� ψα �� 
��
�� ��
� ψα ≤ 1 �
��	
�
��
	�� ���������� �� ��� ������
� (−1, 1)� %
������" ���	� 
�	���
��
�	 �����	 ��
�
��� ������
�

vα(x) :=

{
uα(0.5), �� x ∈ [−0.5, 0.5]

uα(x), ��	�

�	 
� ������� 
� K� *�
� �����! �� �
� �
��
�	

0 ≥
∫ 1

−1

u′
α(u

′
α − v′α)dx =

∫ 0.5

−0.5

(u′
α)

2dx.

���	 ������	 ��
� uα �	 �
�	�
�� �� [−0.5, 0.5]� +	��" #$! %
�
��
�� &&�$�,'! �� 
��
��
������� ��
� uα �
��
� �� ��""�� ��
� 
�� �� (−1, 1)� -����! uα(±0.5) = 1 
�� uα

�	 �������
� 
�� �� [−0.5, 0.5]� &� ���
��	 �
 ��
�� ���.�� �
 ���	 ���! �
�� ��
� ��
�
��
�	 ��
� ����� 
�� ��� W 2,q���"��
���� �� ���/� ��
� uα �	 
0�� ����
� �� ��� 
���
	�� {x ∈ (−1, 1) : uα(x) �= ψα(x)}� �1�! 
� �
��	�! �	� ��� �
�����
�	 �����	���
����	

� uα 
�� ψα ������ ���	 �����	 ��
� ����� �
��
� �2�	� �
���	 x1, x2 ∈ (−0.8,−0.5]
	
��	����" x1 < x2! uα(x1) = ψα(x1)! uα(x2) = ψα(x2) 
�� uα > ψα �� (x1, x2)
�	���� ��� �
��
���� 
� ψα �� (−0.8,−0.2)! ��� ����
���� 
� uα �� (x1, x2) 
�� ���
��
	������� 
� uα �
��� 
������	� ����� 
 �
���
�����
��� 3� ��� 
���� �
��! �� ��
�
��
� uα(−0.5) = ψα(−0.5) 
�� �� �	 
���
�	 ��
� −0.5 �
��
� �� ��� 
��� �
��� ��
(−0.8,−0.5] ����� uα 
�� ψα �
������� %
�	��������! ����� �
	 �
 �2�	� 
� εα > 0
	��� ��
� uα = ψα �
��	 
��� �� (−0.5− εα,−0.5)� ��� 	������� 
� ��� ��
���� �
�
�����	 ���.�� ���	 �
������	 ��� ��

��

������ ���� ����	 
 ���� �

���
�� 
�	�����
���� ��
� ��
� ���
���� �� ��� �����

�� ����������� ���� �� �� ������
� �� ���� ��
� ��� ��
����� uα �� ��α� �� 	���� ��

uα(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψα(−ε̃α − 0.5)
x+ 1

0.5− ε̃α
, �� x ∈ (−1,−ε̃α − 0.5)

ψα(x), �� x ∈ [−0.5− ε̃α,−0.5)

1, �� x ∈ [−0.5, 0.5)

ψα(x), �� x ∈ [0.5, 0.5 + ε̃α)

ψα(ε̃α + 0.5)
x− 1

ε̃α − 0.5
, �� x ∈ [0.5 + ε̃α, 1),

���,�

����� ε̃α �� ��� ������ ��
����� ��

ψα(−ε̃α − 0.5) = (0.5− ε̃α)ψ
′
α(−ε̃α − 0.5), ε̃α ∈ (0, 0.3).
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���� ���� ��� �����	
� ψα ��� ��� ��

���� uα ��� α = 0.4 ��� � �
����
� 	
���� �
�	���� φ�

��� ������	
� ��
�� �� ��� ��������� �� ���� ���������	 �������� ��� ����� α ��� �����	
����� u ��� ε ��� uα ��� εα�

�� ��� ���� ��� ��������� �� ��� ���������������  � ����������� !"α#� �� �����	
� �������� $���� ������� ������ ���� ��������� ������ ���������� ������ ���������
��� ����������� �������  �� $����%����������� �������� ���� �� ��� �� ��������
������������ �� !"α# ���� �� ��������

���
1

2

∫ 1

−1

(v′h)
2dx

���� vh ∈ V 0
h ��� vh ≥ Ihψα �� (−1, 1).

⎫⎪⎬
⎪⎭ !"α,h#

&����

• h := 1/N ��� ���� N ∈ N�

• Th := {[xl, xl+1] : l = 0, ..., 2N − 1} ���� xl := −1 + l h, l = 0, ..., 2N �

• Vh := {v ∈ C([−1, 1]) : v|T �� �'�� ��� ��� ����� T ∈ Th}�
• V 0

h := Vh ∩H1
0 (−1, 1)�

• Ih : C([−1, 1]) → Vh� (������� ������������� �������� ���������� ���� Vh�

)��� ���� �� ��� ����� ��� ���������	 ���������� �� !"α# �� ����������� �	 ���������
��� ���������� �������� ψα ���� ��� (������� ����������� Ihψα�  ��� �� ���������� ��
�������� ��� ���������� ���	 �� ��� ����� �� ��� ���� Th ��� ����������� ��� ����
������ �������� ����� �� ��� ���������� !���� ����� *+�,�-.#� /���� ����� ��� �������
�� (����%0���������� ��� � ����%
���� ������� �� 12�
� ������ �� �������

����������� 	
�
 ��� ��� h = 1/N � N ∈ N� ��	�	 
� ��	 ��
 ���� ��	 �����
�� uα,h

�� !"α,h#� ��
� �����
�� 
� ��
��	�� 
	�	��
�	
 �� ��	 ���
��
���� 
�	����
��

uα,h ∈ Kh,

∫ 1

−1

u′
α,h(u

′
α,h − v′h)dx ≤ 0 ∀ vh ∈ Kh !3�4#

�
��

Kh := {vh ∈ V 0
h : vh ≥ Ihψα 
� (−1, 1)}.

�����	�� ��	�	 	�
��� � �������� C 
�
	�	�
	�� �� h ���� ����

‖uα − uα,h‖H1 ≤ C h. !3�-#

�
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� �� ��� ��
����	 �	� ��� 
����
���������	 �� ���	� �� ��� ������
���	�
 �	����
��� ����� ��� �����	�� �	�
�����
� �� ��� 
�	��	���� 
���� �� ����� ��
� !� ��� H1������ �������� ��

�"� ���� ���	���� ��������� ��� ��� #����	�� �	����
$�
�	� �	� � "�

�%	�"	 ������� �� &�
% ���� �'!�� ( 
��$
��� ���������	 �� ���)� 
�	
�� ���	� �	 �*+ ������� ,�-+ ,��!�

(	�
�����
� �� ��� 
�	��	���� �����	�+ �	 "��� ��

�"� "� ���$ ��� �	��� α �	� ���$
�
"���� uh �	����� �� uα,h�

(� .��$������	 ��* ���"�+ �	 
��� �� ��� ����
 $���
�� ��� ���
������� �������� ��
��� H1������ �� ���
�
� ��� ���� �� ��� ��� .�����	 �������	� ��� L2������+ ��"����+
������� ��/���	�
�� �� ��� ����+ "� ������� ��� ��
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����������� 	
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 �� hk := 1/(2k + 1)� k ∈ N� ��	
 �� ���
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(
hk

2

)2−α
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−0.5− hk

2
, 0.5 +

hk

2

)
� �����

������ ���	
 ��� 
�������� �� ��
 ���
���� (0, 1) ���� ����� hk� k ∈ N� ��� �� ���
����
� �� 	
���� ��
 
���� 0.5 ��� �� �
 ��
 ���
���� �� ���
 [xl, xl+1] ∈ Thk

� ��

���
� �� 	����
� ����� ���
 ��� ��
 
���� −0.5� ���� �
��� ���� ��
 ������ �� ��

�����	�
 ψα ��
 	�� �� �� ��
 �� ��� 
 ���
�
������� �

����� ��� ���� ��
 ���
�
�����
Ihk

ψα �����!
�

(Ihk
ψα)(x) ≤ ψα

(
−0.5− hk

2

)
= ψα

(
0.5 +

hk

2

)
= 1− 12

(
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)2−α

=: C(k, α)
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� ���� ��
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� �� ��
 
���� �� #��
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 �
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uhk

(
−0.5− hk

2
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= uhk

(
0.5 +

hk

2

)
≥ C(k, α)

��� ���� ��
 �
�� ���	����

vhk
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{
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(
0.5 + 1

2hk

)
, �� x ∈

[
−0.5− 1

2hk, 0.5 +
1
2hk

]
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�� ���'� ��
��� ���� uhk
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 	�������

���	���� ghk
:= C(k, α) �� � ���	�
�
 ��

��������� �� ��
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� �#α,hk

� �� ��

�
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!������ *+� ���� ��
��
� ���� uhk

≤ C(k, α) ����� ��
� �� (−1, 1) ��
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�������� ��$ ��� ��-� �� �
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‖u− uhk
‖Lp(−1,1) ≥ ‖u− uhk

‖Lp(−0.5,0.5) = 12

(
hk

2

)2−α
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��� ��� 1 ≤ p ≤ ∞� ���� ����� ���� �� ��
 ��������� �� ��� ���
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����
� ��
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�� ��
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���� �� ���0� ��� ��
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�



������ ���� �		�
�� ���� u, ψα ∈ W 2,q(−1, 1) ��
 ��� q ∈ [2, 1/α)� �

 ������� 	�� ��
�
���
���� �� ��������

������� ��	� �� ���� �� 	
� �����
����
���� ���	���� ������� ��� 	
� ����� �
��
���	
��	
�� 	��
�
��� �
���� �
���� ��
	� ������	� ��� �������� 
�	������	
�� �� 	
�
���	����� �� � ��
��
 ����� ��	
��	� �� 	
� ����

�� 	
� ���	���� ��� 	
� ����	
�� ��� ����	
��� 
� W 2,q(Ω)�
	
�� 
	 
���� ‖u− uh‖Lp ≤ Chβ

��� ���� 1 ≤ p ≤ ∞ ��� q ≥ 2 �����	 
��� 	��� ������ β ≤ 2 − 1/q� �� ���	
������
�� L2������ ��	
��	� �� ����� 	�� ��� 
� ������� ���� �� ��	�
��� 
� 	
� ���	���� ���
	
� ����	
�� ��� ������� 	� ������� W 2,∞��������
	��


����� ��
� �	 �
���� �� ��	�� 	
�	 	
� ���
	
�� ���	 (u − uh)
+ := max(0, u − uh)

�� 	
� ����� 
��	
�� ����� 
� �������
��� ��� 	
� �������	
���� ���� ����������� 
�
������ �� ���	� ��
�� �� �������
 �� !���� "#$� 
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� ����
‖(u − uh)
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� ��� � ������ 
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� ��	� ��
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����� ��	�
��� ��� 	
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(L2&'())k :=
log ‖u− uhk+1

‖L2 − log ‖u− uhk
‖L2

log hk+1 − log hk
,

���� �� �	���#�� ���� �*α,h� �� ���#�� �% ����� �� �� �	��#� ��� ����
���� ��
 ���
������ hk = 1/(2k+1) ��� α = 0.4� +� 	�� �� ���� ���� ��� L2&'() �	����
� �
�
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2− α� ���� ����#��
 ��
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∫ 1

−1

(v′)2dx− 〈fα, v〉

��
� v ∈ H1
0 (−1, 1) ��� v ≥ ψα ���� �� (−1, 1).
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∫ 1

−1

(v′h)
2dx− 〈fα, vh〉

���� vh ∈ V 0
h 
�	 vh ≥ ψα 
��� �� (−1, 1),

⎫⎪⎬
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��� �
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� �

�����
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uh ∈ Kh,

∫ 1

−1

u′
h(u

′
h − v′h)dx ≤ 〈fα, uh − vh〉 ∀ vh ∈ Kh �#�&�

�
��

Kh := {vh ∈ V 0
h : vh ≥ ψα 

 (−1, 1)}

�
� ����� ��
��� � ��
���
� C 
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��
� �� h ���� ���� ��� ����� ������
 ��� �����
�����
�
 �� ��α� ���
�� �� ���

 ��
��� �
�� u� �
� uh ���
����

‖u− uh‖H1 ≤ C h. �#���

������ ��� ������ ���'
������ � ��� ������
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�
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 +�&, ����� ������ 
 �����
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�
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(
‖uh − v‖L2 + ‖u− vh‖L2 + ‖u− vh‖2H1

) 1
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���	�  �� 
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�	 
�� v ∈ K� -������� v = uh 
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� 	�����	�

.� ��� 
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���'������� �� H1(−1, 1) �� ��
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 (−0.5− ε,−0.5) ∪ (0.5, 0.5 + ε) � �#�*�

���
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(
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	 �� �
� ���� hk = 1/(2k+1)� k ∈ N� �
��� ���	�
��	
 ����	 T1 = [xi−1, xi] ��
 T2 = [xj , xj+1] �� Thk

	��
 �
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xi = −0.5 +
hk

2
��
 xj = 0.5− hk

2
.

���� �
� 	������� �� �
� ������� ��α,h� ������ �
� ������� �� ������	 ����
�� �
��
uhk

(xi) = uhk
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 ��
 ���� �
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� ��������
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(x) :=
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(xi), x ∈ [xi, xj ]
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(x), ��	�

�	 ���	���� ��� ��α,hk
�� "	��� �
�� fα = −u′′

α ≡ 0 �� (−0.5, 0.5)� ��� ���#�� �� ��� ������	
��������	�� �� �
� ����� �� $����	����� ��% �
��
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�
���

(� ��� 
���� ϕi
hk
�� �� �
� ���)�� ������� �� V 0
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(
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(
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�	�� ��� ������� Tα �� ψα �� ��� ����� −0.5 − δαhk ∈ [xi−1,−0.5]� ����� ���
$�������

Tα(x) = 1− 12(δαhk)
2−α + 12(2− α)(δαhk)

1−α(x+ 0.5 + δαhk).

���� �� ���	


Tα(xi−1) ≥ 1− 12h2−α
k

(
(2− α)

2
δ1−α
α

)
= 1− 6

(
hk

2

)2−α

> uhk
(xi−1)

��	 �� $���� 
 $��� uhk
(−0.5− δαhk) ≥ ψα(−0.5− δαhk) = Tα(−0.5− δαhk) ���� Tα

��	 uhk
�����
��� �� (xi−1,−0.5) 
�$� (����� ����� ���
 ����	
 uhk

(xi) ≥ Tα(xi) ��	
������


uhk
(xi) ≥ 1 + 12h2−α

k δ2−α
α

(
(2− α)

2δα
+ (1− α)

)
≥ 1 + 6

(
hk

18

)2−α

�

���
 ��������
 ��� ����$�

��



ψα

uhk

Tα

xi−1 −0.5− δαhk−0.5

hk

xi

���� ���� ��� �������	
 �
 ��� ���	
� ���� �	
����
�� �
 ��� �
		� 	� �
	�	����	
 ����

����������	 
� ��� ���
 
���
���������� �
 ������� ���� ����� ��� 
������
��� ��
�
�������
��� ���� 
��
 ��� ��� �� 
���
�	 ����� hk ��! ��� 1 ≤ p ≤ ∞ �
 ���!�

‖u− uhk
‖Lp(−1,1) ≥ ‖uhk

− 1‖Lp(−0.25,0.25) ≥ 3

(
hk

18

)2−α

� ���"�

#���� 
�� ��!�� 
�� �� ����� ��
 �� ���
� $ �� ��

�� ���
� Lp$���� �� 
����!���!�
%�
� 
��
� �� 
��
���
 
� ��� ���
 �������� 
��� 
��� 
�� 
�������
 (u − uh)

− ��
����������� ��� 
�� ���� 
��&�����
�� ����� 
�� !��
��
� ����
���� ��� 
�� ��� 
� ��
���

�� �

���
	 
��
 �� 
	��
���	 �
���&�! �� 
��� �� 
�� ������� �'��
���� #�(��� ��
�
�

���
 
�� ��������
	 �� 
�� ���

���� u ��! ψα� ��� ��!���� 
�� �� �������)�! ��
�������*

������� ��	� �� ���� �� 	
� �����
����
���� ���	���� ������� ��� 	
� ����� �
��
���	
��	
�� 	��
�
��� �
���� �
���� ��
	� ������	� �
	
��	 ��� �
����	
��	
�� �� 	
� ���
�	����� �� � ��
��
 ����� ��	
��	� �� 	
� ����

�� 	
� ���	���� ��� 	
� ����	
�� ��� ����	
��� 
� W 2,q(Ω)�
	
�� 
	 
���� ‖u− uh‖Lp ≤ C hβ

��� ���� 1 ≤ p ≤ ∞ ��� q ≥ 2 �����	 
��� 	��� ������ β ≤ 2 − 1/q� �� ���	
������
�� L2������ ��	
��	� �� ����� 	�� ��� 
� ������� ���� �� ��	�
��� 
� 	
� ���	���� ���
	
� ����	
�� ��� ������� 	� ������� W 2,∞��������
	��

#�� ������ ��� 
�� ���� �� 
�� ��

�� hα �� ���"� �� ����� ��
��
�&��	 
����* +��
� ���
���

�� 
��
�

 ��
 {u = ψα} ��� 
�� ��
 {fα �= 0} �� �����&�! �������	 �	 
�� ������ Thk

��! ���
� 
�� ���
�
��� �� (Qα,hk
) ��� ��
 ���
����� ������� 
�� ����� ��
���� uhk

��!
u �
 
�� ��!�� xi ��! xj �� �,�

�! ����
�&��	� #��� ��
�� ���
����
��� �������
�� ��!
������ 
�� ��
� �� 
��&�����
� �� 
�� Lp$����� ��������	 
� ��� ���
 
���
����������

�� ������	
�� �
����� ��	 �������� #�� ����&��� �� 
�� ����� u − uh

�����&�! �� +�

���� � ��! � 
�� �� ��������! �� �������* �� ����� �� -�.� 
�� /�
)
���0�

��� Rhu �� 
�� ����
��� u 
� � ���$!���������� ���
�
�� ������� �� 
�� ����

���
1

2

∫ 1

−1

(v′)2dx− 〈f, v〉

��
� v ∈ H1
0 (−1, 1) ��! v ≥ ψ ���� �� (−1, 1),

��



����� ��� ���	�� �
����� �
 V 0
h �����
����

∫ 1

−1

(Rhu)
′v′hdx =

∫ 1

−1

u′v′hdx ∀ vh ∈ V 0
h ,

�� �����
� ��� ��
����� �
 ��� �������� ������
� ����
��

���
1

2

∫ 1

−1

(v′h)
2dx− 〈f, vh〉

���� vh ∈ V 0
h ��� vh ≥ Rhu+ ψ − u ���� �� (−1, 1).

⎫⎪⎬
⎪⎭ ��R,h�

���� ���
��� ���� ��� ��������� ������� ��� ���� ��� ������ Rhu �
 u ��� � !����
�
����� ������������� uh ����� �� ������������� �� � ����
�� �
 ��� 
���

���
1

2

∫ 1

−1

(v′h)
2dx− 〈f, vh〉

���� vh ∈ V 0
h ��� vh ≥ ψh ���� �� (−1, 1)

��� �� ������!�� ���� ��� ������ ���� ������ �� ��� ��
����� �� ��R,h� ���� ���
������
� Rhu + ψ − u �� ���
���� ���� ψh� "� ����� ������ ��� ����� Rhu − uh ��
������
� ��
���� �� ��� �������#��� �
 ��� ��
����� �� ��R,h� ������ ������������� �

��� ������
� Rhu + ψ − u� ��������� ������������� �
 ��� ������
�� ����#��� ���
����� ��� ��
����� �
 � ���������� ���$����������
 ������
� ����
�� �
���

� ��
� ���
!��� �����
�� ��� ���� �� �� ��
� 
�����
 ���� ��� ����� ‖Rhu − uh‖Lp �� ������

�
��� �
 ������ ����� ���� ��� 	������� ‖Rhu + ψ − u − ψh‖L∞ � ��� ��������� �����
‖Rhu + ψ − u − ψh‖L∞ ���� ������ ���� �� ���������
� 
�� ��� ���������#�
� �
��
���#������� �����#�� �� ��� ������������
���

"
 ��� ���#� ��
����
 ���������� �� ���� �������� ������ ���� �� �� ����
�

� ���
����
����� ����� ������ ���� ��� ������
� Rhu+ ψ − u �� ��� ����
�� ��R,h� �� ���
����
���� � 
������� ψh�� ���� ��� 
�

����� L∞$����� ��������� ��� �� �������� 
�� ���
���$����������
 ������
� ����
��%

������� ��	 
&'� ������� (()�� ��� Ω �� �� ���� ��	�
�
 �����
��� �	����� ����

f ∈ H−1(Ω) ��
 ψ ∈ C(Ω) ��� ��
�� �	�� ���� ��� �������� �������

���
1

2

∫
Ω

(v′)2dx− 〈f, v〉

���� v ∈ H1
0 (Ω) ��
 v ≥ ψ ���� �� Ω

⎫⎬
⎭ ���

�
���� � 	���	� ���	���� u� ���	�� ����

• {Th}h>0 �� � ������ �� ���������� �� Ω ���� max {diamT : T ∈ Th} ≤ h�

• V 0
h := H1

0 (Ω) ∩ {v ∈ C(Ω) : v|T �� ���� ��� ��� ����� T ∈ Th}�
• {ψh}h>0 �� � ������ �� C(Ω)��	������� ���� ψh ≤ 0 �� ∂Ω ��� ��� h > 0�

• ����� ����� γ1, γ2 ∈ (0, 1] ���� ψh|T ∈ C1,γ1(T ) ��
 u|T , ψ|T ∈ C1,γ2(T ) ���

��� T ∈ Th ��
 ��� h > 0�

��



���� ��� ���	
��� ����
	�� �
�����

���
1

2

∫
Ω

(v′h)
2dx− 〈f, vh〉

���� vh ∈ V 0
h ��� vh ≥ ψh ���� �� Ω

⎫⎬
⎭ ��h�

�����	 � 
���
� 	�

���� uh ��� �

 0 < h < diamΩ ��� �� ��
�	

‖(u− uh)
−‖L∞ ≤ ‖(u−Rhu)

−‖L∞ + ‖(ψh − ψ + u−Rhu)
+‖L∞

+
1

1 + γ1
h1+γ1 max

T∈Th

|ψh|C1,γ1 (T )

�����

���

‖(u− uh)
+‖L∞ ≤ ‖(u−Rhu)

+‖L∞ + ‖(ψh − ψ + u−Rhu)
−‖L∞

+
1

1 + γ2
h1+γ2 max

T∈Th

|ψ − u|C1,γ2 (T ).
�����

����� Rhu ����� ������	 ��� ���� ���������� �� u ���

|v|C1,γ(T ) := sup
x �=y∈T

|v′(x)− v′(y)|
|x− y|γ �

�	 
��
�� �� ��	�� 	��	 	�� ��
	 ����� ���	���
	��� �� ����� ��� 	�� 
����� 	� ��
	
���	���
	���
 �� ����� ��� ������ ��
���	������ ������ ���	������� ����� �� ���
��	�
���������	��� �� 	�� ���	��
�

 ��
	���� ψ ���

���� ��������� �
���� ��
	����
 ψh ��
	�� ��
���	� �������
� �
 ��������� 	� ���
�� 	�� ����� ψh−ψ� 	�� ��
	 ����� ���	���
 
	��� �� ����� ������
 ������ !��� 	�� �
���	
�� �� 	�� �
��	��� ψh ������
�
� "��
�
	!� �#��	
 !��� ��
� ��
����� �� �
� 	!� ��
�	���������
$ ������
 	�� ����	!�
�
����� �� 	�� ���������	��� �� 	�� ��
	���� �
 ��
���
���� ��� 	�� ���
�	��� �� 	�� �� 
��� �� ����������� �� �
� %�
	 �������� 	�� �
���	
�� �� 	�� ��
	���� ψh ���
��
 	��
�������
 �� �
� 
����� �������� ��� &��
��
 '�� ��� '���

(� ��������� 
	������ %��	� ������	 ����� �
	���	�
 ��� 	�� )�	* ���+��	��� ���
,������ ���������
� ��� ���
��
 	�� �����!��� ��

�	 ���� "������ ���$

��������� ��	 
-�� .�������� ��/�� ��� Ω �� �� ���� ��
���� �������
 ��� �		
��

�����

• f ∈ Lq(Ω)� ψ ∈ W 2,q(Ω) ��� ψ|∂Ω ≤ 0 ��
�	 ��� 	��� 2 ≤ q < ∞�

• {Th}h>0 ��� V 0
h 	���	�� ��� �		
������	 �� ������� �� �

!
���	� �
����� ���� ψh �	 ���	�� �� �� ��� �������� �������
��� Ihψ �� ���� ψh �	

���	�� �� �� ��� ��
�
 �� ψ� ��� h < diamΩ� ���� ��� ����
��	 ��� ��� ��h� ��

������� �� ����� 
���
� 	�

����	 u ∈ H1
0 (Ω)∩W 2,q(Ω) ��� uh ∈ V 0

h � ��	�������
��

��� ����� �"�	�	 � ���	���� C > 0 ����������� �� h 	
�� ����

‖u− uh‖L∞ ≤ Ch2−1/q (‖f‖Lq + ‖ψ‖W 2,q ) . ���'�

0�	� 	��	 �	 �����!
 ���� ���'� 	��	 	�� �������
 �� ,��	���
 � ��� ' ��� !��
	 ��
�

�������
� .�����
���� �
� ����� �������
 �����
	��	� 	��	 �� � ������ �
	���	�
�� 	�� ���� ���'� �
 ��	���� �� 	�� 
��
� 	��	 �� ������� � ������ Lp ����� �
	���	��

��



1 ≤ p ≤ ∞� ��� ����	 �� 
�	�� ��
��� ���� 2 − 1/q �� ��� �������
�� ���� �� ����
�
���	���	� ���� ������� ��� ������
� ���� ��� ���	� �
�� ���
�������� ���� ����
��
�� �������	 ���� �� �
��� �
 � ���
�� Lp����
� ��������� �
� ��� ��������� ������ �����
������� ����
������
� 
� 
���	������
��� 
������� ��
������

���
���������� ��� �������
� �� ���� ���� ����� �� ��
��� 	������
���  � � d�	������
���

������� ��
���� ���� � W 2,q�
�������� q > max(d, 2)� �� ����
������	 ���� ���������
������ ����� ��������� ���� ��� 
�	�� 
� �
����
���� 
������	 ���� �� � ���
�� L∞����
�
�������� �� ��������� 2− d/q ��
	��
 �

�������� ����
���� !��� ��
�� "#$ �
� � ��
����
	������
��� ����

�� 
� ���
��� %�&� '� ��� 
���� ���	� �� �� ���� �
 �
�������
�������� ������� �
 ��
�� �� !����
�� # ��	 ( ���
�� �� �
����
�� ����� 	��
�������
���� 2 − 1/q �� �� ����� �
��	 �
� ��� 
�	�� 
� �� � ���
�� Lp����
� �������� �� d
	������
�� ���� ��� 
������� �� ������	 �
 �� �� W 2,q(Ω)� ����� �� ���� � 
��
������� ���� ��� �� ��
��	 ���� �
������������� ��	 ���� ��� �� 
������	 ��
�
��� L∞����
� �������� ��	� �
 ��� ���� 
� 
�� )�
���	
�� �� �� ����� 
� 
��� ������
�
������� �� � ���
�� �������� 
� ��� �
��

‖u− uh‖Lp ≤ C hα

��� �� 
������	 �
� �
�� 1 ≤ p < ∞ ��	 �
�� max(1, 2− d/q) < α ≤ 2− 1/q� ����

���� ���� �
 ������� ���������

�������� �� 	��
���
�
 ������ �
����� ���
��������� �� ��� ����������

 � ���� �����
�� �� �
������� ��� ���������� ����� ������� ����
������
�� ���� ���
���	�	 �� ��� ��

� 
� *�
�
����
� (�#� ��� ��	������
 �������� ����������� 

�� ���)
�
 +
��
 ��	 !����
� ��� ",�&($� -
� ��� �
��������� 
� ��� ���	�� �� ��
���� ������
��� ��
������ �� ��� �
��
���
�

������� ��	� ��� Ω �� �� ���� ��	�
�
 �����
�� ��
 ���	�� ���� {Th}0<h<h0
��

� ������ �� ���������� �� Ω �	�� ���� ch < diamT < min(Ch, diamΩ) ���
� ��� ���

T ∈ Th ��
 ��� 0 < h < h0 ���� ��������� c, C > 0 ��
����
��� �� h� ���

V 0
h := H1

0 (Ω) ∩ {v ∈ C(Ω) : v|T �� ���� ��� ��� ����� T ∈ Th}

��
 �	����� ���� z ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,q(Ω)� 1 < q < ∞� �� � ��
�� �	������� ���� �����

����� ��������� C1, C2, C3 ��
����
��� �� h ��
 � ������ {zh}0<h<h0 ⊂ V 0
h ����������

z ≤ zh ��� ��� 0 < h < h0 �	�� ����

‖z − zh‖Lq ≤ C1h
2|z|W 2,q , ‖z − zh‖W 1,q ≤ C2h|z|W 2,q �.�&�

��


‖z − zh‖L∞ ≤ C3h
2−1/q|z|W 2,q �.�#�

���
� ��� ��� 0 < h < h0�

������  � ���� �
��
��� �� ���� ������ �	������ z ���� ��� C1(Ω)���������������� �

��
�� ���
��� .�&� �� �
���	�� �
� �� ��������� ��� ���	 ���� ��/� 0 < h < h0 ���

�����/���
� ��
����

���
∑
x∈Ch

vh(x) ���� z ≤ vh �� Ω ��	 vh ∈ V 0
h , �.�(�

��



����� Ch ������	 ��� 	�� �
 ��� 
������	 �
 ��� ��������� Th� �	��� 	������� ���������	

��� �����������	����� ������������� �� �	 ��	� �� 	�� ���� ����� �����	 �� ���	� ���
��� �� ������� zh� !��� ��� ��������� �
 ������ �� 
�����	 ���� ��� 
������� 
����	
zh(x)� x ∈ Ch� �
 	��� � ������� ������  � ������	�� ������� 
�������� ��� ���	������
z ≤ zh� "��	 ������	 ���� 
�� �
��� ���� x ∈ Ch \ ∂Ω ���� ��#����� ��	� ����	
Tl = [xl, x] ��� Tr = [x, xr] ��� �
 ��� 
�������� ��	 ��  � ����$

�� %� ����	 zh(x) = z(x)�

 � "���� �&�	�	 �� a ∈ [xl, xr] \ {x} 	��� ���� zh(a) = z(a) ��� z′h(a) = z′(a)�
%
 a ∈ {xl, xr}� �� ���� ��� ��
� ���	��� ������ ����� �
 ��� ����
���
� �����

%
  � �	 ��� ��	�� ���� ��� 
���������� ������� �
 �������	 �����	

zh(x)− z(x) =

∣∣∣∣
∫ x

a

z′′(t)(x− t)dt

∣∣∣∣
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(
q − 1

2q − 1

) q−1
q

(Ch)2−
1
q

(
max

T∈Th:x∈T
|z|W 2,q(T )

)
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0 ≤ zh(x)− Ihz(x)
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q − 1

2q − 1

) q−1
q

(Ch)2−
1
q

(
max

T∈Th:x∈T
|z|W 2,q(T )

)
∀x ∈ Ch� ���'�

(���� Ih : H1
0 (Ω) → V 0

h ����� ������	 ��� )������� ������������� ��������� !���
���'� ��� ��� �������	� ��������� �
 ��� 
�������	 �� V 0

h � �� ������� 
�����	

‖zh − Ihz‖L∞(Ω) ≤
(

q − 1

2q − 1

) q−1
q

(Ch)2−
1
q |z|W 2,q(Ω). ���*�
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‖zh − Ihz‖Lq(T ) ≤
(

q − 1

2q − 1

) q−1
q

(Ch)2
(

max
T̃∈Th:T∩T̃ �=∅

|z|W 2,q(T̃ )

)
∀T ∈ Th�

-�������� �
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‖zh − Ihz‖Lq(Ω) ≤ 3
1
q

(
q − 1

2q − 1

) q−1
q

(Ch)2|z|W 2,q(Ω)�
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� ���� ��� ��	� �	������ �� ���.�� "� ���
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‖z′h − I ′hz‖L∞(T ) ≤
2

c h
‖zh − Ihz‖L∞(T ) ∀T ∈ Th.
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