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2

∫
Ω

∇v · ∇v dx− 〈f, v〉

���� v ∈ K := {z ∈ H1
0 (Ω) : z ≥ ψ ���� �� Ω}�

�
���
��� ���
� ��������� �
� ��� ��
���� (P ) ���� ���� ������� �� ����
�� ����
��
���
��� ���� ��� ����	���� ������� �� ��������� ��� ���
� �� ���� 	���� ���� ��� 	
���	�
��� 
� ��� 	
�����
�� �
����
� ������ ��� ��� 
���� ��� �
����
� ��� ��� 
����	�� 	
��	����
��� �� ����� ������ �������� ��� ���	���� ������� ����	���� 
� !�������"������ �	��
#$%�� &� 
��� �����
� #'�(�)*�)$% �� �������	��� +� ���� ������ 
� ��,� � �
�� ��
���
������	���� ��� ���
������� ���� � ���
�� L∞����
� ��������� �
� ��� ��
���� (P )
	�� ���
 �� 
������� �� 	
�
������� 
� � �
�� ������� ��������� ������ �
� ���	�������

����	�� ��
������ -�� ����
� 
� ��

� ��� ��� ��������� ���� ��� ��������� ���
�
��������� ��� �
�� .������ ���� ����� 	�����	�� 	
����������� ���� 	��� �
� ��������
���
 ������ 	����� 
����	��� �� ��� ���	���� �������� /
��
���� 
�� ����
�	� �����������
���� ��� ��
���� 
� ���������� ��� ����
������
� ���
� �
� (P ) ��� �� ��	�� � ��
����

� ����������� ��������� ���� ������������
� ����� 
�� �
 �� ���� ���������
�� 
��� ��
	
��� �
 ��������� ��� ������
� 
� ��� ����
������
� ���
� �� �

�� Lp��
��� ��� ���
��������
�� 
� ��� ���	�
��� ������ ����� ������� ����
�� ��� ����������� ���
�
���
��
����� �� 
�� �������� ��� ��� .��������� 
� 
�� ��������� 
���� �
� �������� 
�
��0
� ���
����	� �
� ��� 	
�����	��
� 
� �

 	
������������� �
��� �� � 	
�����
�
����� #1% 
��	� ���
������� ���� ��� 	
�������	� ����� 
������� �
� ��� L∞����
�
��� 2 �� ����� �� ��� 
����������
��� ������� 2 ���
 
������ �� ��� Lp����
�� p > 1�
�� 	
��������� ��� ������ ������� �� �����	���� ���� ��� 3�����4���	�� ���	, �
�� �
�


�, �
� ��� 
����	�� ��
����� &� ����� �
 #1% �
� ������� 
� ���� �
��	�

��� 
������ 
� ���� ����� �� ��� �
��

���5 +� 6�	��
� '� 
� 	������ ��� �
����
�� �������
��� ���� ���	��������
� �	����� ��� ��	��� ����	 ������� ��
�� ��� �
��������� 
� ���

����	�� ��
���� ��� ��� ���������� 
� ��� �
����
�� +� ��� ����� ���� ��	��
�� 
�
����
��	� ��� 	
�	��� 
� ���	���� ������
����
�� ��� ��� �� �
 ����� ��� ��������� 
�
��� ����
������ ��
����� 
������� ��
� ��� ����� ������� ���	��������
�� &� 
��� ���

§	�����! �� (�������
��� ����

���� )

����
�*� +�����
 � +�����
 �,����
!�

-



���� ����� �� 	
������ �
 ��� 	
�����
�� ������
� ��� �
����
� 
�����
� 
� � ���	�������

����	�� ��
���� �� �
� ����	���� �� � ���	��
� 
� ��� 
����	�� �� ��� ������ �� ���
���
�
 �� 	������ ��	��
� � �� ���
��� �
 ��� � ���
�� ���
� �������� �� ��� L∞��
���
����� �� �� ���
�������� ���� L∞����
� ��������� �
� ��� 
����	�� ��
���� �
��
�
�����
���
������� ��
� ��� ��������� ������� 
� ��	��
� � �� ��� ���� ��
 �	��
� 
� ���
	
�����
�� �
����
� �� ������!�� ���� ��� �
����
� 
� �� ����
�������� ��!��� ���	����
��
����� "�� 
���� 
� 	
����
��	� ���� �� ���������� 
����� �� ���� ��	��
� �� ���
���� �� �� ��� 	�����	�� �
�#� 
� $���	�� %&'( ��� )��
		�� %*(� ������� �� ��	��
� ' ��
	
�	���� 
�� �������
���
� ���� �
�� �����#� ��� � ���	����
� 
� 
��� ��
������ "��
�������+ 
� ���� ����� 	
������ ������� ��
�� 
�������� !���� ������� ����
+�����
��
���� ��� ������ �
� 
�� ��
��������
�� "�� ���
���� �
��� ����� ��� ���
 �� 
�
����������� ���������

�� �������	
����� ,� ���� �
��
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����� ����	����
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���� �� Rd� ����� d ∈ N �� ��������� ��� !+��� -�������
��� �� ���� ��� ���
�������� ����������
�� H1

0 (Ω)� W
m,p(Ω)� Cm,γ(Ω) ��� H−1(Ω) �
� ��� �
�
��� ���	��


� Ω� ��� �.���� ���	�� 
� ��� 	�
���� Ω ��� ��� ���� 
� H1
0 (Ω) ������ ��� L2������
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� H1
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(P )
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1

2
a(v, v)− 〈f, v〉

���� v ∈ K := {z ∈ H1
0 (Ω) : z ≥ ψ ���� �� Ω}�

"�� �������� �
�� a ��������
 ���� �� ��!��� �
 ��

a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) → R, (v, w) �→
∫
Ω

∇v · ∇w dx�
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 ���� a �� 	
��	��� 4��� �
 ��� ���7������ 
� 8
��	��9�-������	��5� �� �� ���� �
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�� ���� (P ) ������ � ���7�� �
����
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����� ��� ���������� ��� K �� �
� ������
1 �������� �������� ��
�� ��� �
��
���
2

������� ��	� �� ψ : Ω → R �� � �����	�
�� ���
���� ��
� ���� K �� ��� ������

���� ��	 ��� f ∈ H−1(Ω) ���	� �� � ������ �������� u ∈ K �� ��� �	�
��� (P ) ��� ����

�������� �� ���� �������� ����	����� 
� ��� ��	�������� ����������

u ∈ K : a(u, u− v) ≤ 〈f, u− v〉 ∀v ∈ K� 4*�&5

��	����	� ��� �������� ��� S : H−1(Ω) � f �→ u ∈ H1
0 (Ω) �� ����
���� 
����������

��� ��	���	� ���	� ������ � 2 ≤ q < ∞ ��
� ���� ψ� f ��� Ω �������

� f ∈ Lq(Ω)� ψ ∈ W 2,q(Ω) ��� trψ ≤ 0 ���� �� ∂Ω�

� ���	� ������ � 
������� C = C(Ω, q) > 0 ��
� ���� ��	 ��� ���
����� v ∈ H1
0 (Ω)

���� Δv ∈ Lq(Ω) �� �����

‖v‖W 2,q ≤ C‖Δv‖Lq � 4*�*5

���� ��� �������� u �� �� W 2,q(Ω) ��� ���	� ������ � 
������� C ′ = C ′(Ω, q) ��
� ����

‖u‖W 2,q ≤ C ′ (‖f‖Lq + ‖max(−Δψ − f, 0)‖Lq ) �

�
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�� C(Ω, q) ���� ��
����� ����� �'�	�	� �
� �'
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�
�� Ω �
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 +��-&� 
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�� 2 ≤ q < (1− π/(2α))−1 �	�� #�.� ���
��� /�/�/��0&
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��� ��/�0�&�� %� 	�
��� �� �
��� ��
� ��� 	
����
� u
�
 ��� ��
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	� ���
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�	�
��� ψ 
�� ��� �
��� f 
�� 	�

��� %� �� �
�	����� �
�
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����� ��� 	���
��
� Ω = (−2, 2)� f(x) = 0 
�� ψ(x) = 1 − x2� ���� ��� 	
����
�
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	� 	��
�� �����
����	 
�� ��	�
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�	 
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�	�
��� �
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���������� �	�	 �� Ω ⊂ Rd �� � 	�
��
� ������ ���� � ��������� 	�
������ ��
�

� ����
����� T = {Ti} �� ����
�� ���� ����
� d����
������� �������
� Ti �� ����
� �

������
������ �� Ω �� ��
 ��������� ������

�
⋃

Ti = Ω�

� �� Ci �
���
� ��
 �
� �� ��� �
����
� �� � �����
� Ti ∈ T ��� conv(...) �
���
�
��
 ����
� �
�� �� � �
�� ��
� ��� ��� Ti, Tj ∈ T �� �� ��

 ����

Ti ∩ Tj = conv(Ci ∩ Cj)�

�� � ��������� ������ ������ � ������
������� �
 ���� �� � d����
������� �����
�����  
������� F = {Th}0<h≤h0

�� ������
������� �� ����
� !
����
������ �� ��
�
 ��
 �������


��������� ρ1 ��� ρ2 �
�� ���� ��� ��� 0 < h ≤ h0 �� �����

max{diamT : T ∈ Th} ≤ ρ1h ��� min{diamBT : T ∈ Th} ≥ ρ2h� ���0�

"
�
� BT �
���
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 ����
�� 	��� �������
� �� � �����
� T �
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(Ph)

⎧⎨
⎩���

1

2
a(vh, vh)− 〈fh, vh〉

	��� vh ∈ Kh := {zh ∈ V 0
h : zh ≥ ψh 
��� �� Ωh}

�
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� {Ωh}0<h≤h0
�� � ������ 	� d�
������	��� 
	����
�� ���� Ωh ⊆ Ω �	� ��� h�

� {Th}0<h≤h0 �� � ����������	�� ������ 	� �����������	�� ���� ���� ���� Th ��
� �����������	� 	� Ωh �	� ��� h�

� V 0
h := {v ∈ C(Ω) : v|T �� ���� �	� ��� T ∈ Th ��
 v|Ω\Ωh

= 0}�
� ψh : Ωh → R �� ���������� �	� ��� h�

� fh ∈ H−1(Ω) �	� ��� h�

���� ���� ��� ���	
�
�� Ωh ⊆ Ω ����
�� ���� V 0
h 
� � �������� �� H

1
0 (Ω)� ��
� 
���
��


� ��
�
����
 ���� ��� �����
�
�� a(vh, vh) ��	 〈fh, vh〉 �
� �����	����	� ��
 �
��
����
����� 
� ���� ������� �� �
�� ����� ����
��� ��� 
���� �� ��� ���� �
	�� h� 
���� ��
�
�� �

�� {Ωh} 
�����	 �� {Ωh}0<h≤h0 � h > 0 
�����	 �� h0 ≥ h > 0 ����  �
�� ���
�
��� ����
�� �� !
����"��������
�� 
� 
� ��
�
�����
��
	 �� �
���#


������ 
��� �� ��� �
�������� ��� Kh �� �	� ��
��� ���� �	� ��� fh ∈ H−1(Ω) �����
������ 	�� ��
 	��� 	�� �	����	� uh ∈ V 0

h �	 ��� 
�	���� (Ph) ��
 ���� �	����	� �� ���	
�������� 
��������
 �� ��� �������	��� ����������

uh ∈ Kh : a(uh, uh − vh) ≤ 〈fh, uh − vh〉 ∀vh ∈ Kh� $%�&'

�	��	���� ��� �	����	� 	
����	� Sh : H−1(Ω) � fh �→ uh ∈ H1
0 (Ω) �� ��
������ �	�����

�	�� ���� � ��
������ �	������ ��
�
��
��� 	� h�

(� �����	 �� ����	 ���� �� 	� ��� ������ ψh �� �� �� ������� �� ��
 ��
�� �������
������ ��
� �
�� �� �� ��)�
 
���
����� 
� "���
�� &�

�� ������	� 
�����
��	�
�� ��� 
	�����	� �����	�� �� ���
���� ��� �

�

������� ��� ����
����� �����
�� u ��	 ��� ��
�� ������� ���
�*
���
�� uh� �� �
��
���	� ��� ����
�
�
�� �� ��� �����
�� ��� (fh, ψh) �→ uh �����
���	 �
�� ��� 	
��
���
�
����� (Ph)� ��� ��
� ���� �� ��
 ����
�
�� ������
� �
�� �� � ��

��� �� ��� 	
��
���
��*
��� �

��
��� �� +��
�
��,
�
��� ���� 
� ��
��
�	 �� ��� ���	� �� ��� ��

��
����

������
�� $%�&'� -�
� �
��
����� �� �
�� ���� ��� �� ��� ������
�� �������#

����	����	 ����  ������	� gh �� �����
 � 
������� ��
���	����	� 	� ��� 
�	���� (Ph)
�� �� �	�
�!

� gh ∈ Vh := {v ∈ C(Ωh) : v|T �� ���� �	� ��� T ∈ Th}�
� a(gh, vh) ≤ 〈fh, vh〉 �	� ��� vh ∈ V 0

h ���� vh ≤ 0 �� Ωh�

� gh ≥ ψh ���� �� Ωh�

� gh ≥ 0 	� ∂Ωh�

��� �*�
���
�� a(gh, vh) �����

�� 
� ��� �����	 ��
�� �� ��� ����� 	���
�
�� 
�� ��
���
��� �� �� ��	�
����	 ��

a(gh, vh) :=

∫
Ωh

∇gh · ∇vh dx�

(� ���� �������� �� �
�� ���� �
������ ��� �� ��
� ��
��� ����� �� �����
���

���� ���� .���
�
�� /�0 �*���	� ��� ������� �� ����
�����
��� �������	 
� 10%2 ��
�
����
��
��
	�� �� ��� 	
��
��� ����
��� ��� ��
� 
	�� 
� ��� ������
�� 
� �� �
��� ����
	
��
��� ����
�����
��� �*�
�
� �
��	�� ��� ���� �����
�
 �� ���

 ����
����� �����
��
��
��� 
���� �� ���� ���� � 	
��
��� ����
�����
�� gh ��)�

3�� $�� ����� 
� ����

�



������ ��� ���	�
�� uh �� ��� �
����� (Ph)� �� ����
� �	�� � 
��	��� �� ���� ��

���

�� �	
 ������
� �� �

���	���
��� �� � ����
�� �����

���������� �	
	 � �������	���
� Th 
� Ωh �� ���
 �
 ������� ��� �
�
���
� (Z) ��

a(ϕi
h, ϕ

j
h) =

∫
Ωh

∇ϕi
h · ∇ϕj

hdx ≤ 0 ∀i �= j ���� xj /∈ ∂Ωh� �����

����� {xi} 
��
��� ��� ��� 
� �		 �������� 
� ��� �������	���
� Th ����	�
��� ��
�� 
�
��� �
��
��� ∂Ωh� ��
 {ϕi

h} 
��
��� ��� �

�	 ����� 
� ��� ����� Vh ������ ��� �����
���� ϕi

h(xl) = δil �
� �		 �

�� xl��

��� ����
�
�� (Z) ���
����� ���� ��� ������ ���

� �

�
�� �
�� ��� ��
�� �������
�
��
��
 ��
�� ��� �� �� � Z!���

�� �"� 
� ���� �� ��� ���� 
� 
� ���� �� M !���

�

� ��
� ������ "� ���	�� �� ����� ���� ���	���
��� �� ��� ���� (Z) �
� ����!#���� 
�
��� ������� �� �
��
��� ���
�	� �

��
���� ����� ����� $%&�� "� �	
 ���
����� ��� ���!
�����
�
�� ����
�
�� ����� �
�� ���� 
��� ���� ��
� ���	
���� 
� ��� �
��� �� ����
��
��'� (� ��� ������
�� ����� ������ ��� �

���	���
��� ���
���
�� ��� ����
�
�� (Z)
��� �� ���
����

 �� �
��
���� 
� ��
�� �� ��
��
� ������

� ����	
���

����
 �	� �$�)&�	

� �� d = 1� ���� ����� �������	���
� �������� (Z)�

� �� d = 2� ���� (Z) �� �������
 �� ��
 
�	� �� �
� ���� �
�� E 
� Th ����
E � ∂Ωh �� �
	
�

θT1

E + θT2

E ≤ π�

����� θT1

E , θT2

E ∈ (0, π) 
��
�� ��� ���	�� ���� 
��
�� E �� ��� �
������ ����
��		� T1 ��
 T2 ����  ����� !�"��

� �� d > 2� ���� (Z) �� �������
 �� ��
 
�	� �� �
� �		 �
��� E 
� Th ���� E � ∂Ωh

�� �
	
� ∑
T⊃E

Hd−2(κT
E) cot θ

T
E ≥ 0�

����� �
� ����� T = conv(p1, ..., pd+1) ∈ Th ��
 ����� E = conv(pi, pj) ⊂ T
��� #��������� κT

E ��
 θTE ��� 
����
 ��

κT
E := Si ∩ Sj ��
 θTE := �(Si, Sj)�

����� Si ��
 Sj 
��
�� ��� (d− 1)�
������
��	 ����	����

Si := conv(p1, ..., pi−1, pi+1, ..., pd+1)

��


Sj := conv(p1, ..., pj−1, pj+1, ..., pd+1)

��
 �(Si, Sj) ∈ (0, π) 
��
��� ��� ���	� ���	
��
 �� Si ��
 Sj �
� ��� �
���	
����
�� 
� Si ��
 Sj� �
 �� �
�� ��������� $��� Hd−2(.)� �� ���� ��� (d−2)�

������
��	 ����

�% ��������

�



θT1

E

θT2

EE

xj

xi

T1

T2

κT
E

θTE

pi

pj

E

Si

Sj

���� ���� ��� �������	
 �	��
�	�� 	� ����
 ��� ��� d = 2 
�� d = 3 �
�� ������

����� ��� 	��
��� �
�
� ��������� ����� ������� ���	���������� ��
�� �� ��� ��������
�� ���� ����	� �� ��� �	����

������� ��	� ������ ���� ��� �	�
��
��� ��� Kh 
� ��� ��
���� (Ph) 
� �
� �����

��	 ���� Th ���
���� (Z)� ������ ������� ���� ��� 
������� ψh 
� (Ph) ���
����

ψh ∈ C(Ωh) ��	 ψh|T ∈ C1,γ(T ) ∀T ∈ Th

�
� �
�� γ ∈ (0, 1] ��	 ��� ρ1 �� ��� �
������ 
� ������ ���� (Ph) �	�
�� � ��
���

�
���

� uh ��	 �
� ����� ������
���

� gh 
� (Ph) 
� 
� ���� ����

uh ≤ gh +

√
d

1 + γ
ρ1+γ
1 h1+γ max

T∈Th

|ψh|C1,γ(T ) 
� Ωh� �����

�����

|ψh|C1,γ(T ) := max
k=1,...,d

sup
x �=y∈T

|∂kψh(x)− ∂kψh(y)|
‖x− y‖γ �

 �� �
��� ����	�� ����� ���� ����	��� �
��	���
����� �� ����� ���	��������! 
�����
�� ���������  ��! �	� ��	��	 ���� ��� ���
���� uh ���
�� �� �		�	 ���� ������� ��
��� ���� ����� h ��� ��� �
	���
	� �� ��� �
������ ψh�  �� ���"
����! uh ≤ gh�
����� ��� 
������	 �
��	��� �� ��� ������
�
� ������� ���� #$��  ���	�� %%&�'(�� �� ���!
�
������ �� ψh �� �� ������� �� ��� ����� Vh�

��

� 
� ���
��� ����  �� ��������� �� ��� ���
���� uh ������� ��	�������	��	��! �	��
 ���	�� ��'�  � �	��� ���"
����! ������ �� ���� 
�� �� �	�
���� ������	 �� ����
�����!�� �� ��� ������
�
� ������� ���� #$�(�� %� � �	�� ����� �� ����� g′h := gh + C�
���	�

C :=

√
d

1 + γ
ρ1+γ
1 h1+γ max

T∈Th

|ψh|C1,γ(T )�

)��� ���� g′h �� ����� � �
��	���
���� ����� ��� �������� �� � �������� �������� �� ���
�
������ gh ��� �� �*��� �� ��� �	���	���� �� +�������� ��$� ,� ��� �������	 ���

��"
� ������� vh �� Vh ����

vh(xi) = min(uh(xi), g
′
h(xi)) ∀xi� �����

���	� {xi} ����� ������� ��� ��� �* ��� ��	����� �� Th �����
���� ����� �� ��� 
�
���	!
∂Ωh�� -���� uh ∈ V 0

h � ��� �
������ vh ��� 
� ��������� ���� �� ������� �� V
0
h ���

�



���� ����� 	
 �
��
�� ����
� ���� vh ≤ uh ����� 
�
��	�
�
 
� Ωh� �����
����
�

� �����	� ���� ��� ���������
�� ���� vh ≥ ψh� �� �

 ��
�� 	
 ��
 ���� ������
��
�� ��
��
� ��� ���� ��
 ���
��
� �����

� �� z := uh − ψh�� ��� 
�
�� �
�� �
��
T ∈ Th 	
�� �
��
�
� p1, ..., pd+1 	
 ���  �� �� �!�
 �
�
�� �����
�� ψT

h �� T ����
���� ψh ≤ ψT

h ≤ uh ����� �� T ��� ���� ����

0 ≤ ψT
h (pk)− ψh(pk) ≤

√
d

1 + γ
ρ1+γ
1 h1+γ |ψh|C1,γ(T ) ∀k = 1, .., d+ 1�

��
� �

��� ���� vh ���
� 
�

vh(pk) = min(uh(pk), gh(pk) + C) ≥ min(ψT
h (pk), ψh(pk) + C) ≥ ψT

h (pk)

��� ��� k = 1, ..., d + 1� ���� ��
 �!�
 �
�
��
�� �� vh ��� ψT
h �� T � 
� ��	 �����	�

vh ≥ ψT
h ≥ ψh 	�
�� 
���

� vh ≥ ψh �� Ωh �� ���
�
�� ���� ��
 �
���� ����
��� 
�

"
 �
�
�� ��# ��� ��
 ���
��
���� 
�
$���
�� �%���� 	
 ��� ��	 �
���
&

a(g′h, vh − uh) ≤ 〈fh, vh − uh〉 ��� a(uh, uh − vh) ≤ 〈fh, uh − vh〉 �

'� 	
 ��� ��
�
 
�
$���
�

� ��� �
 �
 yi := uh(xi)−g′h(xi) ��� ��� ���
� xi� 	
 ����
�
���
�� ��
 ����
��

� �� vh�

0 ≥ a(uh − g′h, uh − vh)

=
∑
xi

yi max(0, yi)a(ϕ
i
h, ϕ

i
h) +

∑
xi �=xj

yi max(0, yj)a(ϕ
i
h, ϕ

j
h)

=
∑
xi

max(0, yi)
2a(ϕi

h, ϕ
i
h) +

∑
xi �=xj ��� xj /∈∂Ωh

yi max(0, yj)a(ϕ
i
h, ϕ

j
h)� �����

	�
�
 {ϕi
h} ���
� �
���
� ��
 ����� ���
� �� Vh� (
����
 �� ��
 ����
�
�� (Z)� ��	)


�
�� 	
 ���� *��	 ���� ��� ��� i, j 	
�� xi �= xj ��� xj /∈ ∂Ωh 
� �����

yi max(0, yj)a(ϕ
i
h, ϕ

j
h) ≥ max(0, yi)max(0, yj)a(ϕ

i
h, ϕ

j
h)�

����� ����� 
���

�

0 ≥
∑
xi

∑
xj

max(0, yi)max(0, yj)a(ϕ
i
h, ϕ

j
h) = a(uh − vh, uh − vh) ≥ 0

��� ����
$�
����

uh(xi)− vh(xi) = max(0, uh(xi)− g′h(xi)) = 0 ∀xi�

+�
�� ���
� ��
 �

�
	
�
 �
�
��
�� �� ��
 
�����
� �����
���� 	
 ��� �
���


uh ≤ g′h = gh + C = gh +

√
d

1 + γ
ρ1+γ
1 h1+γ max

T∈Th

|ψh|C1,γ(T ) 
� Ωh�

��
� �����
�
� ��
 ������

��
��
� ��� ����	� �� �����,
 ��
 �
��
�
�
�� �� ��
 �����
�� uh 	
�� �
��
�� �� �
�)
������
��� �� ��
 �������
 ψh ��� ��
 ����
 fh&

�



������� ��	� �������� 	
� ������	� ���	
��� �������� �� 	�� ����

(Ph,i)

⎧⎨
⎩���

1

2
a(vh, vh)− 〈fh,i, vh〉

���� vh ∈ Kh,i := {zh ∈ V 0
h : zh ≥ ψh,i 
��� �� Ωh}

, i = 1, 2,


�� 
����� 	�
	�

� fh,1, fh,2 ∈ H−1(Ω)�

� 	�� ���������� 	��
����
	��� Th �
	����� (Z)�

� ψh,1, ψh,2 ∈ C(Ωh) 
�� Kh,1 �= ∅� Kh,2 �= ∅�
� 	���� ����	 γ1, γ2 ∈ (0, 1] ���� 	�
	 ψh,i|T ∈ C1,γi(T ) ��� 
�� T ∈ Th � i = 1, 2�

��	 ρ1 �� 	�� ����	
�	 �� ���	
� ���� (Ph,1) 
�� (Ph,2) 
���	 ������ ����	���� uh,1


�� uh,2 
�� 	���� ����	� 
 ����	
�	 C > 0 ����������	 �� h ���� 	�
	

‖(uh,1 − uh,2)
+‖L∞

≤ ‖(ψh,1 − ψh,2)
+‖L∞ + C r(h)‖fh,1 − fh,2‖H−1

+

√
d

1 + γ1
(ρ1h)

1+γ1 max
T∈Th

|ψh,1|C1,γ1 (T ) �	��



��

‖(uh,1 − uh,2)
−‖L∞

≤ ‖(ψh,1 − ψh,2)
−‖L∞ + Cr(h)‖fh,1 − fh,2‖H−1

+

√
d

1 + γ2
(ρ1h)

1+γ2 max
T∈Th

|ψh,2|C1,γ2 (T )� �	��


����� v+ := max(0, v) 
�� v− := min(0, v) ����	� 	�� ����	� � 
�� 	�� ���
	� � �
�	

�� 
 ����	���� ������	� ���� 
�� r(h) �� ������ ���

r(h) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
1 �� d = 1

(1 + | log h|)1/2 �� d = 2

h1−d/2 �� d ≥ 3

� �	�



!����� ��� ������ ����������� �� ��� �������� (Ph,1) ��� (Ph,2) �� � ���������������
����������� �� ������� �� � !� ������� �� ����� ��� ��������� �	��
 ��� �	��
� !� ��
������ "��� ���� fh,1 = fh,2 ��� ��"�� gh,1 := uh,2 + ‖(ψh,1 − ψh,2)

+‖L∞ # ���� ��
��������� ����� gh,1 ∈ Vh# gh,1 ≥ 0 �� ∂Ωh ���

gh,1 ≥ uh,2 + ψh,1 − ψh,2 ≥ ψh,1 �� Ωh�

$��� ��� ����������� ���������� ���������� ���� (Ph,2) ��� ��� ��"������ �� a(., .)# ��
������� ������� ���� gh,1 �����"��

a(gh,1, vh) = a(uh,2, vh) = a(uh,2, uh,2 − (uh,2 − vh)) ≤ 〈fh,2, vh〉 = 〈fh,1, vh〉

��� ����� vh ∈ V 0
h ���� vh ≤ 0 �� Ωh� ����# gh,1 �� � ������������� ��� (Ph,1) ��� ��

��� ������ ���� ��� ���� ������� ����

uh,1 ≤ gh,1 +

√
d

1 + γ1
(ρ1h)

1+γ1 max
T∈Th

|ψh,1|C1,γ1 (T ) �� Ωh#

�



����� ������	

‖(uh,1 − uh,2)
+‖L∞ ≤ ‖(ψh,1 − ψh,2)

+‖L∞ +

√
d

1 + γ1
(ρ1h)

1+γ1 max
T∈Th

|ψh,1|C1,γ1 (T )


���	 �	 ��
���� ��
�� ��� fh,1 = fh,2
 ��� �����
���� ��
�� �	 ���
���� 
�
�����	�� ��
�� �������
��� ��� ����	 �� uh,1 
�� uh,2
 ���	 �����	 ��� ��
�� ��� ��	����� ��	�
���
�������	 ���� �������
� �����	
 �		��� ��� ��
� fh,1 �= fh,2 
�� ������ ���� uh,i,j

��� 	������� �� ��� ��	����� ��	�
��� ������� ���� ��	�
��� ψh,i 
�� ����� fh,j  ����
�� ������	 ���� ��� ���
���� �����
���� ��� !��	����" �������� �� ������� #
$ 
��
����%&���� �����	� �	���
��	 �	�� �
�
 '� (������ $
� $
)*� ��
�

‖(uh,1 − uh,2)
+‖L∞

≤ ‖(uh,1,1 − uh,2,1)
+‖L∞ + ‖uh,2,1 − uh,2,2‖L∞

≤ ‖(uh,1,1 − uh,2,1)
+‖L∞ + C1r(h)‖uh,2,1 − uh,2,2‖H1

≤ ‖(ψh,1 − ψh,2)
+‖L∞ + C2r(h)‖fh,1 − fh,2‖H−1

+

√
d

1 + γ1
ρ1+γ1

1 h1+γ1 max
T∈Th

|ψh,1|C1,γ1 (T ) 

����� C1, C2 
�� ���	�
��	 ����������� �� h
 ���	 �����	 ��
�� �� ��� �����
� �
	�

��� �	���
�� ��
�� �	 
�
�� ���
���� �� �������
����� ����	


�	 ��� 
���� ��	��� 	���	 ��� +��� fh ��� 	������� ����
��� ψh �→ uh �� ��� �������
(Ph) �	 ��� !��	����" ���������	 
	 
 �������� ���� �
 	��	�� ��� L∞(Ω) �� L∞(Ω)

,� ���� ���
�� 
 !��	����"%��&� �	���
�� ���� 
� ����� ��
� 
�
�� ������	 �� ���
��	� ����� h 
�� ��� ����
���� �� ��� �������� ��	�
���	
 ���	 �	 
 �
-�� ��.������
�� ��� ���������	 	������ ����� �� �
� �� 	���� �
	��� ��
� ��� 	�������	 u1 
�� u2

�� ��� ��	�
��� �������	 ���� L∞%��	�
���	 ψ1 
�� ψ2 
�� �������
� �����	 	
��	��
‖u1 − u2‖L∞ ≤ C‖ψ1 − ψ2‖L∞ ���
 '/# ������� 012
�*�
 0� 	����� �� ����� ��
�
������� ��� ���������	 	������� u ��� ��� ��	�
��� ψ �� ��� ���
�� Ω �
�� ����
�����
�� ��� ��� �����
���� �� ��
�� 
�� ��
��
 3� �� ��� �� �
�� 	����� ���&�� ����
��� ��	����� �������	


�� L∞
������ ���	
����� � ������ �	���
��	 ��� ��� ����� ‖u − uh‖L∞ �
� ��

������� 	��
��������
���� ���� ������� �
�
 ,� -�	� �
�� �� ��	���� ��� ���������4

����� ���� �� u ∈ H1
0 (Ω) �� ��� ��	
���� �� ��� ����
�	� ����	�� (P ) 
�� Rhu ���

���� ���������� �� u� ����� ��� 
���
� �	����� �� V 0
h �
��������

a(Rhu, vh) = a(u, vh) ∀vh ∈ V 0
h � �$
/�

���� Rhu �� 
	�� ��� 
���
� ��	
���� �� ��� �������� ����
�	� ����	��

(Qh)

⎧⎨
⎩���

1

2
a(vh, vh)− 〈f, vh〉

	
�
 vh ∈ V 0
h 
�� vh ≥ ψ +Rhu− u 
��� �� Ωh

�

5��
�� ��
� �� �
�� 
		���� Ωh ⊆ Ω �	�� �		������� #
��
 ���	 ��	���	 ��
� u 
��
ψ 
�� ��+��� ���������� �� Ωh 
�� ��
� ��� ���	��
��� �� (Qh) �
&�	 	��	�


����� �� ����
 ���
 ��� 5��" ���-������ Rhu �	 ������	�� 
���		���� ��� (Qh) 
��
���
�	� �� �$
/� 
�� ��� �
��
����
� �����
���� �#
/� �� ����	

a(Rhu,Rhu− vh) = a(u,Rhu− vh) = a(u, u− (u−Rhu+ vh)) ≤ 〈f,Rhu− vh〉
�



��� ��� vh ∈ V 0
h ���	 vh ≥ ψ +Rhu− u
 ����
 u−Rhu+ vh ≥ ψ� 
	�� �	��� �	�� Rhu

�� ������ �	� �������� �� (Qh) ��� ��������� �	� ����� ���� 
	����� �����

���� �	�� ����� ��� 	���� ���	��� ��� ����	�� ����������� �� �	� ���������� �� �	�
��������� u ��� ψ ��� �	�� �	� �������� ψ + Rhu − u ��������� �� (Qh) �� ���������
��� ��������� ������� �� �������� 
	�����  �! �� (Qh) ��� �	� ������� (Ph) ����
��� �	� "���� ������� �����#�������
 �� ������$

������� ��	� ������ ���� (P ) �	�
�� � �����
�
 u �
	 	�
��� �
�� Rhu ��� �
��
�������
�
 �� u �� 	��
�	 

 ������ ������� ������� ���� ��� ������

� 
� ���
���	�

� u, ψ ∈ C(Ω)� ψh ∈ C(Ωh) �
	 Kh �= ∅�
� ∃γ1, γ2 ∈ (0, 1] �
�� ψh|T ∈ C1,γ1(T ) �
	 u|T , ψ|T ∈ C1,γ2(T ) ��� ��� T ∈ Th�
� ��� ��
�
�����
�
 Th ���
���� (Z)�

���
 (Ph) �	�
�� � �

��� �����
�
 uh �
	 ����� ��
��� � ��
���
� C > 0 

	���
	�
�
�� h ���� ����

‖(u− uh)
−‖L∞(Ωh)

≤ ‖(u−Rhu)
−‖L∞(Ωh) + ‖(ψh − ψ + u−Rhu)

+‖L∞(Ωh)

+ Cr(h)‖f − fh‖H−1(Ω) +

√
d

1 + γ1
(ρ1h)

1+γ1 max
T∈Th

|ψh|C1,γ1 (T ) �����

�
	

‖(u− uh)
+‖L∞(Ωh)

≤ ‖(u−Rhu)
+‖L∞(Ωh) + ‖(ψh − ψ + u−Rhu)

−‖L∞(Ωh)

+ Cr(h)‖f − fh‖H−1(Ω) +

√
d

1 + γ2
(ρ1h)

1+γ2 max
T∈Th

|ψ − u|C1,γ2 (T )� ��� �

 ���� r(h) 
� ���

 	��
�	 !" � �%��

&��	 �	� ���'� �	����� �� 	�'� ������� �	� ������� �� "����� �� � ������ ��������
��� �	� ����� ‖u− uh‖L∞ �� �	�� �� ���������� �	� L∞(����� ������� u ��� �	� )��*
���+������ Rhu� 
	� �����#������� ���������� �� Rhu
 	���'��
 	�'� ���� �������
�� �������� ���	��� ��� ��������� ��� �	� ,������� ‖u−Rhu‖L∞(Ωh) ��� ����(-�����

	� ��������� ������ ��� �� �����
 ��� �#�����
 �� .�%/$


���� ���� ������ ���� ∂Ω 
� ������� ���� u ∈ H1
0 (Ω)∩C(Ω) �
	 ���� ����� ��
���

� ��
���
� δ > 0 

	���
	�
� �� h ���� ����

max
x∈∂Ωh

dist(x, ∂Ω) ≤ δh2�

���
 ����� ��
��� � ��
���
� C > 0 

	���
	�
� �� h ���� ����

‖u−Rhu‖L∞(Ωh) ≤ C| log h|α inf
vh∈V 0

h

‖u− vh‖L∞(Ωh)

�
�� α = 0 ��� d = 1 �
	 α = 1 ��� d > 1�

0�������� 
	����� ��� ��� ����� �� ������$

��



��������� ���� ��� ��� �����	�
��� �
 ������� ��� ��� ����� ��� ����� ����
����� ��
��� � �������� C > 0 
���	������ �
 h ���� ����

‖(u− uh)
−‖L∞(Ωh)

≤ ‖(ψ − ψh)
−‖L∞(Ωh) +

√
d

1 + γ1
(ρ1h)

1+γ1 max
T∈Th

|ψh|C1,γ1 (T )

+ Cr(h)‖f − fh‖H−1(Ω) + C| log h|α inf
vh∈V 0

h

‖u− vh‖L∞(Ωh) �����

���

‖(u− uh)
+‖L∞(Ωh)

≤ ‖(ψ − ψh)
+‖L∞(Ωh) +

√
d

1 + γ2
(ρ1h)

1+γ2 max
T∈Th

|ψ − u|C1,γ2 (T )

+ Cr(h)‖f − fh‖H−1(Ω) + C| log h|α inf
vh∈V 0

h

‖u− vh‖L∞(Ωh)� �����

����� α ��� r(h) ��� ������ �� ��
����

�� � 	
���
���	� 
� �
�
����� ���� �� 
����� �� �����	�����

��������� ��	� ������ �����

� ∂Ω 
� �������

� f ∈ Lq(Ω) ��� ψ ∈ W 2,q(Ω) 
�� ���� max(d, 2) < q < ∞�

� trψ ≤ 0 ���� �� ∂Ω�

� ����� ��
��� � �������� δ > 0 
���	������ �
 h ���� ����

max
x∈∂Ωh

dist(x, ∂Ω) ≤ δh2�

� ��� ��
�������
�� Th ���
���� (Z)�

 �		��� 
������ ���� ��� �
 ��� 
�����
�� ������

�! ψh 
� �"��� �� ��� �������� 
����	����� Ihψ ∈ Vh �
 ψ ��� Kh �= ∅�
�! ψh 
� �"��� �� ��� �����
��
�� ψ|Ωh

��� Kh �= ∅�
���� (P ) ��� (Ph) ���
� ��
"�� �����
��� u ��� uh� 
� ����� u ∈ H1

0 (Ω) ∩W 2,q(Ω)
��� ����� ��
��� � �������� C > 0 
���	������ �
 h ���� ����

‖u− uh‖L∞(Ωh)

≤ C| log h|αh2−d/q(‖f‖Lq(Ω) + ‖ψ‖W 2,q(Ω)) + Cr(h)‖f − fh‖H−1(Ω)� �����

����� α ��� r(h) ��� ������ �� ��
����

#���
� ��� ���
�� �
��������� 
� ��� ��
����� (P ) �� (Ph) �� ��� W 2,q!��"�������

� ��� �
����
� u ���  ���	� 	
���
���	�� 
� ���
��� #�$ �� ���
��� #��� ��� ���
�
�������� ����� �
��
�� �����"���
���� �� ��
� ����� �� ������ %� &��� ���� �
 ����
�
���� �� ������� ��
�� ��� �		���	� 
� ��� '�"���"� ������
���� ��� �
�� � ��"�� ��
()� ���
��� ����#*+� �� ��� ����  ��" W 2,q(Ω) ↪→ C1,1−d/q(Ω)�

,
�� ���� �� 	��� a)� ����� �� ��� -���� �� - L∞!���
� �������� �
� ��� 
����	�� ��
����
���� �� ������� �
�� �� ��� ���������� �	�� (#�$)�$�+��

��



�� ������	
�� �
������ ��� ������ ���� 	� ��
� �����
�� �� ��� ���� �	�
�������� �� ����
� � ������ ����� ��������� ��� ��� �������� ������� (P ) ��� ����
��
������� ���� 	� 	���� ���� �� ����� ��� �����

����� �� ���� ��� �������� �� ���� ������� ���� ��� ����������� ��� ����� 	� �� ���
������� ψh �� �� ��� �������� ����������� Ihψ �� ��� ���������� �������� ψ ��� ��
������� �� ���  ���� ������� ����� �� ���� ��! ������� "!#$! %����
��� 	� ��� ����� ���
���� Ωh ⊂ Ω 	��� ���� ����� ��� �������� ���	��� ��� ������� Ω ��� Ωh �� ���������

������
��� ��� ��� ��������
 ����
��� ���� ��� ������ ��� ����� �� ���! ������� &!'$!

(������ ��� ������� ���
��� �������
 ���� ����������� ����� ��� ����
��� �� ��� ��)
����������� ����� ���� ����� ����� �� ��� ����������! *� ������� ��� �������� �� �
������� 	�
 �������� ��������� ��� ��� ���������� (u− uh)

+ ��� (u− uh)
− ���� ����	

�� ����
 �� ������� ������ ��	 ��� �������
 �� ���  ���� ������� ������ �� �+�����
�
 ��� ������ �� ψh ���! �"!#$ ��� �"!&$$!

�����
� ��� �������� ������������ ���� ��� ������� �� ���������� ��� ����� ���	���
��� ���������� �������� u ��� ���  ���� ������� ������������� uh ��� �� ������ ��
	��� � ������� �� �������
��
 ����
���� ,� 	� ���	 ��	 ��� �������� �� ��� ��������
�������� ������� (Qh) ������� 	��� ��� �������� ψ + Rhu − u �� �������� 	��� ψh�
���� 	� ���� ���	 ��	 ��� ���������� u− uh ��� u−Rhu� �!�!� ��� ������ ����������
	��� ��� ���������� ��� ��� ������������ �������� ��� ������� �� ���� ����� ��� 
���

����! -��� ���� ���� �������������� �� ���
 �������� 	��� ��� ��������� �� ��� ��������
�������� ��� ����	�� �� �� ��������
 ���������� ��������� ���! ��� �� ������ �� (Qh)$!

��� ���
� ���������
� �� ��� � ������ ����� ����
��� ����� ��� �� �� 
��
 ��
���������
	��� ����� ��������� �� ��	�� Lp)����� ��� ����������! ,� ."/� ��� �������� �� 	��
���� �� ��������� �	� ��������������� 	���� ����������� ������ ����� ������$ ����
��� �������� �"!0$ �� ������� �� ��� ���)����������� ���� �� ��� ����� ���� ����� �����
���������� 	���� ��� ����������� �� 1�������
 "!' ��� ����� �� ��� 	���� �� �����
‖u − uh‖Lp(Ωh) = ord(h2−1/q) ��� ��� 1 ≤ p ≤ ∞! ,�����������
� ��� ������ �� ����
���������� �� 	������ ��� �������� ����������� Ihψ �� ��� ����������� ψ|Ωh

�� ������
�� ψh �� (Ph)! *� ����� �� ."/ ��� � �������� ���������� �� ���� �����!

,� ������ �� ����� ���� ��� ��������� �� ���� ���� ����� �� ������ ���������� ���
���� �� �� ��� ����� �� ��� ������2� ���� ���	�����$ ��������
 �����	� �� �� Lp)�����
�������� �� ��� ���� ‖u − uh‖Lp(Ωh) = O(hγ) 	��� γ > 2 − d/q ��� γ > 1 ��� ��
�������� ��� �� �������� ������� 	��� u, ψ ∈ W 2,q(Ω) �� ��� ��������� �� ������� ����
���! 3 ������� ���� �������� �� 	������ ��� ��������� (Z) ��� �� 	�������! ���
������� ����� �� .0/ �������� ���� ��� ������ ����� �� ��� ���� ��� ���� �� ����� ��
��4����� �� ������ ���� �&!5$ ����� �� �� ������������
 ������ ������ �� Ωh �� ����
�
������� &!" ���! ���� ��� ������� �� .50/$! 3 ����� �� ���� ���6������� ��	�
��� �� �����
�������!

���
�	
� �� �
�
�
 ��
�
�� ������
���
�� ��	
� ��
����
�� �������
����

,� ���� �������� 	� ���
� ��� ������������� ������� ���� 	� ��
� ���� �� ��� ����� ��
������� &!"! *� 	��� �� �����
 ��������� 	��� ��� �����	��� �����

������ ���� T 	� � 
����
 d�
	����	���� �	����� �	�� ����	
�� p1, ..., pd+1

��
 ��� z �� � ���
�	�� ���	���	�� 0 ≤ z ∈ C1,γ(T ) ��� ���� 0 < γ ≤ 1�
�	�
 �� ���� �	���� ���
�	�� zT ��
� ���� 0 ≤ zT ≤ z ���
� 	� T
��
 ��
� ���� zT ������	����� z �� �

������� �� ����	����

��



��� ����� ���	�
���
��� �	����� ��� ��	���� ���� �
����� �� ����� �� ���� ���
�
	��� �� ���� ��	 ���� ��� 
�������������� H2�����
���� ��� ��
��� �� �	��� 
��

�� ���� ������ �� 
��� ���
��� �� ������� 	���
�� 
� 
�� ���	���� �� 
���� 
�� ��
��	� 
!�	 ��������" ������	" ���� ����	� 
�� �����	������������ ���� 

�� ����
	��
 �� ���	�
���
��� zT ��
� 
�� ����	�� �	���	
���" �� ��
	����� � ��	
���
�	��	 �� 
�� ��
 �� �#�� �����	 ����
���� �� T $����������� 
� ����% ��� ��&��'

���������� �	
	 ��� T ⊂ Rd ��� 0 ≤ z ∈ C1,γ(T )� 0 < γ ≤ 1� �� �	 ��
�� ��� ���

V := {v : T → R : v �
�� ������ ���� 0 ≤ v ≤ z �� T}�

���� � ������
� v ∈ V �	 ������ � ������� ������� 
� V �� �
� ����� �
�� ������

������
� w ���� w �≡ 0 ��� w ≥ 0 �� T �� �
��	 v + w /∈ V �

(���� �
����	� �	�����
�" �
 �� ���� 
� �	���'

����
 �	�	 ��� 	�� V �����	 �����	 �� ���	� 
�� ������� ��������

��

� )� �� ����
� ��
� p1, ..., pd+1 
�� ��	
���� �� T ��� ��&��

U =

{
v ∈ Rd+1 : 0 ≤

d+1∑
i=1

λivi ≤ z

(
d+1∑
i=1

λipi

)
��	 ��� λi ≥ 0 ��
�

d+1∑
i=1

λi = 1

}
"


��� U �� ������" �������
� ��� ������� ����" 
�� ����
��� f(v) :=
∑d+1

i=1 vi �

����
�
� ���	���� �� U �� ���� v *������ �� �
� ��
�����
�" 
��� v ��� 
� ��
���� v+w /∈ U
��	 ��� w ∈ Rd+1 \ {0} ��
� w ≥ 0 $��������
����% ����" ������	" ������� 
��
 
��
�#�� �����	 ���

x =
d+1∑
i=1

λipi ∈ T �→
d+1∑
i=1

λivi

��&��� �� 
�� ��	����
	�� ���	����
�� � 	 
 
�� ��	
���� pi �� 
�� ������
 T �� �
��
���� ������
 �� V  

�� ��
���
� 
�� ��+�	���� ��
���� z ��� � ��
���� ������
 �� V " �� ����	�� 
��
���������'

����
 �	�	 ��� T ⊂ Rd ��� 0 ≤ z ∈ C1,γ(T )� 0 < γ ≤ 1� �� �	 ��
�� ��� ���
��

���� p1, ..., pd+1 ��� �������	 
� T � ��� v �� � ������� ������� 
� V ��� �����

E(v) := {ζ ∈ T : z(ζ) = v(ζ)}�

���� E(v) �	 �
� ����� ��� �� �� �
��	 E(v) ⊆ conv(p1, ..., pk−1, pk+1, ..., pd+1)� �����
conv(...) ���
��	 ��� �
���� ����� ���� ����� ���	�	 � ζ ∈ E(v) 	��� ����

∇(z − v)(ζ) · (pk − ζ) = 0� $, �%

��

� ��� �������
����� �� E(v) ������� 
	������� �	�� 
�� ��
�����
� �� v �� �	���

�� ������ ��	
 �� 
�� �����" �� ������ � � � � 
��
 k = d+1" 
��
 conv(p1, ..., pd) ⊂
Rd−1 × {0}" ��� 
��
 pd+1 ∈ Rd−1 × (0,∞) ����� ��� ζ ∈ E(v) �	� ������ ������ ��

�� ����
��� z − v ∈ C1(T )" �
 �������	��� �����

D(ζ) := ∇(z − v)(ζ) · (pd+1 − ζ) ≥ 0 ∀ζ ∈ E(v) $, -%

��



���� ��� ���	
������ �
 E(v) 
�� ��� ���������� �
 ��� 
������� D : T → R� ��
���
�� ��
� ����� ������ 
 ζ ′ ∈ E(v) ����

D(ζ ′) = min
ζ∈E(v)

D(ζ) =: m ≥ 0� �����

�
 ��� ������� m �� ����� ���� ��� ��
�� �� ��������� ����� �
 m > 0� ���� �����
������ 
� �	�� �
�� B(ζ) 
����� �
�� ζ ∈ E(v) ���� ��
� D(x) > m/2 ����� 
�� 
��
x ∈ T ∩B(ζ) 
�� �� �
� �����

B′(ζ)

:= B(ζ) ∩
{
λx+ (1− λ)pd+1 : x ∈ B(ζ) ∩ T ∩

(
Rd−1 × {0}

)

�� λ ∈ (0, 1]

}

��

E′(v) :=
⋃

ζ∈E(v)

B′(ζ)�

 ��� ��
� �� 
������ 
��� ��� ������������ ��
� E(v) ⊂ E′(v) ⊂ T ��
� ��!��� ��"��
#�������� E′(v) �� ���
������ �	�� �� T 
�� �� �����

∇(z − v)(x) · (pd+1 − x) >
1

2
m ∀x ∈ E′(v)�

$�		��� ��� ��
� c �� 
 �����
�� �
���
���! 0 < c < c′ := m/(4xd(pd+1))� �����
xd(pd+1) > 0 ������� ��� d%�� �������
�� �
 ��� 	���� pd+1� 
�� �������� ��� 
�������
vc(x) := v(x) + c xd� &��� vc �� ��������� 
'�� 
�� �� �����

∇(z − vc)(x) · (pd+1 − x) ≥ 1

2
m− c xd(pd+1) ≥

1

4
m ∀x ∈ E′(v)�

���� z − vc = z − v ≥ 0 �� T ∩ (Rd−1 × {0})� ��� ��
� �
��� �������� 
�� ���


�� ��
� 
�� ����� x ∈ E′(v) ��� ���� ������� x 
�� ��� ���(�� x′ = x′(x) ����
x′ ∈ T ∩ (Rd−1 × {0}) 
�� x ∈ conv(x′, pd+1) �� ����
���� �� E′(v) ��
� ��!��� ��"��
�� 
������ 
������

(z − vc)(x) ≥ (z − vc)(x)− (z − vc)(x
′)

=

∫ 1

0

∇(z − vc)(x
′ + t(x− x′)) · (x− x′)dt

=

∫ 1

0

∇(z − vc)(x
′ + t(x− x′)) · (pd+1 − (x′ + t(x− x′))

‖pd+1 − (x′ + t(x− x′)‖ ‖x− x′‖ dt

≥ 1

4
m

∫ 1

0

‖x− x′‖
‖pd+1 − (x′ + t(x− x′)‖dt

≥ 0 ∀x ∈ E′(v)�

&� 
���� 
 �����
������� ���� ��� �
���
���� �
 v� �� ��� �
� �� ���� ��
� 
�� �����
0 < c < c′ ����� ������ 
� ��
�� ��� xc ∈ T \ E′(v) ���� (z − vc)(xc) < 0� &�� ���
T \E′(v)� �������� �� ���	
��� &��� ��	���� ��
� �� �
� ��� 
 ��(����� cn → 0 ����
��
� xcn ������!�� �� 
� x0 ∈ T \ E′(v) 
�� ���� 
 ����� x0 �
� �� �
���
�

0 ≥ lim
cn→0

(z − vcn)(xcn) = lim
cn→0

(z − v)(xcn) = (z − v)(x0) ≥ 0�

��



����� x0 ∈ E(v) ⊂ E′(v)� ���� �� � 	
��
���	��
� �
 x0 ∈ T \E′(v) ��� ��
�� ���� ���
������� m �� ����� 	���
� �� �
�������

Rd−1

R

p1 E(v) pd

pd+1

T

E′(v)

pd+1

E(v)x′

x
E′(v)

���� ���� ��� �������	
 �	��
�	�� 	� ��� ����� �� ����
 ����

��� �������
� ������ ��� �


� 
� ����� ��� �� 	���
� �� v ∈ V �� � ���	��
� ����
E(v) ⊆ conv(p1, ..., pk−1, pk+1, ..., pd+1) ��	� ���� ���
� �� �
 ζ ∈ E(v) ���� ������
���� �� 	�� ��	
���� ��� ����� v(pk) ����
�� ��
������ ��� 	
���
���� 0 ≤ v ≤ z ���
v 	���
� �� � �� ���� �������� !���� ����� ���� �� 
������

������� ��	� ��� T ⊂ Rd� p1, ..., pd+1 ��� 0 ≤ z ∈ C1,γ(T ) �� �	 ��
���
 ����

����� ���	�	 �� ���� ������ 
������� v : T → R 	��� ���� 0 ≤ v ≤ z ���

z(pk)− v(pk) ≤
√
d

1 + γ
diam(T )1+γ |z|C1,γ(T ) ∀k = 1, .., d+ 1


����
� �� v �� �� �
���
�
" �� ���� ������� 
� V ��� pk � ��
�� 
� T � ���� ���
� �
�
��
�� �
������������ �� pk ∈ E(v)� ���� �� �
��� v(pk) = z(pk) ��� ��� 	���� �� 	�
�����"
�
��� ��� 
� ��� 
���
 ����� pk /∈ E(v) ��� ���
� � ��� ζ ∈ E(v) ��� ε > 0 ��	� ����
ζ + ε(pk − ζ), ζ − ε(pk − ζ) ∈ T � ���� ���#� �������

∇(z − v)(ζ) · (pk − ζ) = 0

��� �� ��" 	
�����

(z − v)(pk) = (z − v)(pk)− (z − v)(ζ)

=

∫ 1

0

[
∇(z − v)(ζ + t(pk − ζ))−∇(z − v)(ζ)

]
· (pk − ζ)dt

=

∫ 1

0

[
∇z(ζ + t(pk − ζ))−∇z(ζ)

]
· (pk − ζ)dt

≤
∫ 1

0

‖∇z(ζ + t(pk − ζ))−∇z(ζ)‖
‖t(pk − ζ)‖γ ‖pk − ζ‖γ+1tγ dt

≤ |z|C1,γ(T )

√
d

∫ 1

0

‖pk − ζ‖γ+1tγ dt

≤
√
d

1 + γ
diam(T )1+γ |z|C1,γ(T )� ���$�

��



���� ����	� 
�	 ��
�� �� 
�	 �	���� �
�	� ��� �
�
��� pk /∈ E(v) 
�� 
�	�	 
�	 ��
ζ ∈ E(v) 
�� ε > 0 ���� 
�

 ζ+ ε(pk− ζ), ζ− ε(pk− ζ) ∈ T � 
�	� �
 �	�	��
���� �����
E(v) ⊆ conv(p1, ..., pk−1, pk+1..., pn+1) 
�� �	 �
� 	����� �	��
 ��� 
� ��

�� 
�



�	�	 �� ���	 ζ ∈ E(v) ��
�

∇(z − v)(ζ) · (pk − ζ) = 0�

� �
����

��� 
�
������ 
� ����� ��� ��	��� 
�	 ��
��� ���� �����	
	� 
�	 ������

�
 ������ �	 ��
	� 
�
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v 
��	
���� �� 
�	 �
�
 
�	��	� ���� 
�	 �
��
��	 ��
	����
�
 �� 
�	 ����
��� z ����	
�
 �� �� �	�	�
� ����	
� ��� 
�	 ��
	����
�
 �
� 
� �	 ����!	� ���� 
�

 ��
� 
�	
����
�
��
� v ≤ z 
�� v ≥ 0 
�	 �

��!	�� "	 �������	 ��� ���	�
��

��� ��
� 
�	
��������� �	���
 
���
 ����
� 
���� ��

����#

��������� ��	� ��� Ω ⊂ Rd �� � ����	�	 
���
�	��� 	����� ���
 � �������������

������ �� �������������� {Th} ��	 ��� ρ1 ��	 ρ2 �� 	����	 �� �� ��������� ���� ������
�
�� z ∈ W 2,q(Ω)∩H1

0 (Ω) ��� ���� d < q < ∞ ��	 ��

��� �
�� � ������ �� ���������

{wh} �� ����� ���
 �
��

z ≤ wh ���� �� Ω ��	 wh ∈ V 0
h ∀h > 0�

�
��� V 0
h := {v ∈ C(Ω) : v|T �� ���� ��� ��� T ∈ Th ��	 v|∂Ω = 0}�  
�� �
���

�!���� � ������ �� �

��!�������� {zh} ����������

z ≤ zh ≤ wh ���� �� Ω ��	 zh ∈ V 0
h

��� ��� h ���
 �
��

‖z − zh‖L∞ ≤ Ch2−d/q‖z‖W 2,q


��	� ���
 � �������� C ��	�
��	��� �� h�

"����� �	
 h �	 
���
�
�� ��
 ! 	�� 
�	� �
 ������� ���� W 2,q(Ω) ↪→ C1,1−d/q(Ω) 
��
��	��	� ��� 
�

 ��� 	�	�� T ∈ Th 
�	�	 	 ��
� 
� 
$�	 ���	
� vT : T → R ���� 
�


0 ≤ vT ≤ wh − z 
��

0 ≤ (wh − z)(pk)− vT (pk) ≤
√
d

2− d/q
diam(T )2−d/q|z|C1,1−d/q(T )

����� ��� 
�� �	�
��	� pk �� T � "	 ��� �	!�	 vh 
� �	 
�	 ���%�	 	�	�	�
 �� V 0
h ��
�

vh(xi) = min
T∈Th:xi∈T

vT (xi)

��� 
�� �	�� ���	� xi� ���� vh �	�

���� �

��!	� 0 ≤ vh ≤ vT ≤ wh− z �� 	�	�� �	��
�	�� T 
��

0 ≤ (wh − z)(xi)− vh(xi) ≤
√
d

2− d/q

(
max

T∈Th:xi∈T
diam(T )2−d/q|z|C1,1−d/q(T )

)

≤
√
d

2− d/q
ρ
2−d/q
1 h2−d/q max

T∈Th

|z|C1,1−d/q(T )

��� 
�� ���	� xi �� 
�	 �	��� &	!���� zh := wh − vh� �	 ��� ��

�� 
 ����
��� ��
�
zh ∈ V 0

h � z ≤ zh ≤ wh 
��

‖Ihz − zh‖L∞ ≤ max
xi

|z(xi)− zh(xi)| ≤ Ch2−d/q|z|C1,1−d/q(Ω)

��



��� ���� C = C(d, q, ρ1) > 0� �	� 
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