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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein dreidimensionales anisotropes Schiadigungsmodell vorgestellt.
Als Basis wird der Rahmen fiir finite Elastoplastizitat von Xiao, Bruhns & Meyers ver-
wendet. Fiir die Arbeit spielt eine doppelte Interpretation des Schidigungsparameters
eine entscheidende Rolle. Fiir die thermodynamischen Betrachtungen wird der Schadi-
gungsparameter als eine interne Zustandsvariable betrachtet. Zur Modellierung der schidi-
gungsinduzierten Anisotropie wird er als ein sich mit der Deformation entwickelnder
Struktur- oder Materialtensor interpretiert. Schadigungsmodellierung reduziert sich da-
mit auf die Formulierung von Evolutionsgleichungen, die Festlegung von Versagenskri-
terien und die Bestimmung von Materialkonstanten. Ausgangspunkt fiir die numerische
Umsetzung des Materialmodells ist die Ratenform des Prinzips der virtuellen Arbeit. Die
Materialmoduli zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix werden fiir isotropes Verhalten in
geschlossener Form angegeben. Die Integration der konstitutiven Gesetze erfolgt mit der
operator-split Methode und kinematisch konsistent. Anhand von Testbeispielen mit ela-
stischem und elastoplastischern Materialverhalten ohne und mit Schiadigung wird die
Eignung des Stoffgesetzes zur Beschreibung von grofler Forménderung und Schidigung
und die gute Ubereinstimmung mit Ergebnissen aus der Literatur gezeigt.

Summary

A phenomenological model for describing elastoplastic material behavior with anisotropic
damage is presented. The finite elastoplasticity framework used is that recently devel-
oped by Xiao, Bruhns & Meyers. A second order, symmetric and positive semi-definite
tensor is used as damage parameter and the model is based on a new interpretation
of this parameter as an evolving structural tensor. Using the representation theorem
for isotropic tensor functions, general expressions for the complementary hyperelastic
potential and a Hill type flow condition are derived. This yield condition is capable
of capturing most of the salient effects of damage on plastic material behavior. The
material parameters of this yield criterion are chosen such that for the case of isotropic
damage it corresponds to the Gurson How potential. For the numerical implementation
of the model, a closed form expression for the material moduli needed for computing the
stiffness matrix is given. The operator split method is used to integrate the constitutive
equations and this integration is kinematically consistent in the sense that all quantities
related to the multiplicative decomposition of the deformation gradient are uniquely de-
termined. The performance of the model and its ability to effectively model damage is
demonstrated with numerical simulations.
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Kapitel 1

Einfithrung und Notation

1.1 Einleitung

Strukturen und Konstruktionen, die stdndig einer mechanischen, thermi-
schen und/oder chemischen Belastung unterliegen, versagen nach einer
bestimmten Zeit. Durch die Belastung tritt eine von der Belastung, den
Materialeigenschaften und der Zeit abhingige Abnahme der Tragfahigkeit
der Struktur ein, die mit dem Versagen der Struktur endet. Die Abnahme
der Tragfahigkeit wird Schidigung, Deterioration oder Damage genannt.
In experimentellen Untersuchungen hat man festgestellt, dafl die Abnahme
der Tragfahigkeit durch die Entstehung und Ausbreitung von Mikrodefek-
ten, wie z. B.

e Mikroporen,
e Mikrorissen und
e Mikroscherbandern

auf der Mikroebene, verursacht wird. Diese Mikrodefekte entstehen an
Schwachstellen wie z. B. Korngrenzen, Leerstellen, eingeschlossenen Par-
tikeln, Hindernissen gegen die Bewegung von Versetzungen oder schon
vorhandenen Mikrodefekten (Lemaitre & Chaboche 1990, Kapitel 1). Die
Entstehung und das Wachstum von Poren und anderen Mikrodefekten
wahrend eines Schadigungsvorgangs sind anisotrope Phinomene, da die-
se entscheidend von der Richtung der aufgebrachten Spannungen oder
Dehnungen abhéngen. Experimentelle Ergebnisse von Leckie & Hayhurst
(1974) zeigen, daB in Polykristallen die Mikrodefekte, obwohl sie makro-
skopisch gesehen homogen verteilt sind, iiberwiegend nur an Korngrenzen

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND NOTATION

entstehen, und zwar an den Korngrenzen, die senkrecht zur Hauptspan-
nungsrichtung stehen, siehe Abbildung 1.1. Abgesehen also von dem ein-

Abbildung 1.1: Entstehung von Mikrorissen senkrecht zur Hauptspannungsrichtung. Aus-
schnitt einer Kupferprobe aus Hayhurst (1972, Seite 382)

fachen aber nicht trivialen Sonderfall, wo das Material anfanglich isotrop
und die entstehenden Mikrodefekte Poren sind, ist jedes geschiadigte Ma-
terial anisotrop. Makroskopisch machen sich diese Defekte bemerkbar in
der Verinderung des Elastizitdtsmoduls, des elektrischen Widerstandes,
der Kriechrate, der FlieBgrenze oder -spannung, der Zugfestigkeit, der
Ermiidungszeit, der Kriechbruchzeit, der Dichte, der magnetischen Per-
meabilitdat, der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit, der akustischen Emis-
sion und vielen anderen makroskopischen Eigenschaften. Die Betrachtung-
en in dieser Arbeit beschrénken sich auf die Veranderungen der mechani-
schen Figenschaften und auf mechanische Einwirkungen.

Wird z. B. im einachsigen Zugversuch bei einem schidigungsanfilligen
Material an verschiedenen Stellen ent- und wiederbelastet, stellt man fest,
dafl die Steigung der elastischen Gerade sich mit zunehmender Deforma-
tion verringert, siehe Abbildung 1.2. Der Elastizitdtsmodul bzw. Elasti-
zitdtstensor des Materials ist im Falle von Schidigung nicht mehr kon-
stant, er verringert sich mit zunehmender inelastischer Deformation und
hingt damit entscheidend vom Mikrodefektzustand ab. Die Messung der
Schidigung kann entweder auf der Makroebene geschehen, indem man
die Veranderungen der oben genannten Makroeigenschaften mifit, siche
Lemaitre & Chaboche (1990), oder auf der Mikroebene, wo man die An-
zahl, Linge, Geometrie, Anordnung und Orientierung der Mikrodefekte
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Abbildung 1.2: Abnahme des Elastizitdtsmoduls mit zunehmender plastischer Forminde-
rung. Aus Lemaitre & Chaboche (1990, Seite 165)

miflt, siehe die Arbeit von Feldmiiller (1991).

Da der Schiadigungsprozef auf der Entstehung, dem Wachstum und der
Vereinigung von Mikrodefekten beruht, unterscheidet er sich grundsétz-
lich vom rein plastischen Materialverhalten, das durch die irreversible
Bewegung von Versetzungen hervorgerufen wird (Krajcinovic 1983). Im
Gegensatz zur Schidigung hat die reine plastische Forménderung keinen
Einflu auf die makroskopischen elastischen Eigenschaften eines Mate-
rials. Bei der phanomenologischen Modellierung von plastischem Mate-
rialverhalten wird deshalb von Abbildung 1.3(a) ausgegangen. Es wird
angenommen, daf3 die Ent- und Wiederbelastung nach plastischem Ma-~
terialverhalten entlang der urspriinglichen elastischen Gerade erfolgt. Die
irreversible Bewegung der Versetzung 14t sich anhand der plastischen
Dehnung £” messen und bei der Plastizitdt gilt es, diese Grofle so gut
wie moglich wiederzugeben. Fiir Elastoplastizitéit mit Schadigung kommen
zu den plastischen Dehnungen die in der Abbildung 1.3(b) dargestellte
Anderung des Elastizitatsmoduls von E° auf E, die schadigungsinduzier-
ten inelastischen Dehnungen und die Abnahme der FlieBgrenze als zusétz-
liche Phanomene dazu; Ziel ist bei einer Modellierung diese Phanomene
wiederzugeben. Schidigung unterscheidet sich auch vom rein plastischen
Materialverhalten dadurch, daf§ die bei Schiadigungsprozessen auftreten-
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o b ol

(a) (b)

Abbildung 1.3: (a) Plastische Deformation und (b) Schadigung und plastische Deforma-
tion. In beiden Fillen handelt es sich um ein Metal wie z. B. Kupfer oder Aluminium

den inelastischen Deformationen immer mit einer Volumendilatation oder
Dichtednderung verbunden sind, siehe Rabier (1989). Die irreversible Be-
wegung von Versetzungen erfolgt dagegen naherungsweise dilatationsfrei;
in der klassischen Plastizitdtstheorie wird deswegen davon ausgegangen,
daf} die plastischen Forménderungen ohne Volumeninderung stattfinden.

Zur Berechnung der Zeit bis zum Versagen, Lebensdauer oder Rest-
lebensdauer einer Struktur oder Konstruktion, wird eine Gesetzméifig-
keit fiir die Entstehung und das Wachstum von Mikrodefekten — Ursa-
che fiir die Deterioration — sowie den Einflu der Mikrodefekte auf-die
Materialkonstanten bendtigt. Da man bei den klassischen Feldtheorien
— Elastizitdtstheorie und Plastizitdtstheorie — davon ausgeht, daB sich
die elastischen Materialkonstanten und -symmetrien nicht 4ndern, und da
die Bruchmechanik sich nur mit Makrodefekten beschéaftigt, kénnen zur
Lebensdauerprognose die klassischen Feldtheorien nicht direkt eingesetzt
werden.

Die Aufstellung der Gesetzmafigkeiten iiber die Entstehung, das Wachs-
tum und die Ausbreitung von Mikrodefekten kann entweder auf der Mikro-
, Meso- und oder Makroebene erfolgen, sieche Tabelle 1.1. Theorien auf
der Mikroebene oder auf atomarem Niveau, die das Verhalten des Mate-
rials aus der Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen zu erklaren
versuchen, werden Atomare Modelle genannt und eignen sich (bis jetzt)
nicht fiir grofe Strukturberechnungen.

Theorien, die auf der Mikroebene und Mesoebene die Methoden und
Prinzipien der Mechanik und Bruchmechanik in Kombination mit ver-
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Ebene | Strukturelemente| Defekte Wissenschaftsdiziplin
Mikro | Atome, Ketten, Leerstellen, Stapel- | Physik, Werkstoffwis-
Molekiile fehler, Versetzungen, | senschaft

Zwischengitteratome

Meso | Kérner Mikroporen, -risse, | Mikromechanik
Gleitungen

Makro | Proben Makroporen, Ma- | Kontinuumsmechanik,
kroporenrisse, Bruchmechanik
Scherbinder, Locher

Tabelle 1.1: Materialdefekte und Modellierungsebenen

schiedenen Homogenisierungmethoden zur Bestimmung der makroskopi-
schen Effektivmaterialparameter verwenden, werden mikromechanische
Theorien oder Modelle genannt, siehe z. B. Hill (1965), Budiansky (1965,
1970), Budiansky & O’Connel (1976), Horii & Nemat-Nasser (1983) und
Kachanov (1992). Der Vorschlag, diese Modelle zur Schidigungsmodel-
lierung zu verwenden, kam von Davison, Stevens & Kipp (1977). Ob-
wohl man fiir die Formulierung von mikromechanischen Modellen wenige
Annahmen bendétigt und dadurch eine rationale und konsistente Theo-
rie aufstellen kann, macht die Kompliziertheit bei einer exakten Beschrei-
bung viele dieser Modelle unbrauchbar fiir ingenieurméfige Anwendungen
(Hansen & Schreyer 1995). Die meisten dieser Modelle werden aber auch
ohne Entwicklungsgleichung und Versagenskriterium fiir die Materialpa-
rameter hergeleitet und kénnen deshalb nicht direkt zur Lebensdauerbe-
rechnung eingesetzt werden. Sie werden deswegen auch passive oder Nicht-
Prozess-Modelle genannt (Krajcinovic 1989, Seite 120). Ein mikromecha-
nisches Modell, das frei von den eben genannten Einschriankungen ist, ist
das Modell von Gurson (1977). Auf dieses Modell wird spéter ausfithrlich
eingegangen. Das Modell gehort zu den weitverbreiteten Modellen zur
Schadigungsmodellierung und wird auch im Rahmen dieser Arbeit eine
wichtige Rolle spielen.

Phénomenologische Modelle werden auf der Meso- und Makroebene
aufgestellt. Bei einer phdnomenologischen Theorie beschiftigt man sich
mit der mathematischen Beschreibung des makroskopischen Materialver-
haltens, das man aus Experimenten gewinnt; die Entstehung dieses Ver-
haltens aus den sich auf der Mikroebene abspielenden physikalischen Vor-
giangen wird in der Regel aufler Acht gelassen. Zur Beriicksichtigung der
Mikrostruktur bzw. Schidigung wird rein phinomenologisch eine inter-
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ne Zustandsvariable oder eine endliche Menge von internen Zustands-
variablen eingefiihrt. Es wird davon ausgegangen, daf3 das Verhalten nur
vom jetzigen Zustand der Mikrostruktur abhéngt, und dafl dieser Zu-
stand durch die internen Zustandsvariablen ausreichend beschrieben wird,
siehe Lehmann (1989), Krajcinovic (1984) und Hult (1987). Die orts- und
zeitabhidngige interne Zustandsvariable bzw. Schadigungsvariable kann ein
Skalar, ein Vektor — fiir orientierte oder gerichtete Medien oder Materia-
lien (Lubliner 1972, Seite 238) — oder ein Tensor 2n. Stufe sein.

Phinomenologische Modelle mit einer geeigneten internen Zustands-
variable d zur Quantifizierung der Mikrodefektdichte und -orientierung,
einer entsprechenden Entwicklungsgleichung

d=d(o,ed,t,- ) (1.1)

fiir die Schadigungsvariable und mit einem entsprechenden Versagenskri-
terium

d. =d.(o,¢€,d,t,---) (1.2)

werden Schidigungsmodelle genannt, siehe Krajcinovic (1989, Seite 120).
Unter Versagenskriterium versteht man eine von der Schidigunsvariable
und deren Rate abhingige Bedingung, die angibt, ab wann z. B. ein mate-
rieller Punkt eines Kontinuums nicht mehr tragfihig ist. Hier bezeichnet
o ein Spannungsmall, € ein Verzerrungsmaf}, ¢ die Zeit und der iiber-
gestellte Kreis eine geeignete objektive Zeitableitung. Das Teilgebiet der
Kontinuumsmechanik, das sich mit der Aufstellung von Schidigungmo-
dellen beschiftigt, wird Kontinuums-Schadigungs-Mechanik (Continuum
Damage Mechanics, CDM) genannt, ein Begriff, der offensichtlich zum
ersten Mal von Janson & Hult (1977) verwendet wurde. Im folgenden
wird die kiirzere Bezeichnung Schidigungsmechanik (Damage Mechanics)
verwendet. Das Ziel der Schidigungsmechanik ist es, Modelle

e zur Verbesserung von Lebensdauerprognosen von Bauteilen

e und zur Beschreibung des makroskopischen Wachstums von Rissen

durch die sogenannte lokale Betrachtungsweise (local approach to
fracture, sieche Chaboche (1988)) aufzustellen.

e Die Schidigungsmechanik ist auch dann anzuwenden, wenn es ohne
Beriicksichtung des Einflusses der Mikrodefekte keine zufriedenstel-
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lende Beschreibung des Deformationsverhaltens eines Materials — z. B.
bei Beton und Gestein — mehr gegeben ist.

Aufgrund der oben genannten Unterschiede zwischen Plastizitdt und
Schadigung werden zur phdnomenologischen Modellierung beider Mecha-
nismen zwei Gruppen von internen Zustandsvariablen benotigt: eine Grup-
pe mit Variablen, die die mit den irreversiblen Bewegungen der Verset-
zungen zusammenhingenden Strukturdnderungen beschreiben, und eine
andere Gruppe mit Variablen, die die Deformation des Materials aufgrund
der Entstehung, des Wachstums und der Vereinigung von Mikrodefekten
beschreiben.

Prinzipiell kénnen interne Zustandsvariablen willkiirlich gewahlt wer-
den. Man mufl nur beachten, dal die Hauptsitze der Thermodynamik
nicht verletzt werden. Die Wahl einer geeigneten Schadigungsvariable, die
eine Identifikation und Messung der Schidigung ermdoglicht, ist nicht ein-
deutig. Die Wahl ist skalenabhingig, und die Messung der Schidigung
kann erleichtert werden, wenn man eine physikalisch begriindete und mef}-
bare interne Zustandsvariable verwendet. Es ist auch hilfreich, wenn eine
direkte Verkniipfung zwischen der Schidigungsvariablen und der Verénde-
rung einer makroskopischen Eigenschaft aufgrund der Schidigung exi-
stiert. Auf atomarer bzw. molekularer Ebene z. B. wird der Schadigungszu-
stand durch die Anzahl der zerstorten atomaren Bindungen bzw. moleku-
laren Ketten eindeutig bestimmt. Auf Mikroebene hat man den sogenann-
ten Budiansky & O’Connel Parameter (Budiansky & O’Connel 1976) und
die Mikrorif3-Orientierung. Diese Gréflen konnen aber weder direkt gemes-
sen noch beobachtet werden und besitzen keine direkte Verkniipfung zu
den makroskopischen Eigenschaften. Dies erschwert die Angabe von Evo-
lutionsgleichungen, so dafl trotz der konzeptuellen Anschaulichkeit, die
diese Groflen anbieten, ihre Verwendung als Schidigungsvariable nicht in
Frage kommt.

Das Wachstum und die Vereinigung von Mikrodefekten fiihrt letztend-
lich zu einem Makrodefekt. Man kann deshalb bei einer Lebensdauerbe-
rechnung drei Phasen unterscheiden:

e Mikrodefektentstehungs-,
e Mikrodefektwachstums- und

e Makrodefektphase.
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Wihrend man in der Entstehungs- und Wachstumphase der Mikrodefek-
te nur die Methoden der Schadigungsmechanik zur Verfiigung hat, kann
man in der Makrodefektphase entweder die Methoden der Schidigungs-
mechanik weiter verwenden und das Wachstum der Risse durch eine lo-
kale Betrachtungsweise (Chaboche 1988; Lemaitre & Chaboche 1990; Le-
maitre 1996) beschreiben und/oder die Methoden der linearen Bruchme-
chanik verwenden, die sich zur Beschreibung von Bauteilen mit Makro-
rissen bewédhrt haben. Nerzak (1997) nennt eine auf der Bruchmechanik
basierende Methode, mit der er in seiner Arbeit die Ausbreitung eines
Makroscherbandes beschreibt, Fragmentierungstheorie. Wichtig ist bzw.
herausgestellt werden soll hier die Tatsache, da8 fiir eine Lebensdauervor-
aussage ein verniinftiges Schiadigungsmodell benétigt wird.

Fiir sehr spréde Materialien — wie z. B. Beton und Gestein, auch Metal-
le — kann die Schadigungsmechanik (Beriicksichtigung der Anderung der
elastischen Eigenschaften aufgrund von Schidigung) allein fiir eine Le-
bensdauerberechung ausreichen (Schiitte 2001; Schiitte & Bruhns 2001).
Fir duktile Werkstoffe — wie z. B. Metalle, die grofle inelastische Formande-
rungen, bestehend aus rein plastischen und schidigungsinduzierten An-
teilen, vor ihrem Versagen erleiden — mufl die Schidigungsmechanik in
Kombination mit der Plastizitatstheorie (und der Bruchmechanik) ange-
wendet werden. Dafiir ist der Einflul der Schiadigung auf das plastische
Materialverhalten von groBer Bedeutung. Das ist das Hauptanliegen die-
ser Arbeit. Die Uberlegungen beschrinken sich auf die Entstehungs- und
Wachstumphase und auf metallische Werkstoffe.

1.2 Klassische Schidigungsmodelle

Als klassische Schadigungsmodelle kénnen mittlerweile die Modelle von
Kachanov (1958) und von Gurson (1977} bezeichnet werden. Kachanov
(1958) hat als erster ein phdnomenologisches Schidigungsmodell vorge-
stellt. Dieses Modell ist ein eindimensionales Modell und ist zur Beschrei-
bung von Kriechverhalten aufgestellt worden. Das Modell von Gurson
(1977) ist ein isotropes und dreidimensionales Modell und ist zur Be-
schreibung von duktiler Schidigung in metallischen Werkstoffen mikro-
mechanisch hergeleitet worden.

Diese Modelle, insbesondere das Modell von Kachanov (1958), gelten
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als einfach und wohl verstanden, haben breite Zustimmung gefunden und
werden oft in der Literatur angewendet. Kachanovs Modell bildet die Basis
der Schidigungsmechanik. Das Modell von Gurson (1977) wird in dieser
Arbeit eine besondere Rolle spielen, da fiir das anisotrope Modell, das hier
vorgeschlagen wird, das Modell von Gurson (1977) als mikromechanische
Basis verwendet wird. Hier werden deshalb kurz diese klassischen Modelle
vorgestellt. Das Ziel ist hier auch, die wichtigsten Begriffe einzufithren und
die fiir eine Schadigungsmodellierung benétigten Schritte noch einmal klar
herauszustellen.

1.2.1 Modell von Kachanov (1958)

Zur Beschreibung von eindimensionalem Kriechverhalten nach dem Mo-
dell von Kachanov (1958) wird eine skalarwertige FeldgréBe v(t) € [0, 1],
die Kontinuitdt oder Stetigkeit, eingefiithrt. Fiir die Entwicklung von %
wird die folgende Evolutionsgleichung postuliert:

L U(t)] "
b0 - [29] . (13)
Hier bezeichnet o die Spannung, ¢ und m sind Materialkonstanten. Fiir
ein ungeschédigtes Material wird ¢ = 1y = 1 gefordert, und aus (1.3)
folgt, daB dieser Wert mit der Belastungsdauer immer mehr abnimmt,
bis er beim vollstindig durch Mikrodefekte zerstorten Material den Wert
1) = 0 annimmt:

1 ungeschadigter Zustand,

0 vollstdndig zerstortes Material.

Die Stetigkeit ¢ stellt demzufolge ein MaB fiir das Nicht-Vorhandensein
von Mikrodefekten in einem Material dar.! Die komplementire Grofe d €
0,1] zu

d=1-yp (L5)

ist die Schidigungsvariable und stellt ein Maf fiir den Schadigungszustand
des Materials dar. Fiir ein ungeschadigtes Material gilt d = 0 und das

1Zur Notation: Im folgenden wird das Zeitargument ¢ immer weggelassen, falls aus dem Kontext
erkennbar ist, dafl es sich um eine zeitabhingige Gréfie handelt.
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SPANNUNGS-DEHNUNGS-BEZIEHUNG: £ = Bg"

EVOLUTIONSGLEICHUNG: d=cé™
d=0(1—-d)!

VERSACGENSKRITERIUM: d.=1

Tabelle 1.2: Eindimensionales Schadigungmodell von Kachanov (1958) zur Beschreibung
von Kriechen

vollstdndig durch Mikrodefekte geschddigte Material wird durch d = 1
beschrieben:

g { 0 ungeschidigter Zustand, (1.6)

1 wvollstandig zerstortes Material.

Mit der Definitionsgleichung (1.5) fiir d und durch die Einfiihrung der
sogenannten Effektivspannung & durch die Beziehung

o
F = = 1.7
kann die Evolutionsgleichung (1.3) in die Form
d=co™ (1.8)

umgeschrieben werden. Durch Gleichung (1.7) wird auch das sogenannte
Schadigungseffektmafl M, definiert. Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung
bzw. das Kriechgesetz in der Form (Rabotnov 1969)

§=Bé"=Bo", B=B(l-d4d™, (1.9)

wobei € die Kriechrate bezeichnet, vervollstindigt das Modell von Kacha-
nov (1958). B und n sind Materialparameter. Dieses Modell ist in der
Tabelle 1.2 zusammengefaft.

Nimmt man B als eine Materialkonstante des ungeschidigten Mate-
rials und B als eine des geschiadigten Materials an, dann gibt Gleichung
(1.9), die Veranderung der Kriecheigenschaften aufgrund der Schadigung
an. Gleichung {1.9) besagt, daf§ die Verzerrungsrate eines ungeschiadigten
Materials, das mit der effektiven Spannung & belastet wird, gleich der ei-
nes geschadigten Materials ist, das unter der Spannung o steht. Dies ist
die sogenannte Hypothese der Verzerrungsiquivalenz.

Unter der Annahme einer konstanten Spannung oy (Kriechbedingun-
gen) kann man die Evolutionsgleichung (1.3) fiir die Kontinuitét 3 bzw.
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(1.8) fiir die Schidigungsvariable d direkt integrieren (Jansson & Stigh
1985). Aus (1.3) folgt

Y ) — ™ (b)) = (m+ V)eal (ty ~ t) (1.10)

und mit dem Versagenskriterium (1.4) erhalt man die Lebensdauer ¢, und
die Dehnung ¢, kurz vor dem Versagen zu

t. = [e(m+ 1)o7, (1.11)
B- oén_m)

_ 1.12

T (m+1-n) (1.12)

fir (m+1-—n) # 0. Fiir verschiedene Werte von oy kénnen Versuche durch-
gefiithrt werden und anschlieBend die Formeln (1.11) und (1.12) angepafit
werden, d. h. die Materialparameter B, ¢, m und n bestimmt werden. Man
beachte aber, dafl im allgemeinen die Materialkonstanten temperatur- und
belastungsabhéngig sind. Aulerdem treten im allgemeinen eindimensiona-
le Lastzustinde oder Bedingungen nur selten auf, und es ist immer mit
Belastungsschwankungen zu rechnen. Die Formel (1.11) bzw. das Modell
von Kachanov stellt demzufolge nur eine erste Naherung dar. Aus den
bisherigen Betrachtungen und Tabelle 1.2 wird klar, dafl man fiir ein
Schidigungsmodell

e eine geeignete Schadigungsvariable,

e eine Evolutionsgleichung fiir die Variable,

e ein Konstitutivgesetz — Spannungs-Dehnungs-Beziehung — und
e ein Versagenskriterium angeben muf.

Zur Bestimmung der Verdnderung der elastischen Stoffeigenschaften
aufgrund der Schidigung wird der in Abbildung 1.4 dargestellte einach-
sige Zugversuch an einem Stab der Liange 1 betrachtet. Die Entwicklung
von Mikrodefekten fithrt zu einer Abnahme der lasttragenden Fliche. Die
gesamte Querschnittsfliche der Probe wird mit A bezeichnet und der von
den Mikroporen eingenomme Anteil der Fldche mit A,. Die noch tra-
gende Flache wird mit A,, gekennzeichnet. Nach Rabotnov (1969) wird
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Abbildung 1.4: Schematische Darstellung des Effektivspannungskonzeptes. (a) isotroper
Ausgangszustand (b) geschidigter Zustand (c) fiktiver, ungeschidigter Zustand

die Schadigungsvariable d als das Verhaltnis von dem von den Mikroporen
eingenommenen Anteil der Flache zur Gesamtquerschnittsfliche gedeutet:

Ay A

d=—=1———. 1.13

1 1 (1.13)
Die Schidigungsvariable bekommt dadurch eine physikalische Bedeutung
und stellt den Porenflichenanteil dar. Im allgemeinen Fall der anisotropen
Schidigung bestehend aus Mikroporen und Mikrorissen hiangt dieses Maf3
aber von dem Normalenvektor zur Fliche ab. Die Spannung ergibt sich
aus der Kraft F' geteilt durch die Flédche A:

= —. 1.14
o= (1.14)
Da durch die Schidigung die lasttragende Fliche nur noch A,, betrigt,
wird
F
F=— 1.15
6= (1.1
als die Effektivspannung definiert. Damit und unter Beriichsichtigung von
Gleichung (1.13) erhilt man wieder die Definitionsgleichung (1.7) fiir die
Effektivspannung.

Hier wird, wie in der Abbildung 1.4(b) und (c) schematisch darge-
stellt, angenommen, daf die Effektivspannung & in einem ungeschédigten
Material die gleichen Dehnungen € bewirken wiirde wie die Spannung o
im geschidigten Material. Diese Annahme ist als Hypothese der Verzer-
rungsiquivalenz bekannt und in dieser Form von Lemaitre & Chaboche
(1978, 1990) eingefiihrt worden. FormelméBig lautet die Hypothese der
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Verzerrungsaquivalenz

~

_9_Z
E EV
Hier bezeichnet E bzw. E° den Elastizititsmodul des geschiadigten bzw.

ungeschiadigten Materials. Mit dieser Hypothese und aus der Definitions-
gleichung (1.7) fiir die Effektivspannung & folgt

e (1.16)

E=(1-dE° = E<E, (1.17)
und
E
d=1-— Yok (1.18)

Man erhilt demnach den Elastizitatsmodul des geschiddigten Materials als
kleiner gleich dem Elastizitatsmodul des jungfraulichen Materials. Ther-
modynamisch bedeutet das, dal man fiir die gleiche Verzerrung im un-
geschadigten Material mehr Energie aufwenden muf} als im geschadigten
Material. Mit Gleichung (1.17) kann durch Messung des Elastizitdtsmo-
duls die Schadigungsvariable berechnet werden. Die Tatsache, dafl die
Schadigung zu einer Verminderung der Lastragféhigkeit des Materials
fithrt, kann also durch dieses Modell wiedergegeben werden. Aus Glei-
chung (1.17) ist erkennbar, dal das Effektivspannungkonzept und die Hy-
pothese der Verzerrungséquivalenz eine Bestimmung der mechanischen
Eigenschaften des geschidigten Materials aus den Konstanten des un-
geschadigten Materials und der Schadigungsvariable ermdglichen.

Klassische Schadensakkumulationsregeln, wie z. B. die Pamlgren-Miner-
Regel, lassen sich auf die Grundidee von Kachanov (1958) zuriickfiihren.
Diese Modelle sind aufgrund ihres einfachen Konzeptes und der einfachen
mathematischen Handhabung sehr beliebt und werden auch oft zur Le-
bensdauerprognose angewendet. Die mit diesen Regeln erzielten Lebens-
dauerprognosen sind bei schwacher Lastschwankung zufriedenstellend. Bei
starken Lastschwankungen weichen die Ergebnisse aber stark von den ge-
messenen ab. Ein entscheidender Nachteil der Schadensakkumulations-
regeln ist aber der, daf} diese eine a postiori Definition der Schidigung
verwenden. Fiir die Anwendung eines Versagenskriteriums in der Form
von (1.4) oder (1.6) muf} die Anzahl der Umdrehungen bzw. die Zeit bis
zum Versagen bei einer bestimmten Laststufe bekannt sein. Dies bedeutet
aufwendige Versuche auf allen méglichen Laststufen.
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1.2.2 Modell von Gurson (1977)

Unabhingig vom Modell von Kachanov (1958) wurde von Gurson (1977)
ein dreidimensionales, isotropes und mikromechanisch hergeleitetes Schadi-
gungsmodell vorgestellt. Das Modell verwendet den Porenvolumenanteil
f als Parameter und beschreibt den Einfluf} der Schidigung auf das plas-
tische Materialverhalten:

v,
f== (1.19)

wobei V,, den Volumenanteil der Poren bezeichnet und V das Volumen des
reprasentativen Volumenelementes (RVE). Im einzelnen besteht Gursons
Modell aus den folgenden vier Kernkomponenten:

e FlieBbedingung,

e assoziierte Fliefiregel,

¢ Evolutionsgleichung fiir den Porenvolumenanteil und
e Versagenskriterium.

Die erste Komponente des Modells, das FlieBpotential, wird wie folgt her-
geleitet: als RVE verwendet man eine Zelle, die aus einer zylindrischen
oder kugelférmigen Pore im Zentrum der Zelle besteht und von einem
Matrixmaterial umgeben ist. Das Matrixmaterial besitzt die gleiche geo-
metrische Form wie die Pore und wird als starr-ideal plastisch angenom-
men. Desweiteren wird das Matrixmaterial als inkompressibel betrachtet
und zur Beschreibung seines Flieverhaltens die von Misesschen Gleichun-
gen bzw. FlieBbedingung verwendet:

3

5717 i — o (1.20)
Hier bezeichnet o den Cauchyschen Spannungstensor, o’ dessen Deviator
und a7 die Flielspannung des Matrixmaterials. Es wird iiber doppelt auf-
tretende Indizes summiert. Fiir das mikroskopische Geschwindigkeitsfeld
wird eine Ndherung angenommen, die der Pore eine Volumeninderung ge-
stattet, aber die Inkompressibilitit des Matrixmaterials nicht verletzt. Das
Geschwindigkeitsfeld wird auch so aufgestellt, dafl die Kompatibilitdtsbe-
dingungen erfiillt werden, und die kinematischen Randbedingungen auf
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der Oberfliche der Zelle, die die makroskopischen Deformationsgeschwin-
digkeiten darstellen, eingehalten werden. Die Ungleichung des Satzes von
der oberen Schranke der Plastizitdtstheorie wird dann verwendet, um die
obere Grenze der makroskopischen Spannungen zu berechnen, die fiir das
Aufrechterhalten weiteren MaterialflieBens benétigt werden. Fiir eine vor-
gegebene Porengeometrie (Grofle, Gestalt und Verteilung) und fiir ver-
schiedene makroskopische Geschwindigkeitsfelder wird aus den berechne-
ten makroskopischen Spannungen eine Spannungskurve konstruiert, die
eine obere Grenze fiir die Fliekurve fir die Einheitszelle darstellt:

F = gaz’-jagj +2 f o3 cosh [%} —oy [1+ 7. (1.21)
Da bei der Herleitung von (1.21) Inkompressibilitat und von Misessches
FlieBverhalten fiir das Matrixmaterial angenommen wird, geht sie fiir f =
0 auf die FlieSbedingung (1.20) zurtick.

Die zweite Komponente des Modells ergibt sich aus der Tatsache, daf}
die Normalenregel bei der Homogenisierung ihre Giiltigkeit beibehélt. Fiir
die Verzerrungsgeschwindigkeit gilt demzufolge

wobei A den plastischen Multiplikator bezeichnet. Er wird aus der zusatz-
lichen Annahme bestimmt, dafl die Arbeitsraten der mikroskopischen und
der makroskopischen Spannungen gleich sind:

oij€ij = (1 — flomely, (1.23)

wobei hier €%, die mikroskopische Vergleichsdehnungsrate bezeichnet. Da-
mit liegt die Verzerrungsgeschwindigkeit fest, wenn die einachsige Span-
nung-Dehnungs-Beziehung (¢}, als eine Funktion von d7) des ungeschidig-
ten Materials vorgegeben ist.

Die Evolutionsgleichung

f=Q0=fm (1.24)

fiir den Porenvolumenanteil f folgt aus der Inkompressibilitat des Ma-
trixmaterials und vervollstindigt das Modell von Gurson. Es ist in der
Tabelle 1.3 zusammengestellt. Man beachte, dafl die Interpretation der
Schidigungsvariable als Porenvolumenanteil nur fiir die Anfangsphase der
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ON: _ 3 21 |
FLIESSFUNKTION: F = J0},0i; + 2 f 03 cosh [5‘}5] — o, [1+ 17
: oF
FLIESSREGEL: €ij = A
Baij

oijeiy = (1 — floméy
EVOLUTIONSGLEICHUNG: f = (1 — f)ésx
VERSAGENSKRITERIUM: f. =1

Tabelle 1.3: Isotropes dreidimensionales Schiadigungsmodell von Gurson (1977) fiir ein
starr-plastisches Material

Deformation zutreffend ist. Auflerdem wird das Material mit zunehmender
Deformation und Schidigung anisotrop und die Annahme der elastischen
und plastischen Isotropie stellt nur eine erste Naherung dar.

1.3 Stand der Forschung

Die Schadigungsmechanik gehort derzeit zu den aktivsten Forschungsge-
bieten der Kontinuumsmechanik, und es existiert eine Vielzahl von Lite-
ratur und Lehrbiichern {iber Schidigungsmodellierung. Hier seien nur die
Biicher von Krajcinovic & Lemaitre (1987), Lemaitre & Chaboche (1990),
Lemaitre (1996) und Krajcinovic (1996) genannt.

Es existiert demzufolge eine grofle Anzahl von Schidigungsmodellen.
Abgesehen aber von dem Modell von Kachanov (1958) und Gurson (1977)
gibt es kein Modell, das in der Literatur allgemein akzeptiert wird. Das
Modell von Gurson (1977) ist z. B. von Tvergaard (1982) in einer mo-
difizierten Form zur Modellierung von u. a. Lokalisierung, Scherbandbil-
dung und Makrorilbildung eingesetzt worden; siehe auch die Arbeiten
von Needleman & Tvergaard (1984), Steinmann, Miehe & Stein (1994)
und Bruhns, Xiao & Meyers (2000). Kleiber (1986) hat mit dem Mo-
dell auch Versagens- und Lokalisierungsuntersuchungen in axialsymmetri-
schen Zugproben durchgefiihrt und Perrin & Leblond (2000) haben damit
das beschleunigte Wachstum von Poren in duktilen Materialien mit zwei
Gruppen von Poren unterschiedlicher Gréflenordnung untersucht.

Eine ad hoc Erweiterung des eindimensionalen Modells von Kachanov

(1958) auf den dreidimensionalen Spannungszustand wurde z. B. von Da-
vison, Stevens & Kipp (1977), Leckie & Hayhurst (1974), Lemaitre &
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Chaboche, (1978, 1990), Lemaitre (1985a, 1985b, 1996}, Chaboche (1998)
vorgenommen. Zur Beschreibung des Schadigungszustands verwenden die-
se Modelle weiterhin nach Kachanov (1958) einen skalaren Parameter. Sie
sind demzufolge mathematisch einfach und leicht anwendbar. Diese Mo-
delle gelten aber als fragwiirdig, da sie den Nachteil besitzen, dafl sie eine
experimentell festgestellte Veranderung der Querkontraktionszahl — siehe
z. B. Tang & Lee (1995) — nicht wiedergeben kénnen. Rabier {1989) und Ju
(1990) haben als erste auf diese Schwiche hingewiesen und zeigen in ihren
Arbeiten, wie man sie behebt. In dem Modell von Rabier (1989) z. B. wird,
unter Zuhilfenahme von Ergebnissen aus der Mikromechanik, direkt eine
Abhéangigkeit der zwei Materialparameter fiir isotropes Materialverhalten
von der skalarwertigen Schiadigungsvariable postuliert.

Wie schon erwihnt, ist im allgemeinen der Schidigungsvorgang ein
stark anisotropes Phanomen, da die Entstehung und das Wachstum von
Poren und anderen Mikrodefekten entscheidend von der Richtung der
aufgebrachten Spannungen oder Dehnungen abhdngen. Demzufolge ist
die Anwendbarkeit der oben genannten skalaren Modelle nur auf De-
formationsverhalten von duktilen Materialien unter speziellen Belastun-
gen beschridnkt. Diese Modelle finden Anwendung auch bei Materialien,
die im geschédigten Zustand eine grofle Anzahl von stochastisch verteil-
ten Mikroporen beinhalten (Krajcinovic & Fonseka 1981), oder bei Bela-
stungszustinden, bei denen die Normalen der flichenférmigen Defekte in
Richtung der Hauptnormalspannung zeigen (Krajcinovic 1989). Zur Ver-
besserung der Modellierung wurden deshalb Modelle mit einem Vektor
als Schddigungsvariable von Krajcinovic & Fonseka (1981), Krajcinovic
(1983, 1985, 1987) und Krajcinovic & Sumarac (1987) eingefiihrt.

Modelle mit einem Tensor zweiter Stufe als Schidigungsvariable wur-
den von Cordebois & Sidoroff (1979), Dragon & Mréz (1979), Sidoroff
(1981), Murakami & Ohno (1981), Betten (1982) und Murakami (1988)
vorgeschlagen. Die Vorgehensweise bei diesen Modellen ist wie folgt: eine
verallgemeinerte Effektivspannung nach Gleichung (1.7) wird entweder be-
rechnet oder postuliert. Dann wird mit Hilfe von Verzerrungsiquivalenz-
dhnlichen Hypothesen und Konzepten das Verhalten des geschidigten Ma-
terials bestimmt. Meistens stellt sich aber bei diesen Modellen heraus, daf3
die Effektivspannung nicht symmetrisch ist. Eine Symmetrisierung wird
dann entweder nach dem Vorschlag von Murakami (1988), Cordebois &
Sidoroff (1979) oder Chow & Wang (1987) durchgefiihrt.
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Geht man z. B. wie bei Murakami (1988) vor, ist die sogenannte Effek-
tivspannung o* eine Art 1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor, d. h. ein
Zweipunkt-Tensor (two-point tensor) und stellt eine bilineare Abbildung
zwischen der Momentankonfiguration und einer fiktiven ungeschidigten
Konfiguration dar. * kann nicht symmetrisch sein, denn Symmetrie von
o* wiirde bedeuten, dafl die zwei Konfigurationen gleichgesetzt werden,
siche Marsden & Hughes (1983). Hier sei die Tatsache erwahnt, daf§ der
nominelle Spannungstensor, auch ein Zweipunkt-Tensor, eine bedeutende
Rolle in der finiten nichtlinearen Elastizitats— and Elastoplastizitatstheo-
rie spielt (Ogden 1984a; Hill 1978). Man beachte auch, daf§ man mit Hilfe
der Idee der konjugierten Spannungsanalyse von Hill (1978) zur Formulie-
rung von Stoffgesetzen jedes beliebige Spannungsmaf} (und das zugeordne-
te Verzerrungsmaf}) verwenden kann. Weiterhin kann durch eine dhnliche
Vorgehensweise wie in der Arbeit von Murakami (1988) ein symmetrischer
Spannungstensor (eine Art 2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor) her-
geleitet werden, der vollstdndig in der fiktiven ungeschidigten Konfigura-
tion definiert ist. Keine der in der Literatur verwendeten symmetrisierten
Effektivspannungen ist mit diesem Spannungsmaf identisch. Es stellt sich
deshalb die Frage nach dem Sinn der Symmetrisierung bei den Effek-
tivspannungsmodellen. Sie erscheint iiberfliissig und diese Modelle gelten
deswegen auch als fragwiirdig. Desweiteren 148t sich leicht zeigen, dafl
trotz der Symmetrisierung diese Modelle fiir isotropes Verhalten auch die
Anderung der Querkontraktionszahl nicht wiedergeben kénnen.

Modelle mit einem Tensor zweiter Stufe wurden auch von Halm &
Dragon (1996) und Hayakawa & Murakami (1997) vorgestellt. Diese Mo-
delle unterscheiden sich aber von den oben genannten, weil weder eine
Effektivspannung, die Hypothese der Verzerrungsiquivalenz noch dhnli-
che Hypothesen verwendet werden. Der Schidigungstensor wird hier als
eine reine interne Zustandsvariable behandelt und die Vorgehensweise ent-
spricht prinzipiell der, die in dieser Arbeit verwendet wird.

In Leckie & Onat (1981) und in der darauf aufbauenden Modellierung
von Schiefle (1994) und Bruhns & Schiesse (1996) wird eine Kombinati-
on von einem Skalar und deviatorischem Tensor zweiter Stufe verwendet.
Das skalare Schadigungsmafl und der deviatorische Tensor sind dabei die
irreduziblen und voneinander unabhingigen Fourierkoeffizienten, die man
aus einer tensoriellen Fourierentwicklung der Orientierungsdichtefunktion
auf der Einheitskugel erhilt. Die Schidigungsmafle erhalten dadurch eine
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physikalische Interpretation, die im Prinzip eine Messung der Schidigung
ermoglicht. Die Formulierung von thermodynamisch konsistenten Evoluti-
onsgleichungen und schidigungsinduzierten Deformationsraten wird aber
dadurch nicht wesentlich erleichtert; es wird deshalb im Rahmen dieser
Arbeit diese Idee nicht weiter verfolgt und hier auf die Arbeit von Schiefle
(1994) verwiesen.

Voyiadjis (1988) verwendet zur Beschreibung der Schiadigung bei grofier
Deformation zwei Tensoren zweiter Stufe. Isotrope Schidingsmodelle — Er-
weiterungen der oben genannten skalaren Modelle - fiir grofle Forméande-
rungen wurden von de Souza Neto, Peri¢ & Owen (1992), Lubarda &
Krajcinovic (1995a, 1995b) und Steinmann, Miehe & Stein (1994) vorge-
stellt. In Voyiadjis & Park (1999) werden auf Basis der multiplikativen
Zerlegung des Deformationsgradienten die kinematischen Grundlagen fiir
eine geometrisch nichtlineare Schidigungsmodellierung vorgestellt.

Die grofie Anzahl an Modellen zeigt, daBl die Verallgemeinerung des
eindimensionalen Modells von Kachanov (1958) sich als nicht einfach er-
wiesen hat. Nur fiir den eindimensionalen Fall ist man sich dariiber einig,
daf eine ausreichende Beschreibung mit einem skalaren Schadigungspara-
meter moglich ist. Es ist auch klar, dal man fiir eine mathematisch exakte
Beschreibung des allgemeinen dreidimensionalen Falles einen Tensor ach-
ter Stufe benétigt: Geht man davon aus, dafl der Elastizitatstensor C eines
geschidigten Materials linear von dem des ungeschidigten Materials C°
abhingt, ist der lineare Operator M, der C° auf C abbildet, ein Tensor
achter Stufe:

M:C’'— C.

Liegt keine Schidigung vor, ist Ml der Einheitstensor achter Stufe, siche
z. B. Chaboche (1978). Eine solche Theorie ist zwar mathematisch relativ
einfach und rational, sie ist aber, auch wenn man dabei alle Symmetrien
des linearen Operators oder Schidigungstensors M ausnutzt, rechentech-
nisch schwer handhabbar, und es ist mit groflen Schwierigkeiten bei der
Aufstellung der Evolutionsgleichung fiir den Schadigungstensor und bei
der numerischen Implementation? zu rechnen. Ein solches Modell ist des-
halb bis heute nicht formuliert bzw. verwendet worden.

2Nach Ortiz (1985, Seite 72) zihlt die gute Eignung fiir numerische Berechungen zu den wichtigsten
Eigenschaften eines Schiidigungsmodells. Die anderen wichtigen Eigenschaften sind die thermodynami-
sche Konsistenz, die physikalische Plausibilitdt und die Wiedergabe von experimentellen Ergebnissen.
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Schidigungsmodelle, die entweder ein Skalar, einen Vektor, Tensor zwei-
ter Stufe oder sogar einen Tensor vierter Stufe (Elastizitéts- bzw. Nachgie-
bigkeitstensor, siche Dougill (1975), Ortiz (1985), Simo & Ju (1987) und
Ju (1989, 1990)) verwenden, stellen deshalb nur Naherungen dar. Bei die-
sen Modellen besteht die Hauptaufgabe darin, die Verkniipfung zwischen
C und C° zu finden, d. h. M als Funktion des gewihlten Schidigungsten-
sors d anzugeben:

M = M(d).

Der Tensor oder Operator M wird dann als Schadigungseffektmafl be-
zeichnet, siehe Voyiadjis & Kattan (1992), Schiefle (1994) und Voyiadjis
& Park (1999). Die Modelle aus der Literatur unterscheiden sich entweder
durch den Grad des Schadigungstensors, die Evolutionsgleichung fiir die
Schadigungsvariable oder die Form des Schidigungseffektmafes.

Fir eine Modellierung von Schidigung in metallischen Werkstoffen
wird ein anisotropes finites Elastoplastizitdtsmodell als Basis benétigt.
Die Elastoplastizititsmodelle zur Beschreibung von grossen Formédnderun-
gen aus der Literatur lassen sich grob in drei Gruppen aufteilen: die erste
Klasse von Modellen geht nach Green & Naghdi (1965) von einer additi-
ven Aufspaltung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors E in einen
elastischen E° und einen plastischen Anteil EP aus. Dabei wird EP als eine
Grundgro8e mit einigen festlegbaren Eigenschaften behandelt. Die zweite
Gruppe verwendet eine additive Zerlegung der Verzerrungsgeschwindig-
keit D in eine elastische D° und eine plastische Verzerrungsgeschwindig-
keit DP, siehe z. B. Bruhns (1987, 1993), Lehmann (1991), Bruhns & Pitzer
(1991) und Nemat-Nasser (1982, 1992). Die dritte Klasse von Modellen
verwendet nach Kroener (1960), Lee (1969) und Lubarda & Lee (1981)
eine multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten F = F°F® in
einen elastischen Anteil F° und plastischen Anteil F”.

Die Theorie von Green & Naghdi (1965) ist eine allgemeine Theorie,
und die Formulierung ist auch fiir anisotrope Materialien geeignet. Einige
Eigenschaften von EP wurden in Green & Naghdi (1965, 1966) angegeben,
aber auf die physikalische Bedeutung bzw. eine Methode fiir die Identifika-
tion von EP ist nicht eingegangen worden. Erste Schritte in dieser Richtung
sind erst von Casey & Naghdi (1992) vorgenommen worden.

Die multiplikative Elastoplastizitatstheorie verwendet eine spannungs-
freie und elastisch-entlastete Zwischenkonfiguration. Diese Zwischenkonfi-
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guration ist nur bis auf eine beliebige Rotation eindeutig festgelegt. Um die
Eindeutigkeit der Zwischenkonfiguration herbeizufiihren, wird meistens
angenommen, dafl F° ein symmetrischer und positiv definiter Tensor V*
ist. F* wird demnach als eine reine Streckung angenommen und der Rotati-
onsanteil R® von F° wird dabei vollkommen aufler Acht gelassen. Casey &
Naghdi (1981) haben gezeigt, dafl diese Annahme die Invarianzforderung
bei einer Beobachtertransformation oder einer iiberlagerten Starrkorper-
rotation im allgemeinen Sinne verletzt und ein solches Modell deshalb
stark einschrankt. Mit dieser Annahme kann man auch keinen natiirli-
chen Zusammenhang zwischen der additiven Zerlegung (D°, D) der Ver-
zerrungsgeschwindigkeit und der multiplikativen Zerlegung (F°, F®) des
Deformationsgradienten angeben (Nemat-Nasser 1982; Xiao, Bruhns &
Meyers 2000a). AuBerdem fithrt diese Annahme zu der Schlufolgerung,
da8 eine additive Aufspaltung der Verzerrungsgeschwindigkeit nur bei klei-
nen elastischen oder kleinen plastischen Forménderungen zuléssig ist.

In Simo (1988a, 1988b, 1992) und darauf basierenden Arbeiten von
z.B. Simo & Miehe (1992), Simo & Meschke (1993), Simo & Hughes
(1998) und Auricchio & Taylor (1999) geht man von der multiplikati-
ven Zerlegung aus, aber die Annahme F° = V® wird nicht verwendet.
Der plastische Anteil F? des Deformationsgradienten bzw. der plastische,
rechte Cauchy-Green Tensor C? = FPTF? wird als eine interne Zustands-
variable behandelt. Fiir isotropes Material wird dann unter Verwendung
des Prinzips der maximalen Dissipation die Flieregel in der Lie Ableitung
von b® = F°F°T (der elastische, linke Cauchy-Green Tensor) formuliert.
Bei der numerischen Integration bzw. Implementation dieses Modells wird
die multiplikative Zerlegung nicht mehr bendétigt; die Tatsache, dafl der
elastische Anteil F° und plastische Anteil F? der Deformation unbestimmt
bleiben, ist bei diesem Modell vollig belanglos. Die Eignung dieses Modells
fiir groBe, numerische Berechnungen ist eindrucksvoll von Simo (1993),
Simo & Miehe (1992) und Auricchio & Taylor (1999) — fiir verschiedene
FlieBfunktionen — gezeigt worden.

In Arbeiten von z. B. Weber & Anand (1990), Eterovic & Bathe (1990),
Miehe & Stein (1992) und Hackl (1997) wird Eindeutigkeit fir die Zwi-
schenkonfiguration dadurch erreicht, dafl die Evolutionsgleichungen fiir
die inelastischen Verzerrungen fiir den plastischen Anteil des Deforma-

tionsgradienten oder den plastischen Geschwindigkeitsgradienten formu-
liert werden. Weber & Anand (1990) und Eterovic & Bathe (1990) ver-
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wenden aber die einschrankende Annahme, dafl der plastische Geschwin-
digkeitsgradient symmetrisch ist. Das Modell von Hackl (1997) wird im
Rahmen der sogenannten Verallgemeinerten Standardisierten Materialien
formuliert.

Bei den Modellen mit der additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwin-
digkeit muf} zur Erfiillung des Prinzips der materiellen Objektivitat eine
objektive Zeitableitung wie z. B. die Zaremba-Jaumann Rate oder Green-
Naghdi Rate verwendet werden. Lehmann (1972) und Nagtegaal & de
Jong (1982) haben festgestellt, dal die Formulierung der kinematischen
Verfestigung mit der Zaremba-Juamann Rate beim Scherversuch zu einer
Oszillation der Cauchyschen Spannungen fithrt. Abgesehen davon haben
Simo & Pister (1984) gezeigt, da8 fiir viele Zeitableitungen die Ratenform
des elastischen Stoffgesetzes inkonsistent mit der Idee der Elastizitat ist,
da sie die exakte Integrierbarkeitsbedingung fiir eine wirklich elastische
Beziehung nicht erfiillen. Diese Modelle werden deshalb selbst-inkonsistent
genannt (Bruhns, Xiao & Meyers 1999a) und hier deshalb als ungeeignet
zur Beschreibung von wirklichem Materialverhalten betrachtet. Detail-
lierte Ausfithrungen iiber einige der hier erwdhnten Aspekte der finiten
Elastoplastizitat kann man in Naghdi (1990), Khan & Huang (1995) und
Bruhns, Xiao & Meyers (1999b) nachlesen.

In einem vor kurzem von Xiao, Bruhns & Meyers (2000a) vorgestellten
Rahmen fiir finite Elastoplastizitidt wird die logarithmische Rate als die
objektive Zeitableitung verwendet. Angenommen wird die additive Auf-
spaltung der Verzerrungsgeschwindigkeit; zur Trennung der Deformation
in elastische und plastische Anteile wird die multiplikative Zerlegung des
Deformationsgradienten verwendet. Durch einen natiirlichen Zusammen-
hang zwischen der Zerlegung (D®, D®) und (F°,F?) und mit Hilfe der
logarithmischen Zeitableitung verschwinden die Unterschiede oder Dis-
krepanzen zwischen der Zerlegung von F und D. Xiao, Bruhns & Meyers
(2000a) zeigen auflerdem, dafl man dadurch ein selbst-konsistentes (d. h.
das hypoelastische Modell ist exakt integrierbar und ergibt eine elastische
Beziehung) Materialmodell fiir finite Deformationen formulieren kann. In
diesem Zusammenhang wird hier das folgende Ergebnis erwdhnt: legt man
zusatzlich zu der Selbst-Konsistenz-Bedingung ein von Prager (1960) ein-
gefiihrtes Kriterium iiber die FlieBspannung zugrunde, ergibt sich, dafl die
logarithmische Rate allen anderen objektiven Zeitableitungen bei der For-
mulierung von elastoplastischen Stoffgesetzen vorzuziehen ist, siehe Xiao,
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Bruhns & Meyers (2000b). Das Modell erfiillt auch die Invarianzforderung
bei einer Beobachtertransformation oder einer iiberlagerten Starrkorper-
rotation im allgemeinen Sinne und erméglicht eine eindeutige und konsi-
stente Bestimmung der elastischen Deformation F¢ und der inelastischen
Deformation F' und allen mit F* und F' zusammenhéngenden kinema-
tischen Gréflen wie z. B. W® und W'. Das Modell ist also kinematisch
konsistent. Dieses Modell ist fiir beliebige Materialsymmetrien formuliert
worden und eignet sich deshalb besonders gut als Fundament fiir die ani-
sotrope Schidigungsmodellierung. Fiir diese Arbeit wird dieses Modell als
Basis verwendet und die einzelnen Komponenten des Modells werden an
den entsprechenden Stellen vorgestellt.

1.4 Ziel der Arbeit

Die Modellierung sogenannter duktiler Schiadigung, die iiberwiegend in
metallischen Werkstoffen auftritt und mit grossen inelastischen Forménde-
rungen verbunden ist, stellt das Hauptinteresse der vorliegenden Arbeit
dar. Das Ziel der Arbeit ist demzufolge, ein finites und anisotropes Schadi-
gungsmodell zur Beschreibung dieses Phinomens zu entwickeln. Das Mo-
dell soll also unter Beachtung von

e schidigungsinduziertem anisotropen Verhalten,

e groflen inelastischen Forminderungen

formuliert werden. Dafiir benttigt man einen Rahmen fiir finite Elasto-
plastizitit, der auch anisotropes Materialverhalten beschreiben kann. Der
Rahmen von Xiao, Bruhns & Meyers (2000a) wird deshalb verwendet.
Als Schidigungstensor wird ein symmetrischer, positiv semi-definiter
Tensor zweiter Stufe verwendet. Zusatzlich zu der klassischen Interpre-
tation der Schadigungsparameter als eine interne Zustandsvariable wird
er hier auch als ein allgemein sich mit der Deformation entwickelnder
Struktur- bzw. Materialtensor betrachtet. Diese Interpretation ist wichtig,
da die Schidigungsmodellierung sich damit auf folgende Punkte reduziert:

e die Formulierung von thermodynamisch konsistenten Evolutionsglei-
chungen,

e die Bestimmung von kritischen Werten fiir den Schiadigungsparame-
ter (Festlegung von Versagenskriterien) und
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e die Bestimmung von Materialkonstanten.

Dabei kann zur Beschreibung von schidigungsinduzierter Anisotropie auf
Ergebnisse zur Modellierung von sogenannten stark anisotropen Materiali-
en zuriickgegriffen werden, es konnen mit der Theorie der Thermodynamik
mit internen Zustandsvariablen die konstitutiven Gleichungen bestimmt
und die thermodynamischen Einschriankungen angegeben werden.

1.5 Aufbau der Arbeit

¢ In Kapitel 2 werden die kinematischen Grundlagen bereitgestellt; es
wird auf die Trennung von Deformationen in elastische und inelasti-
sche Anteile, objektive Lagrangesche und Eulersche Verzerrungsten-
soren und die Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit eingegangen.
AuBlerdem werden die Formeln zur Berechnung des logarithmischen
Spins und der logarithmischen Zeitableitung angegeben.

e Die Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls und Drehimpuls, Energie
und Entropie werden in Kapitel 3 und 4 zusammengestellt. Da-
bei werden verschiedene Spannungstensoren eingefiihrt. Auf die Zu-
ordnung von Lagrangeschen Spannungs- und Dehnungstensoren nach
Hill (1968, 1978) und auf die Erweiterung dieser Zuordnung auf Eu-
lersche Spannungs- und Dehnungstensoren wird eingegangen und die
Thermodynamik mit internen Zustandsvariablen behandelt.

e In Kapitel 5 wird ein kurzer Uberblick iiber die weitestverbreite-
ten Schadigungsmodelle und Konzepte der Schidigungsmechanik ge-
geben. Das sogenannte isotrope Schadigungsmodell wird vorgestellt
und es wird auf die anisotropen Modelle nach Murakami (1988) und
Cordebois & Sidoroff (1979) eingegangen.

e In Kapitel 6 wird das Schidigungsmodell der vorliegenden Arbeit
vorgestellt. Die Motivation fiir die Wahl des Schadigungsparameters
als ein Tensor zweiter Stufe wird gegeben. Aus der neuen Interpre-
tation des Schidigungstensors werden Beziehungen fiir seine Trans-
formation zwischen den verschiedenen Konfigurationen hergeleitet.
Die Modellierung der Schadigungsdeaktivierung wird behandelt. An-
schlieBend wird die Konstitutivbeziehung fiir elastisches Materialver-
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halten vorgestellt. Die Darstellung fiir das komplementére hyperela-
stische Potential wird angegeben. Anschlieflend wird auf die Raten-
formulierung des elastischen Stoffgesetzes eingegangen.

e Kapitel 7 beschiftigt sich mit dem Einflufi der Schadigung auf das
plastische Materialverhalten. Es wird ausfiihrlich auf die Herleitung
einer anisotropen FlieBbedingung und die Anpassung dieser Funktion
an die Gurson-FlieSfunktion eingegangen. Be- und Entlastungsbedin-
gungen fir die Plastizitdt und Schidigung und die Evolutionsglei-
chungen werden angegeben. Zum Schlufl wird die thermodynamische
Konsistenz des verwendeten Materialmodells gezeigt.

e Kapitel 8 behandelt die numerische Umsetzung und Verifizierung
des Materialmodells. Anhand linearer und nichtlinearer numerischer
Beispiele fiir elastisches und elastoplastisches Verhalten ochne und mit
Schidigung wird die Leistungsfihigkeit des vorgeschlagenen Schadi-
gungsmodells gezeigt.

e In Kapitel 9 werden die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusam-
mengefaflt und die weiterfithrenden und ausstehenden Untersuchun-
gen kurz besprochen.

1.6 Notation

Es wird die Standardnotation verwendet und Vektor und Tensor bedeuten
Vektoren und Tensoren iiber einen dreidimensionalen Euklidschen Raum
[E. Fiir Tensoren werden fettgedruckte Buchstaben verwendet. Fiir Vekto-
ren werden kleine, Tensoren zweiter Stufe grofle Buchstaben und fiir Ten-
soren vierter Stufe werden lateinische Grofitafelbuchstaben (black board
bold), wie z.B. L, verwendet. Die Summationskonvention wird verwen-
det. Das dyadische oder tensorielle Produkt wird mit ® gekennzeichnet.
Ein einfacher Punkt zwischen zwei Tensoren kennzeichnet die einfache
Verjiingung. Wenn die Gefahr einer Verwechslung nicht besteht, wird
der Punkt weggelassen. Ein doppelter Punkt kennzeichnet die doppelte
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Verjiingung:
a®b= az-bje,' ® €5
A-B= AikBkje,- ® ey, (1.25)
A:B= AijB{j,

i,7,k = 1,2,3. Hier und im folgenden beziehen sich die Tensorkompo-
nenten auf ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem. Mit detA,
tr [A], AT, A’ und A~ werden die Determinante, die Spur, die Transpo-
nierte, der deviatorische Anteil und die Inverse eines zweistufigen Tensors
A bezeichnet:

tr [A] = Ay,
(AT)ij = Aj
tr [ABT] = A : B, (1.26)
A=A- -;;tr AL,
und ,
AAT =1, AgAy =465 = { [lj iﬁi : ; ; (1.27)

Hier bezeichnet 1 den Einheitstensor zweiter Stufe und 4;; das Kronecker-
Delta. Die Grund- und Hauptinvarianten von A werden mit I, II, I1] und
I, I, I3 bezeichnet:

I=tr[A], II =tr [A®], III =tr [A®] (1.28)
und '
L=1
1 2
Iy=Jy={I" - 11} (1.29)

1
I3 = detA = g{(13 ~3I-II+2I1I}.

Die Hauptinvarianten lassen sich auch wie folgt durch die Eigenwerte
A1, Az, Az des (symmetrischen) Tensors A ausdriicken:

L=M+X+ X

I = Mg+ A2)s + A3\ (1.30)
I3 = A2 As.
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Sei v ein Vektor, A ein Tensor zweiter Stufe, H ein Tensor vierter Stu-
fe und Q,R € S0; Drehtensoren, wobei SO3 die spezielle orthogonale
Gruppe

SO;={Q:QQ"=1 und det(Q)=+1} (1.31)

bezeichnet, wird hier die folgende Notation aus Xiao, Bruhns & Meyers
(2000a) fiir die sogenannte x-Produkte (oder Rayleigh-Produkte) iiber-
nomimen:

Qx*xv=Qv,
Q*A = QAQT, (1.32)
(Q *H)ijkl = Qz’ijqrile]Hpqrsa iyjy k: et = 1) 21 3.

Die folgenden Regeln gelten:

Qx (H:A) = (Q+H) : (QxA),
Q+RxA) = (Q R)*A
(Q*A): (Q*B) =
tr [(A-B-C)]:

(1.33)

tr [(C A -B)].

Fiir die durch den Tensor vierter Sufe H induzierte Norm eines symmetri-
schen Tensors zweiter Stufe G wird die folgende Bezeichnung verwendet:

IGla=vG:H:G, |G|=vG:I:G, (1.34)

wobei I den symmetrischen Einheitstensor vierter Stufe bezeichnet:

1
Lij = 3 (0ikdj1 + udji) - (1.35)

Anhang D enthélt eine Liste der hiaufig verwendeten Symbole.
Zum Schluf3 dieses Abschnittes wird das folgende Ergebnis aus der
Darstellungstheorie isotroper Tensorfunktionen angegeben: die Gréfle ¢

sei eine skalarwertige isotrope Funktion von drei symmetrischen Tensoren
zweiter Stufe A;, As und Ag, d. h.

¢ = $(A1, Az, Aj) (1.36)
und

¢(A17A27A3) = ¢(Q*A17Q*A21Q*A3): Q € 503 (137)
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Nach dem Darstellungssatz fiir isotrope Tensorfunktionen, siehe z. B. Trues-
dell & Noll (1965), Wang (1970), Spencer (1984) und Boehler (1977,
1987c), folgt, da ¢ eine Funktion der folgenden Grundinvarianten ist:

tr [A;], tr [A?], tr [A?], 1=1,2,3
tr [A;A;] tr [AZA;] tr[AJAY] 4,5=1,2,3, i#j (1.38)
tr [A1A2A3]

Ingesamt hingt ¢ also von 22 Grundinvarianten ab. Die Menge (1.38) der
Grundinvarianten reduziert sich auf

tr [A;] tr [A%] tr [A?] tr [Ag] tr [Ag] tr [Ag}
tr [A1As] tr [A1A3] tr [AJA,] tr [AJA]]
(1.39)
fiir den Fall, da3 ¢ nur von zwei Tensoren A; und As abhingt, und auf

die 3 Grundinvarianten (1.28), wenn ¢ nur von einem einzigen Tensor A
abhingt.



Kapitel 2

Kinematische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die kinematischen Grundlagen der nichtlinearen
Kontinuumsmechanik zusammengestellt werden. Die fir die spéteren Be-
trachtungen benétigten kinematischen Beziehungen, die Lagrangeschen
und Eulerschen Verzerrungstensoren und die objektiven mitrotierenden
Zeitableitungen — fiir die Ratenformulierung von konstitutiven Gleichun-
gen — werden angegeben. Auflerdem wird auf die Aufteilung der Defor-
mation und Verzerrungsgeschwindigkeit in elastische und inelastische An-
teile eingegangen. Detaillierte Ausfithrungen iiber einige der im folgen-
den behandelten Themen findet man in den klassischen Lehrbiichern von
Truesdell & Noll (1965), Malvern (1969), Chadwick (1976), Marsden &
Hughes {1983) und Ogden (1984a). Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung
und Herleitung des logarithmischen Spintensors, der logarithmischen Zeit-
ableitung, und der Eigenprojektionsmethode wird auf die Originalarbeiten
von Xiao, Bruhns & Meyers (1997a, 1997b, 1998¢c, 1998d), Bruhns, Xiao
& Meyers (1999b) und Reinhardt & Dubey (1996, 1998) verwiesen.

2.1 Beobachter und Bezugssystem

Zur qualitativen und quantitativen Beschreibung der Phinomene, die sich
in der physikalischen Welt abspielen, benotigt man einen Rahmen, den
man als Basis fiir die Beschreibung verwenden kann. Mit der Einfithrung
eines Beobachters wird in der Kontinuumsmechanik dieser Rahmen ge-
schaffen. Ein Beobachter verkérpert das Werkzeug zur Messung von physi-
kalischen Gréflen. Und er ist insbesondere in der Lage, den Relativabstand
zwischen Punkten im Raum anzugeben und die Zeit zu messen.

In der Kontinuumsmechanik wird angenommen, dafl der Raum, in dem

29
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sich die physikalischen Phinomene abspielen, der dreidimensionale Eu-
klidsche Punktraum &£ sei und dafl man die Zeitpunkte, zu denen sich die
Phanomene abspielen, auf R-messen kann. R bezeichnet hier die Menge
der reellen Zahlen. Ein Ereignis in der physikalischen Welt, wie es von ei-
nem Beobachter O festgestellt wird, spielt sich an einem Punkt x € £ zu
einem bestimmten Zeitpunkt £ € R ab. Fiir einen Beobachter O wird ein
Ereignis demzufolge als ein Paar (x,t) des kartesischen Produktes £ x R
aufgenommen. Ein Beobachter kann deshalb als eine injektive Abbildung,
die ein Paar (x,t) € £ x R einem Ereignis in der physikalischen Welt
zuordnet, angesehen werden.

Eine Beobachter-Transformation ist eine Abbildung
() = (%8, 2.1)

die weder den Abstand zwischen Punkten in £, noch die Zeitdifferenz
zwischen Ereignissen, noch die Reihenfolge, in der sich die Ereignisse ab-
spielen, verdndert. Die Abbildung (2.1) 148t sich auch als ein Wechsel des
Beobachters von @ auf O* interpretieren: Ein Ereignis, das von @ als am
Ort x und zum Zeitpunkt ¢ sich abspielend aufgenommen wird, spielt sich,
von O* aus gesehen, am Ort x* zum Zeitpunkt ¢* ab. Eine Beobachter-
transformation fithrt also nur zu einer Verdnderung in der Beschreibung
eines Ereignisses in £ X R. Die Transformation

x*=Q(t)x+c(t), t'=t-—aq, (2.2)

wobei der Tensor zweiter Stufe Q € SO5 einen beliebigen, zeitabhingigen
Drehtensor darstellt, c(t) einen zeitabhingigen Vektor, und a € R eine
Konstante, geniigt diesen Anforderungen und stellt demzufolge eine allge-
meine Beobachtertransformation dar, siehe Truesdell & Noll (1965) und
Ogden (1984a). Die Zeitdifferenz a zwischen den zwei Beobachtern ist fiir
die Betrachtungen hier irrelevant und im folgenden wird der Einfachheit
halber von a = 0 bzw. t* = ¢ ausgegangen. Legt der Beobachter O bzw.
O* den Ursprung seines rechtwinkligen, kartesischen Koordinatensystems
(Bezugssystems) bei o (0*) in £ fest, kann x (x*) als der Ortsvektor des
Punktes x (x*) beziiglich o (0*) angesehen werden.
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2.2 Korper, Konfiguration und Deformation

Der Begriff Korper stellt ein grundlegendes Konzept der Kontinuumsme-
chanik dar. Ein Kérper B wird definiert als eine Menge von Punkten, auch
materielle Teilchen, Kérperpunkte oder Partikel genannt, die sich bijektiv
auf einen Teil ‘B des Euklidschen Punktraumes £ abbilden lassen.!

Der Koérper nimmt im Euklidschen Punktraum die Region B ein, und
diese Region 4ndert sich stetig mit der Bewegung und Deformation des
Korpers. Eine Konfiguration des Korpers ist eine bijektive Abbildung

x:B—E, (2.3)

die materielle Teilchen von B auf ihre Positionen in einen Teil des Eu-
klidschen Punktraumes £ abbildet. Es wird angenommen, daf3 die Abbil-
dung x und ihre Inverse x ! so oft wie nétig stetig differenzierbar sind.
Ein materielles Teilchen von B wird mit X bezeichnet. Fiir X € B gilt

x=x(X,1), X=x"(x1), (2.4)

wobei x die Position des Teilchens X in der Konfiguration x zum Zeit-
punkt ¢ kennzeichnet. Die Konfiguration x hingt offensichtlich vom Be-
zugssytem ab, da ein Ereignis rdumlich von einem Beobachter O als x € £
aufgenommen oder festgestellt wird. x~1(x,t) bezeichnet das Teilchen X,
das in der Konfiguration x die Position oder den Ortsvektor x hat. Mit
x(B) = {x(X) : X € B} wird die Menge der Positionen bezeichnet, die
in der Konfiguration x von den materiellen Teilchen von B eingenommen
werden, d.h. x(B) = B. _
Ein weiterer grundlegender Begriff der Kontinuumsmechanik ist die
Bewegung. Die Bewegung von B ist eine einparametrige Folge von Kon-
figurationen x; : B — £, wobei der Index ¢ die Zeit als Parameter kenn-
zeichnet. Fiir die Position eines Teilchens X zum Zeitpunkt ¢ gilt

x = x,(X) = x(X,t). (2.5)

Fir ein festes Teilchen X beschreibt Gleichung (2.5) eine Kurve in £,
die sogenannte Bahnkurve. Eine beliebige aber feste (zeitunabhingige)
Konfiguration x, von B wird als Bezugs- bzw. Referenzkonfiguration aus-
gewdhlt und im folgenden wird ein Teilchen X durch seine Position in

!Eine abstraktere Definition, die eine Beschreibung von Schalen erméglicht, lautet: “Ein materiel-
ler Korper ist eine kompakte, orientierte, n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem
stetigen, orientierbaren Rand“ (Bertram 1989).
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Abbildung 2.1: Deformation des Korpers B von der Referenzkonfiguration By in die
Momentankonfiguration B. Das Teilchen X besitzt beziiglich Koordinatenursprung O
(o) den Ortsvektor X (x) in By (B).

dieser Konfiguration identifiziert. Die von B in dieser Konfiguration ein-
genomme Region des Euklidschen Punktraumes £ wird mit By bezeichnet
und x(B) mit B.

X = xo(X) (2.6)

ist demzufolge die Position des Teilchens X in der Referenzkonfigura-
tion x,. Man beachte, daf die Referenzkonfiguration nicht unbedingt eine
vom Korper wahrend seiner Bewegung und Deformation eingenommene
Konfiguration sein mufl, und dafl der Index O auf einen festen, beliebig
ausgewahlten Zeitpunkt ¢y3 < t deutet, fiir den aber £y = 0 auch nicht
unbedingt gelten mufl. Anstatt Gleichung (2.4) schreibt man deshalb

X= X(X’ t) (2'7)

fiir die Position des Teilchens X, das in der Referenzkonfiguration x, die
Position X einnimmt. Damit wurde x als eine Abbildung von By nach B
neu definiert und hangt natiirlich von der Referenzkonfiguration ab. Fiir
eine feste Zeit ¢ wird x eine Deformation von der Referenzkonfiguration
genannt und die Gleichung (2.7) definiert eine einparametrige Folge sol-
cher Deformationen. Die Positionen X und x, die das Teilchen X in der
Referenz- bzw. Momentankonfiguration einnimmt, kénnen als Ortsvekto-
ren im Euklidschen Vektorraum E beziiglich fester Urpriinge O bzw. o in
& angesehen werden, siche Abbildung 2.1.

Es werden in der Referenzkonfiguration By und in der Momentankonfi-
guration B kartesische Koordinatensysteme mit Basisvektoren E, und e;
und den Urpriingen O und o eingefiihrt. Dann gilt fiir die Position von X
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in By

X = X Eq, (2.8)
und fiir die Position von X in B

X = z;€;. (2.9)
Gleichung (2.7) lautet in Indexschreibweise

z; = Xi(Xa,t) t,a=1,23. (2.10)

Hier und im folgenden werden bei Komponenten von Gréflen der Refe-
renzkonfiguration griechische Buchstaben als Index verwendet und bei
Komponenten von Gréflen der Momentankonfiguration kleine lateinische
Buchstaben. Man bezeichnet X, als die materiellen oder die Lagrange-
schen Koordinaten des Teilchens X und z; als die momentanen, rdum-
lichen oder Eulerschen Koordinaten. Es wird auch zwischen einer mate-
riellen oder Lagrangeschen und rdumlichen oder Eulerschen Beschreibung
unterschieden: bei einer Lagrangeschen Beschreibung verwendet man fiir
eine Grole ¢ (Skalar, Vektor oder Tensor) die Position in der Referenz-
konfiguration X und Zeit ¢ als die unabhangigen Variablen:

o = p(X,1). 211)

Sind dagegen der Ortsvektor x und die Zeit £ die unabhéngigen Variablen,

¢ = p(x,t), (2.12)

dann handelt es sich um eine Eulersche Darstellung. Zur Vereinfachung
der Notation wird hier und im folgenden nicht zwischen Funktionen und
Funktionswerten unterschieden. Fiir jede Eulersche Grofle p(x, ¢) 148t sich
eine entsprechende Lagrangesche Groe o(X, t) durch die Variablenwech-
selformel

e(X,t) = p(x(X),t) = p(x,1) (2.13)

definieren. Im folgenden wird sowohl die Lagrangesche als auch Eulersche
Darstellung verwendet und oft zum Wechseln der Beschreibung von (2.13)
Gebrauch gemacht.
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2.3 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung a eines Teilchens X von B
ergeben sich aus der ersten und zweiten materiellen Ableitung von x(X, ¢)
nach der Zeit:

v(X,t) = d"(x £ = (X, 1), (2.14)
a(X, 1) = ‘Z(x £ = (fm (X, 1), (2.15)

Wird die Geschwindigkeit in rdumlichen Koordinaten vorgegeben, dann
gilt fiir die Beschleunigung a die Beziehung

a(x,t) = é:‘)t (x,1) + (gradv(x,t)) - v(x,t). (2.16)

Der Tensor grad v wird mit L bezeichnet und rdumlicher Geschwindig-
keitsgradient genannt, siche Abschnitt 2.9. Hier und im folgenden wird
unterschieden zwischen Grad mit groem Anfangsbuchstaben, wo es nach
X abgeleitet, und grad mit kleinem Anfangsbuchstaben, bei der nach x
abgeleitet wird. Entsprechendes gilt fiir Div und div.

Die Geschwindigkeit und Beschleunigung sind Grofien, die vom Be-
obachter abhingen. Betrachtet man den durch Gleichung (2.2) gegebenen
Beobachterwechsel, folgt daraus, dafl der Beobachter O* die Deformation
(2.7) als

x" (X, 1) = Qt)x(X, ) + c(t) (2.17)
aufnimmt. Er mifit deshalb die Geschwindigkeit
vi(X,t) =Qv+¢é(t) +w x (x* —c) (2.18)

und die Beschleuningung

a*(X,t) =Qa+¢é(t) + w x (x* —c) — ||w|*(x* — ¢) + 2w x Qv,
(2.19)

wobei w den axialen Vektor zu dem antisymmetrischen Tensor 2 = QQ”
bezeichnet, d. h. 2-b=wxb Vb € E, und ||(e)|| die Norm oder Betrag
des Vektors () bezeichnet. Die Beziehungen (2.18) und (2.19) stellen die
Transformationsgleichungen fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung
bei einer Beobachtertransformation dar und verdeutlichen ihre Abhéngig-
keit vom Beobachter.
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2.4 Deformationsgradient

Fiir die Deformation des Korpers B von der Referenzkonfiguration By in
eine beliebige Konfiguration B gilt

i = Xi(Xa,1). (2.20)
Bildet man das Differential dieser Gleichung, folgt daraus die Beziehung

. BI,;

bzw.

dx = FdX (2.22)
in absoluter Notation. Der zweistufige Tensor

F = Gradx(X) = V @ x(X) (2.23)

ist vom materiellen Punkt X und von der Zeit abhingig und wird als
Deformationsgradient beziiglich der Referenzkonfiguration By bezeichnet.
Der Deformationsgradient stellt eine grundlegende kinematische Groéfle
dar, da er den lokalen Deformationszustand in der Umgebung eines Teil-
chens X beschreibt. F' hat beziiglich der orthonormalen Basen E, in By
und e; in B die Darstellung

6:171'

und ist demzufolge ein sogenannter Zweipunkt-Tensor, da er mit dem
einen Bein E, in der Anfangs- und dem anderen Bein e; in der Momen-
tankonfiguration steht. Der Vektor dX (bzw. dx) im Punkt X (x) in der
Referenzkonfiguration By (Momentankonfiguration B) wird ein Lagrange-
sches (Eulersches) Linienelement genannt und Gleichung (2.22) gibt an,
wie unter der Deformation x sich dX in dx transformiert. Fiir die Deter-
minante J des Deformationsgradienten gilt

J =det(F) > 0 (2.25)

wegen der lokalen Undurchdringbarkeit des Materials, d.h. F ist nicht
singulir und die Umkehrabbildung F~! ein Zweipunkt-Tensor, existiert.
Die Umkehrbeziehung zu (2.22) lautet

dX = Fldx. (2.26)
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Man erhilt aus Gleichung (2.17) die Transformationsbeziehung
F* = QF (2.27)

fiir den Deformationsgradienten F bei einem Beobachterwechsel. Der De-
formationsgradient ist deshalb ein objektiver Zweipunkt-Tensor.

Die drei nicht koplanaren Linienelemente dX, dY und dZ spannen
an einem Punkt X in Bj ein infinitesimales Volumenelement mit dem
Volumen

dV = dX - (dY x dZ) = det(dX,dY,dZ) (2.28)

auf. Nach der Deformation gehen die Linienelemente in dx, dy und dz
iiber. Fiir das Volumen des von ihnen aufgespannten Volumenelementes
gilt

dv = det(dx, dy, dz). (2.29)

Mit (2.22), (2.25) und (2.28) folgt aus der letzten Gleichung die Formel
von Euler

dv = JdV. (2.30)

Das von dY und dZ aufgespannte infinitesimale Flachenelement d A geht
nach der Deformation in da iber. Mit (2.30) gilt

dx-da=JdX -dA (2.31)
und mit (2.22) folgt daraus die Formel von Nanson
da=JF TdA, nda=JF TNdA. (2.32)

Der Vektor N bzw. n stellt den nach auflen zeigenden Normalenvektor der
Flache in By bzw. B dar. Der Fliachennormalenvektor ist nicht im Mate-
rial eingebettet und transformiert sich deshalb anders als das materielle
Linienelement.

2.5 Objektivitit

Hier und im folgenden wird der Begriff Objektivitdt im Sinne von Ogden
(1984a, 1984b) verwendet, d.h. ein Zweipunkt-Tensor, der von By nach
B abbildet, ist dann objektiv, wenn er sich genauso wie F bei einem Be-
obachterwechsel transformiert. Ein Zweipunkt-Tensor P, z.B. F~!, der
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von B nach By abbildet, wird dann als objektiv bezeichnet, wenn er sich
wie folgt transformiert

P* = PQ". (2.33)

Ein Lagrangescher Skalar ¢(X, ), Vektor v(X, t) und Tensor zweiter Stufe
T(X,t) werden dann als objektiv bezeichnet, wenn bei einer Beobachter-
transformation (2.2) sich ¢(X,t), v(X,?) und T(X,¢t) wie folgt transfor-
mieren
¢" (X, 1) = ¢(X, 1),
vi(X,t) =v(X,1t), (2.34)
T (X, t) = T(X,1).
Ein Eulerscher Skalar ¢(x,t), Vektor z(x,t) und Tensor zweiter Stufe

G(x,t) sind objektiv, wenn sie sich bei einem Beobachterwechsel wie folgt
transformieren

¢ (x,1) = (x,1),
z'(x,t) = Q(t) xz(x, ), (2.35)
G*(x,t) = Q(t) * G(x, ).
Unter der Annahme oder Bedingung, dafl © und O* die gleiche Referenz-
konfiguration verwenden, ergeben sich die Beziehungen (2.27) und (2.33)

— (2.35) aus der Invarianz von Lingen und Winkeln gegeniiber einer Be-
obachtertransformation, siche Green & Naghdi (1979).

2.6 Polarzerlegung und Spektralzerlegung

Der Deformationsgradient F' kann mit Hilfe des Polarzerlegungssatzes der
linearen Algebra multiplikativ in

F=RU=VR (2.36)

zerlegt werden. Gleichung (2.36), stellt die sogenannte rechte und (2.36),
die linke Polarzerlegung dar. R wird Rotationstensor oder Drehungstensor
genannt und ist ein orthogonaler Tensor:

R'R=RR" =1, det(R)=1, (2.37)

wobei 1 hier den Einheitstensor zweiter Stufe bezeichnet. U und V, da der
Deformationsgradient F' invertierbar ist, sind symmetrische und positiv



38 KAPITEL 2. KINEMATISCHE GRUNDLAGEN

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der rechten Polarzelegung des Deformations-
gradienten

definite Tensoren. U wird der rechte Strecktensor genannt und V der
linke Strecktensor. Aus (2.36) und (2.37) folgt die Verkniipfung

V=R+U, U=RT+V (2.38)

zwischen U und V. Nach der Polarzerlegung setzt sich jede Deformation
entweder aus einer reinen Rotation R mit einer anschlieBenden Streckung
V oder aus einer Streckung U mit einer anschlieBenden Rotation R zu-
sammen, siche Abbildung 2.2. Der rechte Cauchy-Green Tensor C und
linke Cauchy-Green Tensor B werden wie folgt definiert:

C = U’=F"F, (2.39)
B = V?=FF" (2.40)

Aus (2.39) bzw. (2.40) folgt, daB der rechte Cauchy-Green Tensor C bzw.
der linke Cauchy-Green Tensor B symmetrisch ist. Es gilt

B=RxC, C=R"xB. (2.41)

Demnach ergibt sich B aus C durch eine Vorwartsdrehung mit R bzw. C
aus B durch eine Riickwartsdrehung. U und C (V und B) sind objektive
Lagrangesche (Eulersche) Tensoren und R ist ein objektiver Zweipunkt-
Tensor, d. h. es gilt
U'=U, V'=Qx«V, (2.42)
C*'=C, B"'=QxB (2.43)

und

R’ = QR (2.44)
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bei einer Beobachtertransformation. Die lokale Rotation eines deformieren-
den Kérpers wird durch den Rotationstensor R erfafit. Die Strecktensoren
U und V und die Cauchy-Green Tensoren C und B beschreiben die Defor-
mation des Korpers ohne die Starrkérperdeformation und werden deshalb
als Verzerrungsmafle bezeichnet.

Die Spektraldarstellung von U lautet

3
U=> MNA@N4, [INY| =1 (2.45)
A=1

Hier bezeichnen A4 > 0 die Eigenwerte von U und N die entsprechenden
orthonormalen Eigenvektoren. Mit Gleichung (2.38) ergibt sich fiir V die
Spektralform

3
V=Y amtent, |nf=1, (2.46)
A=1

wobei n4 = R « N4 die Vorwirtsdrehung von N* mit R bezeichnet. U
und V haben demzufolge die gleichen Eigenwerte A4. Die Eigenvektoren
von V ergeben sich aus denen von U durch eine Vorwirtsdrehung mit R.
Aus den Spektraldarstellungen fiir U und V folgen fiir F, R, C und B
die folgenden Hauptachsenformen:

3
F =) \n'eN (2.47)
A=1
3
R = ) n*@N* (2.48)
A=1
3
C =Y xaN*®N* und (2.49)
A=1
3
B = Z xan? @ n. (2.50)
A=1

Hier bezeichnen x4 = A4 die Eigenwerte von B und diese ergeben sich
aus dem charakteristischen Polynom

px)=x"—Ix*+ Lx—L=0 (2.51)
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als
(X =1 (1 + 2V 3L cos (o — 2mi) ),
3 o = cos! 213 91, - +2715 (2.52)
2 I7—31,)%
[ i=1,2,3,

wobel I, 5 und I3 die Hauptinvarianten von B bezeichnen.

Fiir den Fall, dafl B mehrfache Eigenwerte hat, sind die Eigenvektoren
nicht mehr eindeutig. In diesem Fall ist es vorteilhaft, Eigenprojektionen
B, zu verwenden, da sie immer eindeutig bestimmt werden kénnen. Mit
Eigenprojektionen lautet die Hauptachsenform fiir B wie folgt

B=> x,B,. (2.53)
o=1

Hier kennzeichnet n die Anzahl ungleicher Eigenwerte. Die Eigenprojek-
tionen B, des linken Cauchy-Green Tensors B sind eindeutig definiert,
symmetrisch und gehorchen zusétzlich den folgenden Beziehungen:

B,B, = 6,,B; (keine Summation), (2.54)
> B, =1, (2.55)
o=1

BUB = XaBg- (256)

Hier bezeichnet 1 den Einheitstensor zweiter Stufe und é,, das Kronecker-
Delta. Mit (2.54) — (2.56) 1afit sich die Sylvesterformel

B —x-1
B, =60ul+ || —— 2.57
H — (2.57)
7";60
herleiten, aus der die Eigenprojektionen dann berechnet werden koénnen.
Fiir n = 1 verschwindet das durch []; . gekennzeichnete Produkt.

2.7 Dehnungstensoren

Ein Verzerrungs- oder Dehnungsmafl muf eine objektive und isotrope Ten-
sorfunktion sein. Desweiteren mufl es eine monoton steigende Funktion
sein, damit jede Lingenzunahme mit einer Zunahme des Verzerrungs-
tensors verkniipft ist. AuBlerdem muf fiir eine Starrkérperbewegung der
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Dehnungstensor (Verzerrungstensor) verschwinden (zur Einheit werden).
Es wird zusétzlich gefordert, daf§ bei kleinen Forménderungen alle Deh-
nungsmafBe in erster Ndherung identisch sein sollen und den infinitesimalen
Dehnungstensor ergeben. Ein allgemeiner Lagrangescher Dehnungstensor
E(™(U) bzw. Eulerscher Dehnungstensor e™ (V) mus$ deshalb nach Hill
(1968, 1978) die folgenden Bedingungen erfiillen:

E™ (1) =eM (1) =0 (2.58)

und

(E(m>) = (e(m>) =L (2.59)
V=1

Die Zahl m ist ganzzdhlig und I bezeichnet den symmetrischen Einheits-
tensor vierter Stufe. (o) kennzeichnet in Gleichung (2.59); den Gradienten
von (e) nach U und in (2.59); den Gradienten nach V. Unter Beriicksich-
tigung der Bedingungen (2.58) und (2.59) lassen sich bezogen auf die
Referenzkonfiguration

U=1

1
~(U™-1), m#0

B (@) =4 m ), m# (2.60)
In U, m=20

und bezogen auf die Momentankonfiguration

1 m
emvy={ mV "1, m#0 (2.61)

InV, m=20

als allgemeine symmetrische, isotrope und objektive Dehnungstensoren
angeben. Im folgenden werden Dehnungsmafle nach (2.60) und (2.61) auch
als Verzerrungsmafle bzw. -tensoren bezeichnet. Mit (2.38) erhilt man die
folgende Verkniipfung zwischen ™ und E™:

e™ =R+EM™, EM =RTxe™, (2.62)

Demnach ist der Lagrangesche Verzerrungstensor E™) eine Riickwirts-
drehung des Eulerschen Verzerrungstensors ™ mit dem Rotationstensor
R und umgekehrt.



42 KAPITEL 2. KINEMATISCHE GRUNDLAGEN

Mit (2.54) — (2.56) kann man fiir €™ und E™ die folgenden Spektral-
darstellungen angeben:

el™ = if(AJ)BU, (2.63)
EM™ = fjf(/\a) C,, (2.64)
Fo) = = (4 ~1). (2.65)

Hier bezeichnen
C—x-1

C,=R"+B, =411+
! HXcr Xr

T#0

(2.66)

die Eigenprojektionen des rechten Cauchy-Green Tensors C. Die Skalie-
rungsfunktion f(A,) ist eine objektive, isotrope und monoton steigende
Funktion von A,, und (2.58) und (2.59) kénnen jetzt als Eigenschaft von
f(XAs) in der Form

f)=F1)-1=0 (2.67)

angegeben werden.

Fir m = 2 erhilt man aus (2.60) bzw. (2.64) den auf By bezogenen
Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor E und fiir m = —2 aus (2.61)
bzw. (2.63) den auf B bezogenen Almansi-Eulerschen Verzerrungstensor
e:

E=_ (U?-1) = f_j 1(,\2 —~1)C (2.68)
2 277 >

o=1

1
(1- = Z (1= (2.69)
o=1

Mit E und e 148t sich die Differenz der Quadrate eines Linienelementes
in der Momentan- und der Referenzkonfiguration wie folgt angeben:

L\Dlr—l

ldx|* — ||dX|* =2dX - E-dX = 2dx - e - dx. | (2.70)
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Durch ein pull-back des Almansi-Eulerschen Verzerrungstensors erhilt
man den Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor bzw. ein push-forward
des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors ergibt den Almansi-Euler-
schen Verzerrungstensor:

E=F"eF, e=F"EF . (2.71)

Man erhalt aus Gleichung (2.71) fiir die materielle Zeitableitung E von E
die Beziehung

E =FTe'F, e'=FTEF! (2.72)

mit

ok =F " [%FTeF] F =é-+eL+ L. (2.73)

Hier bezeichnet I, den raumlichen Geschwindigkeitsgradienten. Der raum-
liche Tensor e* ist objektiv und stellt die konvektive oder sogenannte
Cotter-Rivlin Zeitableitung von e dar, sieche Truesdell & Noll (1965). Die
materielle Zeitableitung E des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors
ist demnach ein pull-back der konvektiven Zeitableitung e’ des Almansi-
Eulerschen Verzerrungstensors bzw. el ist das push-forward von E.

Streng genommen konnen hier keine push- und pull-Operationen durch-
gefithrt werden. Diese Operationen sind nur in einem geometrischen Rah-
men eindeutig definiert, und in diesem Rahmen ist e’ eine fundamentale
geometrische Gréfle, die man als die Lie Ableitung von e bezeichnet, siehe
Guo (1963), Marsden & Hughes (1983) und Stumpf & Hoppe (1997). Die
Zusammenhinge in Gleichung (2.71) wurden hier aus Gleichung (2.70)
hergeleitet. E (e) ist vielmehr in unserem Rahmen nach Ogden (1984a) der
induzierte Lagrangesche (Eulersche) Tensor von e (E). Mit pull-back und
push-forward sollen trotzdem in dieser Arbeit dem allgemeinen Sprachge-
brauch folgend Verkniipfungen zwischen Lagrangeschen und Eulerschen
Groflen in der Form (2.71); bzw. (2.71)3 bezeichnet werden.

W3ihlt man m = 0, d. h. die Skalierungsfunktion als In A, erhélt man
aus (2.64) und (2.63) die referentiellen und raumlichen Henckyschen Deh-
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nungstensoren
1 "1
H = ;lhC= ;alnxaca, (2.74)
1 "1
h = -InB= gglnnga. (2.75)

Die Dehnungmafle H und h stellen eine dreidimensionale oder tensoriel-
le Verallgemeinerung der eindimensionalen natiirlichen Dehnung dar und
besitzen einige Vorziige gegeniiber anderen Verzerrungsmaflen. Zusammen
mit dem Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor E, dem fiir m = 1 nach

Biot benannten Tensor
n

ENU)=U-1=) (A -1)C,, (2.76)
oc=1
spielen die Henckysche Verzerrungstensoren in der Anwendung der nicht-
linearen Elastizitdtstheorie eine zentrale Rolle. In Xiao, Bruhns & Meyers
(1997a) wird eine besondere Eigenschaft von h gezeigt: der rdumliche
Henckysche Dehnungstensor h ist das einzige Verzerrungmaf}, dessen mit-
rotierende Zeitableitung genau die Verzerrungsgeschwindigkeit D ergibt,
siche Abschnitt 2.10 und Anhang A.
Fiir die Verschiebung u eines Teilchens X von By in B gilt

u=x(X,t) - X (2.77)
Der Verschiebungsgradient ergibt sich demzufolge als
Grad(u) = F — 1 (2.78)
und damit folgt aus (2.68) fiir E die Bezichung
1
E = 5 (Grad(u) + (Grad(u))" + (Grad(u))"Grad(u)) . (2.79)

Fiir kleine Verschiebungen kénnen in der letzten Gleichung quadratische
Terme in u vernachlissigt werden. In diesem Fall entfallt auch die Unter-
scheidung zwischen einer Eulerschen and einer Lagrangeschen Beschrei-
bung, und es gilt Grad(e) = grad(e), da F ungefihr gleich dem Einheits-
tensor ist. Man kann in diesem Fall

1
Er~ e=; (Vx®u+(Vx®u)') (2.80)

schreiben. Hier bezeichnet € den aus der linearen Elastizitatstheorie be-
kannten infinitesimalen Verzerrungstensor.
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2.8 Zerlegung der finiten Deformation

Bei Deformationsprozessen mit elastischen und plastischen Form&nderun-
gen sind die elastischen und die plastischen Anteile der Deformation fest-
zulegen. Bei kleinen Verzerrungen verwendet man eine additive Zerlegung
des infinitesimalen Verzerrungstensors € in einen elastischen Anteil €® und
einen plastischen Anteil €®:

€= €+ €. (2.81)

Fiir groBe elastoplastische Forménderungen spaltet man dafiir nach Kroe-
ner (1960) und Lee (1969) den Deformationsgradienten multiplikativ in
einen elastischen Anteil F* und einen plastischen und isochoren Anteil F?

auf?:

F = F°F", (2.82)

det(F?) =1, J = det(F*). (2.83)

Eine mégliche Motivation fiir diese Zerlegung bieten die Modelle der Kris-
tallplastizitdt. Aus einer mikromechanischen Betrachtungsweise stellt F?
eine interne Zustandsvariable dar, die den Verfestigungszustand des Ma-
terials beschreibt. Von einem phinomenologischen Standpunkt definiert
F~° eine lokale, spannungsfreie, elastisch-entlastete Zwischenkonfigura-
tion, siehe Simo (1992). Man beachte, daf§ die multiplikative Zerlegung
(2.82) nur bis auf eine beliebige Rotation der Zwischenkonfiguration ein-
deutig ist, d. h. fiir Q € SO gilt auch

F = F°F* = F°F", (2.84)

fe=FQ, F®=QTF " (2.85)

Die durch (F°¢)~! definierte lokale elastisch-entlastete Zwischenkonfigu-
ration ist auch spannungsfrei, da sie sich aus der durch F° definierten
Zwischenkonfiguration durch die Starrkérperrotation Q" ergibt.

2Eine weitere mogliche Zerlegung der finiten Deformation im Rahmen der Elastoplastizitst ist die
von Green & Naghdi (1965) eingefiihrte additive Aufspaltung E = E°® + EP des Green-Lagrangeschen
Verzerrungstensors.
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der multiplikativen Zerlegung des Deforma-
tionsgradienten F in F* und F'

Da hier elastoplastisches Materialverhalten mit Schidigung betrachtet
werden soll, wird als Teil des konstitutiven Gesetzes eine Zerlegung des
Deformationsgradienten wie folgt vorgenommen

F = F°F'. (2.86)

F* bezeichnet den rein elastischen Anteil von F und F' den inelastischen
Anteil aufgrund entweder rein plastischer Formadnderung oder plastischer
Forminderung und Schéidigung. Die durch die Zerlegung (2.86) eingefiihr-
te Zwischenkonfiguration B soll also sowohl plastisch deformiert als auch
geschidigt sein, siehe Abbildung 2.3. F° stellt eine Abbildung von der Zwi-
schenkonfiguration B in die Momentankonfiguration B dar und F' bildet
ein Linienelement von der Referenzkonfiguration By in die Zwischenkonfi-
guration B ab. Da im folgenden die fiktive ungeschidigte Zwischenkonfigu-
ration nicht explizit verwendet wird, ist es hier nicht von Bedeutung, wie
sich F' aus F?, dem rein plastischen Anteil und F¢, dem Schidigungsanteil,
zusammensetzt. Man beachte, daf die Determinante von F' ungleich Eins
ist, da Schidigungsdeformationen mit einer Volumeninderung verbunden
sind.
Eine Anwendung der Polarzerlegung auf F® und F' ergibt

F° = V'R°=R°U", (2.87)
F' = VR =RU, (2.88)

wobei U® bzw. U' und V*® bzw. V' den rechten elastischen bzw. inelas-
tischen und linken Strecktensor bezeichnen. R° bzw. R' bezeichnet den
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elastischen bzw. inelastischen Rotationstensor®.

Hier wird nach Xiao, Bruhns & Meyers (2000a) die multiplikative Zer-
legung (2.86) zusammen mit einer additiven Zerlegung der Verzerrungsge-
schwindigkeit D verwendet. Mit dieser Kombination und einer geeigneten
elastischen Beziehung fiir den linken elastischen Strecktensor V*® kénnen
F° und F' und alle mit ihnen zusammenhéingenden kinematischen Gréfien
konsistent und eindeutig bestimmt werden, siehe Anhang B. Der von Xiao,
Bruhns & Meyers (2000a) vorgeschlagene Rahmen fiir finite Elastoplasti-
zitdt wird hier als Basis verwendet. Fiir die multiplikative Zerlegung (2.86)
kann deshalb auch die Objektivitdt im allgemeinen Sinne (Casey & Nagh-
di 1981) erfiillt werden, d. h. F* und F' transformieren sich

Fe* = QFeQT, Fi* — QF] (289)

bei einer Beobachtertransformation. Hier stellt der Rotationstensor Q €
S03 den Unterschied in dem Bezugssystem (O* zwischen der Zwischen-
konfiguration B* und der Referenzkonfiguration Bg zum Zeitpunkt ¢ = 0
dar, siche Anhang B.

2.9 Geschwindigkeitsgradient

Der rdumliche Gradient des Geschwindigkeitsvektors v ergibt einen Euler-
schen Tensor 2. Stufe L, der als raumlicher Geschwindigkeitsgradient be-
zeichnet wird, und die Rate der lokalen Deformation und Rotation angibt:

L= g% (2.90)
oder

Lij= g;)] (2.91)
in Komponentenschreibweise. Aus Gleichung (2.23) folgt

F=LF, L=FF (2.92)
und mit Gleichung (2.22) erhilt man

dx = Ldx, (2.93)

3Definiert man einen gesamten Rotationstensor als R = R°R' und einen zurlickgedrehten elastischen
Strecktensor als U® = R’T « U®, kann man die folgende Zerlegung fiir F angeben: F = R U®U". Diese
Zerlegung ist eindeutig und wurde von Schieck & Stumpf (1993, 1995) vorgeschlagen.
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wobei hier F die materielle Zeitableitung von F bezeichnet. Der Geschwin-
digkeitsgradient L 148t sich eindeutig additiv in einen symmetrischen Ten-
sor D und einen antisymmetrischen Tensor W zerlegen:

L=D+W (2.94)
mit
1 T 1 T

Der symmetrische Anteil D wird als Streckgeschwindigkeitstensor, Tensor
der Verzerrungsgeschwindigkeit oder einfach Verzerrungsgeschwindigkeit
bezeichnet. Er gibt die Anderungsgeschwindigkeit von Langen und Win-
keln materieller Linienelemente an. Der Drehgeschwindigkeitstensor W,
der auch Spintensor oder einfach Spin genannt wird, gibt die Drehge-
schwindigkeit materieller Linienelemente an.

Bei Stoffgesetzen, die in Raten- oder Inkrementalform formuliert wer-
den, wird D als ein MaS8 fiir die Deformationsrate verwendet und spielt da-
mit eine entscheidende Rolle. Generell gibt es aber weder einen Eulerschen
noch einen Lagrangeschen Verzerrungstensor, dessen materielle Zeitab-
leitung genau den Streckgeschwindigkeitstensor ergibt. Oder anders aus-
gedriickt, das Integral der Verzerrungsgeschwindigkeit iiber die Zeit er-
gibt nur in speziellen Fillen ein bekanntes Verzerrungsmaf, siehe Ogden
(1984a, Seite 123). Die Verzerrungsgeschwindigkeit galt deshalb nicht als
eine Verzerrungsrate. Es wird im néichsten Abschnitt gezeigt, dafl die mit
dem logarithmischen Spin 2“* gebildete mitrotierende Zeitableitung des
raumlichen Henckyschen Dehnungstensors h genau D ergibt. Verwendet
man deshalb h als Verzerrungsmafl und die logarithmische Rate als ob-
jektive Zeitableitung, kann D als eine Verzerrungsrate betrachtet werden.

Mit Hilfe der Gleichungen (2.92) und (2.95) erhalt man die folgende Be-
ziehung zwischen der Rate des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors
und der Verzerrungsgeschwindigkeit:

E = F'DF. (2.96)
Mit (2.96) folgt aus Gleichung (2.72) die Beziehung
D =e* =é+eL + L, (2.97)

d. h. die konvektive oder Cotter-Rivlin Zeitableitung e* des Almansi-Euler-
schen Verzerrungstensors e ergibt die Verzerrungsgeschwindigkeit D.
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Bei einem Beobachterwechsel (2.2) transformieren sich L, D und W
wie folgt

L* = Q+L+QQ", (2.98)
D* = Q«xD, (2.99)
W' = Q«W +QQ~ (2.100)

Die Gleichung (2.98) folgt direkt aus (2.18). L und W sind demzufolge
nicht objektiv, und D ist objektiv.

Man erreicht durch die Zerlegung (2.86) von F eine (lokale) Aufteilung
der gesamten Deformation in elastische und inelastische Anteile. Damit
folgen fiir F und L die folgenden Beziehungen:

F = F°F 4 FF (2.101)

L = L°+FLF™ (2.102)
mit

L*=FF™, L=FF" (2.103)

Der Tensor L® bezieht sich auf die Momentankonfiguration und L' be-
zieht sich auf die Zwischenkonfiguration. Aus den Gleichungen (2.102) und
(2.95) erhalt man fiir die Verzerrungsgeschwindigkeit D und den Spinten-
sor W die Beziehungen

D =D°+ FDYFT, W =We°4+FWF" (2.104)
mit

LFF~T+ F°F~"L7),  (2.105)

1 =1
ez_Le eT DE]=_
D* = S(L*+ L), ~(

und

1 = 1 . ,
We —_ _2_(Le _ LET), We1 — §(LlF—eF_eT _ F—eF—eTLlT)' (2106)

Man beachte, dafl Gleichung {2.104). eine additive Aufteilung der Ver-
zerrungsgeschwindigkeit impliziert, und daf3 (2.104) auch eine natiirliche
und direkte Verkniipfung zwischen einer additiven Aufteilung von D und
der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten (2.86) darstellt.
Der Anteil D® hangt nur von dem elastischen Deformationsgradienten F*
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ab und bezeichnet demzufolge den rein elastischen Anteil der Verzerrungs-
geschwindigkeit.

D = F°D°F" (2.107)

hingt von F° und F' ab und stellt den elastisch-inelastischen Anteil der
Verzerrungsgeschwindigkeit dar. D® ist in der Momentankonfiguration de-
finiert und D® in der Zwischenkonfiguration. Die letzte Beziehung stellt
also die push-forward-Operation von D¢ in die Momentankonfiguration
dar.

2.10 Log-Spin und Log-Rate

Eine allgemeine Beobachtertransformation wird durch die Gleichung (2.2)
gegeben. Dadurch ergibt sich fiir die Deformation x(X,t) die Transfor-
mation

x (X, t") = Q(t) x(X,t) + c(t), t*'=t—a, (2.108)

wobei Q € SOj einen Drehtensor bezeichnet, ¢(t) einen zeitabhingigen
Vektor, und a € R eine Konstante. Der Einfachheit halber wird hier von
a = 0 bzw. t* = t ausgegangen. Aus einem objektiven, symmetrischen,
Eulerschen Tensor zweiter Stufe G wird durch den Beobachter- oder Be-
zugssystemwechsel der Tensor

G'=QxG =QGQ". (2.109)

Hier wird mit 2 der zeitabhingige Spintensor, d. h. der antisymmetrische
Eulersche Tensor zweiter Stufe bezeichnet, der wie folgt definiert ist

2*'=Q'Q=-Q"Q. (2.110)

Der Beobachter bzw. das Bezugssystem (O* kann entweder durch den ei-
gentlich orthogonalen Drehtensor Q festgelegt werden oder durch den Spin
Q" und eine vorgegebene konstante Anfangsrotation. Die letztere Méglich-
keit wird hier verwendet. Fiir die materielle Zeitableitung von G* gilt nun

-k

G" = QGQ™+QGQ™+ QGQ’
- QxG, (2.111)
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wobei der symmetrische Tensor zweiter Stufe

a d .

G'=Q % [d—tQ*G] =G+ GO - Q'G, (2.112)

die durch den Spintensor ©* definierte mitrotierende Zeitableitung des
Eulerschen Tensors G bezeichnet. Sie stellt die materielle Zeitableitung
des Eulerschen Tensors G in dem mit dem Spin 2* rotierenden Bezugs-
system O* dar.

Fir ein in Ratenform formuliertes Stoffgesetz muf} die verwendete Zeit-
ableitung objektiv sein, damit eine iiberlagerte Starrkorperrotation keinen
Einflu} auf das Materialverhalten hat (Prinzip der materiellen Objekti-
vitat oder Bezugsindifferrenz, siehe Truesdell & Noll (1965)). Es gibt ei-
ne unendliche Anzahl von mitrotierenden Zeitableitungen, aber nicht alle
sind objektiv. Die Objektivitdt einer mitrotierenden Zeitableitung hangt
von dem definierenden Spintensor ab. Damit eine mitrotierende Zeitab-
leitung objektiv ist, muf} ihr Spintensor mit der Rotation und Deformation
des betrachteten Korpers eng verbunden sein.

Der Deformationsgradient F und der rdumliche Geschwindigkeitsgradi-
ent L beschreiben den lokalen Deformationszustand und die lokale Defor-
mationsgeschwindigkeit. Es erscheint deshalb sinnvoll fiir die Bestimmung
von " von der allgemeinen Form

O = Q*(F,L) (2.113)

auszugehen, wobei 2*(F,L) eine antisymmetrische tensorielle Funktion
von F und L bezeichnet. Fiir eine sinnvolle objektive Zeitableitung muf}
der Spintensor (2.113) bestimmte Bedingungen erfiillen (Xiao, Bruhns &
Meyers 1998c, Section 3). Diese Bedingungen ermdglichen bzw. erleichtern
die Bestimmung von konkreten Spintensoren aus (2.113). Unter Beachtung
dieser Bedingungen leiten Xiao, Bruhns & Meyers (1998c) die folgende
allgemeine Beziehung fiir 2* ab:

. ~, (X
Q=W+ ; h (x) B,DB,, (2.114)
h(z™') = —h(z) (Vz>0). (2.115)

Die Funktion » wird Spinfunktion genannt. Hier und im folgenden be-
deutet die Notation ZZ# die Summe fir ¢,7 = 1,--- ,nund 0 # 7T
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und es wird angenommen, daf} fiir n = 1 diese Summe verschwindet. x,
bezeichnen die Eigenwerte von B, B, die entsprechenden orthonormalen
Eigenprojektionen, n kennzeichnet die Anzahl ungleicher Eigenwerte.

Weit verbreitete objektive Zeitableitungen nach (2.113) bzw. (2.114)
sind z. B. die nach Zaremba und Jaumann benannte Zeitableitung

[a]

G’'=G+GW - WG (2.116)
fiir

Q=W (2.117)
und die Green-Naghdi-Rate

(O}R =R« [ditRT * G] =G + GQ* - O*G (2.118)
fiir

Q= Q% =RR". (2.119)

Die Zaremba-Jaumann-Rate (2.116) hat sich aufgrund der Oszillation der
Spannung beim ebenen Scherversuch — siehe z. B. Lehmann (1972), Die-
nes (1979) und Dafalias (1983) - als ungeeignet zur Formulierung von
Stoffgesetzen erwiesen. Die Green-Naghdi-Rate (2.118), die hier stellver-
tretend fiir eine Vielzahl anderer Zeitableitungen steht, hat beim Scher-
versuch dieses Problem nicht. Wie aber von Simo & Pister (1984) gezeigt
wurde, ist weder fiir die Zaremba-Jaumann-Rate noch die Green-Naghdi-
Rate das entsprechende Ratenmodell fir elastisches Materialverhalten im
allgemeinen exakt integrierbar. Dies ist inkonsistent mit der Idee der Ela-
stizitdt, insbesondere der Hyperelastizitit. Aufbauend auf dieses Ergebnis
wird deshalb in Bruhns, Xiao & Meyers (1999a) der Begriff der Selbst-
konsistenz eines elastoplastischen Modells eingefiihrt: ein elastoplastisches
Stoffgesetz ist dann als selbstkonsistent zu bezeichnen, wenn fiir D = D*®
die Ratenformulierung fir elastisches Materialverhalten exakt integrier-
bar 1st und eine elastische, insbesondere hyperelastische, Beziehung lie-
fert. Die Green-Naghdi-Rate, genauso wie die Zaremba-Jaumann-Rate,
ist nicht selbstkonsistent und gilt deshalb als ungeeignet zur Formulie-
rung von Stoffgesetzen.

Bei Stoffgesetzen, die in Raten- oder Inkrementalform formuliert wer-
den, wird D als ein Ma8 fiir die Deformationsrate verwendet und spielt
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damit eine entscheidende Rolle. Bisher gab es generell, abgesehen von
einigen Sonderfallen, keinen Eulerschen oder Lagrangeschen Verzerrungs-
tensor, dessen materielle oder mitrotierende Zeitableitung genau die Ver-
zerrungsgeschwindigkeit D ergibt. In einer Reihe von Arbeiten sind Xiao,
Bruhns & Meyers (1997a, 1997b, 1998d) deshalb den folgenden Fragen
nachgegangen:

1. Gibt es einen Eulerschen Verzerrungstensor e, dessen mitrotierende
Zeitableitung e genau D ergibt? D.h. fiir welchen Tensor e gilt

e=é+e — Qe=D, und (2.120)

2. welchen Spintensor £2 mufl man zur Erzielung dieses Ergebnisses ver-
wenden?

Mit Hilfe von Eigenprojektionen stellt sich heraus, daf§ die Gleichung
(2.120) nur fiir den Spintensor £2* und den raumlichen Henckyschen Ver-
zerrungstensor h erfiillt wird, d. h. fiir

Log _ ~ 1+ (xo/xr) 2
W (F0lS ey B0 @

gilt
h = h + hQ*s — Q¢h = D. (2.122)

Xiao, Bruhns & Meyers (1997a, 1997b) zeigen, dafl h der einzige Verzer-
rungstensor ist, der diese Eigenschaft aufweist. Im Anhang A wird die
Herleitung dieser Ergebnisse in einer verkiirzten Form der Vollstandigkeit
halber wiedergegeben und die basisfreie Darstellung fiir den Spintensor

Qe = W + N™* (2.123)

angegeben, siehe Gleichungen (A.49) und (A.50). Der Spintensor 2" wird
logarithmischer Spin (Log-Spin) genannt, die mit dem logarithmischen
Spin gebildete Zeitableitung

GY8 = G + GOYs — PG (2.124)

einer Eulerschen Grole G logarithmische Rate (Log-Rate). Der eigentlich
orthogonale Drehtensor R, der durch die lineare tensorielle Differential-
gleichung

RU¢ = —RMJsQe RM8|,_ =1 (2.125)
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festgelegt wird, wird als logarithmische Rotation bzw. Log-Rotation be-
zeichnet. Die Log-Rate ist im Sinne von Bruhns, Xiao & Meyers (1999a)
selbstkonsistent und wird deshalb in dieser Arbeit fiir die Formulierung
von Stoffgesetzen verwendet werden.

Zwischen der Log-Rate und Green-Naghdi-Rate besteht der folgende
Zusammenhang

GUs = G* + GO — QIRG, (2.126)

wobei Q'F hier die Differenz aus dem Log-Spin und dem Polar-Spin Q%
bezeichnet:

— W+ Z ( VXo/ XT) B,DB,, (2.127)

XU/XT

- Z (1 - iaf;) * ln(x2/x )) BoDB- -

Man beachte, da8 fiir moderate Verzerrungen der Log-Spin und der Polar-
Spin bzw. die Log-Rotation und der Rotationstensor naherungsweise iden-
tisch sind.

Fiir einen beliebigen Eulerschen Tensor zweiter Stufe G gelten die fol-
genden Beziehungen:

R™ x G = R™¢ x G*¢, (2.129)

G = (R™)T & / R 5 Gl s, (2.130)

Gleichung (2.129) entspricht der Beziehung (2.111), die hier noch einmal
explizit fiir die Lograte angegeben wird, da sie im folgenden mehrfach
verwendet wird. Eine Zeitintegration von (2.129) mit einer anschlieflen-
den links und rechts Multiplikation mit (R"®)T und R'*® ergibt dann
Gleichung (2.130). Die Gleichung (2.130) 148t auch die folgende Interpre-

tation zu: die (Fulersche) Grofe G™*¢ wird in die Lagrangesche Konfigu-
ration zuriickgedreht; dort wird das Integral gebildet und das Ergebnis
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dann anschlieBend wieder nach vorne in die Fulersche Konfiguration ge-
dreht. Sie stellt demzufolge die Formel oder das Rezept fiir die sogenannte
mitrotierende Integration (corotational integration) dar (Khan & Huang
1995).



Kapitel 3

Bilanzgleichungen,
Spannungstensoren und konjugierte
Spannungsanalyse

3.1 Einleitung

Fiir die thermodynamischen Betrachtungen in Kapitel 4 werden die Bi-
lanzgleichungen fiir die Masse, den Impuls und Drehimpuls und die mecha-
nische Energie benotigt. Diese Gleichungen werden hier in Lagrangescher
und Eulerscher Form zusammengestellt. Die hier verwendete Darstellung
und Notation lehnt sich an die Monographien von Chadwick (1976), Og-
den (1984a) und Simo & Hughes (1998) an.

Desweiteren sollen die fiir die spateren Betrachtungen benétigten Span-
nungstensoren und -raten eingefithrt werden. Der Zusammenhang zwi-
schen der Lie Ableitung und der logarithmischen Rate des Kirchhoffschen
Spannungstensors wird bereitgestellt. Die schwache Form des Impulssatzes
und die Ratenform der schwachen Form des Impulsatzes — beide Ausgangs-
punkte fiir die numerische Implementation — werden auflerdem angegeben.

Auf die Zuordnung von Lagrangeschen Spannungs- und Dehnungsten-
soren nach Hill (1968, 1978) wird eingegangen. Die natiirliche Erweiterung
dieser Zuordnung auf Eulersche Spannungs- und Verzerrungstensoren wird
ebenfalls behandelt. Die basisfreien Formeln zur Berechnung der konju-
gierten Spannungen zu den referentiellen und rdumlichen Henckyschen
Dehnungstensoren werden angegeben. Fiir weiterfithrende Betrachtungen
diesbeziiglich wird hier auf Xiao, Bruhns & Meyers (1998b) und die dort
zitierten Arbeiten verwiesen.

o6
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3.2 Massenbilanz

Fiir jeden Korper B existiert eine stetige Funktion m, die Masse des
Korpers, fiir die m(B) > 0 gilt, so daf ein Skalarfeld, die Dichte, p =
p(x,t) in B bzw. pg = po(X,t) in By existiert, und fiir die Masse

mz/pdvz/podv (3.1)
B By

gilt. Die Masse stellt eine vom Beobachter und von der Zeit unabhingi-
ge Grofe dar. Sie ist sowohl gegeniiber Anderung der Referenzkonfigu-
ration als auch des Beobachters oder Bezugssystems invariant. Folglich
verschwindet ihre materielle Zeitableitung:

m(B) = 0. (3.2)
Unter Beriicksichtigung der Beziehung

J = Jdiv(v) = Jtr [D] (3.3)
fiir die materielle Zeitableitung von J und

div(pv) = grad(p) - v + pdiv(v), (3.4)

L

wobei v den Geschwindigkeitsvektor bezeichnet, folgt aus (3.2) die Bezie-
hung

/ [p+ pdiv(v)] dv =0 (3.5)
B

oder in lokaler Form die Kontinuitatsgleichung

%@—’ +div(pv) = 0. (3.6)

3.3 Impulsbilanz

In B wird der Impuls des Kérpers B definitionsgemafl durch

/ ov dv (3.7)

B
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gegeben. Die Summe aller an den Korper angreifenden dufleren Krafte
setzt sich zusammen aus den Volumenkraften und den Oberflachenkraften:

fpbdv-i—/tda, (3.8)

B 0B

wobei b = b(x,t) die Massenkraftdichte bezeichnet und t = t(x, 88,1)
den Spannungsvektor. Hier und im folgenden werden mit 8B und 9B, der
Rand von B bzw. By bezeichnet.

Nach dem Impulssatz muB die Anderung des Impulses des Korpers B
gleich der Summe aller an den Kérper angreifenden duleren Kréfte sein:

4 pvdv=/pbdv+/tda. (3.9)

dt
B B oB

Gleichung (3.9) ist die Impulsbilanzgleichung und stellt die Verallgemei-
nerung des 2. Grundgesetzes der Mechanik auf deformierbare Koérper dar.

3.4 Drehimpulsbilanz

Nach dem Drehimpulssatz muf die Anderung des Drehimpulses des Kor-
pers B beziiglich eines raumfesten Punktes x4 gleich dem resultierenden
Moment aller an den Korper angreifenden Volumen- und Oberflichen-
kraften sein.

Der auf einen beliebigen Punkt x3 des Euklidischen Raumes bezogene
Drehimpuls oder Drall des Korpers wird wie folgt definiert:

/p(x — Xg) X vdv. - (3.10)

B

Hier werden flichenhaft und volumenhaft angreifende Momente vernach-
lassigt, d.h. die Betrachtungen beschranken sich auf nicht polare Me-
dien. Es gilt fiir das auf den Punkt x bezogene resultierende Moment der
Volumen- und Oberflichenkrifte die Beziehung

/p(x—xo) X bdv+/(x~xo) X t da. (3.11)

B 0B
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Die Drehimpulsbilanzgleichung lautet damit wie folgt

d
pr p(x——xo)xvdv=/p(x—x0)xbdv+/(x—x0)xtda.

B B aB
(3.12)

3.5 Bewegungsgleichungen

Nach dem Fundamentalpostulat von Cauchy hingt der Spannungsvektor

t an einem Punkt x einer Flache nur von dem Normalenvektor n zu der
Flache ab:

t = t(x,n,t). (3.13)

Fiir t stetig in x ist die Abhdngigkeit linear (Fundamentalsatz von Cauchy)
und lautet

t = o(x,1)n, (3.14)

wobei die lineare Transformation o, ein objektiver Eulerscher Tensor
zweiter Stufe, den Cauchyschen Spannungstensor bezeichnet. Mit (3.14)
nimmt (3.9) die Form

d

7 pvdvz/pbdv—{—/o'nda (3.15)

B B B

an. Seien p,v,b und o stetig und o stetig differenzierbar, ergibt eine
Anwendung des Gaufischen Divergenztheorems die Beziehung

d
f [pav — pb — diva'T] dv=0 (3.16)
B
oder in lokaler Form die erste Cauchysche Bewegungsgleichung
d
dive™ + pb = p —v, (3.17)
dt
bzw.
d0ij :
Tij —I—pbf; = pU; (318)

8:1;]-
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in Indexnotation, wobei hier fiir den Cauchyschen Spannungstensor der
zweite Index die Schnittrichtung angibt und der erste Index die Span-
nungskomponenten. Mit (3.17) folgt aus (3.12) die Beziehung

/(x ~Xg) x dive" dv = /(x —Xg) X onda. (3.19)
B oB

Diese Gleichung kann auch in der folgenden Form angegeben werden:

/{(x — Xg) ® [dive™] — [dive™] ® (x — xq) } dv
B

= [{(x — Xg) ® [on] — [on] ® (x — xg)} da.
o8B

(3.20)

Wendet man das Gaufische Divergenztheorem auf der rechten Seite dieser
Gleichung an und beriicksichtigt die Beziehung

divle’ ® (x — xp)] = [dive"] ® (x — x¢) + o, (3.21)
erhilt man die Beziehung
/[a‘ ~o|dv=0 (3.22)

B

oder in lokaler Form die zweite Cauchysche Bewegungsgleichung
o =0, Oij = 04 (3.23)

Fiir nicht polare Medien ist der Cauchysche Spannungstensor demnach
symmmetrisch.

3.6 Spannungstensoren

Der Cauchysche Spannungstensor o ist in der Momentankonfiguration
B definiert und hingt von der Position x des Teilchens X und der Zeit
t ab. o ist eine Fulersche Grofle und ist demzufolge fiir eine Eulersche
Beschreibung der Deformation vorgesehen. Fiir eine Lagrangesche und
gemischte Beschreibung werden andere Spannungsmafle benotigt, die im
folgenden eingefiihrt werden sollen.
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Fiir die Summe der Oberflichenkrafte auf dem Rand 8B in der Mo-
mentankonfiguration B gilt

f o(x, 0B)nda. (3.24)
dB

Dieses Integral iiber B in B kann mit der Formel von Nanson (2.32) auf
ein Integral itber einen entsprechenden Rand 9B, in By zuriicktransfor-
miert werden:

/ JoF TN dA = / TN dA, (3.25)
dBg dBp

mit
T=JoF T, (3.26)

wobei hier N den nach auflen zeigenden Normalenvektor zu 0By darstellt.
Den Tensor T bezeichnet man als den 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungs-
tensor. Die Transponierte P von T wird als nomineller Spannungstensor
bezeichnet und stellt die dreidimensionale Verallgemeinerung der eindi-
mensionalen nominellen Spannung dar:

P=JF'o, P,=JFlom, (3.27)

wobei hier die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors o beriick-
sichtigt wurde. Der nominelle Spannungstensor P und der 1. Piola-Kirch-
hoffsche Spannungstensor T sind Zweipunkt-Tensoren und besitzen beziig-
lich orthonormalen Basen E, in By und €; in B die Darstellungen

P=F,E,.®e;, T=T,e QE,. (328)

Zur Einfiilhrung eines nur auf die Referenzkonfiguration bezogenen Span-
nungstensors wird die Oberflichenkraft

dl = tda = oda = TdA (3.29)

auf ein Oberflichenelement da in B betrachtet. Durch Links-Multiplikation
von (3.29) mit F~! wird eine fiktive Lagrangesche Kraft dL in By ein-
gefiihrt:

dL = F!dl = F'P"dA = SdA, (3.30)
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mit
S=JF l'eF T=F'T. (3.31)

Der symmetrische, zweistufige und objektive Lagrangesche Tensor S wird
2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor genannt.

Der Kirchhoffsche oder gewichtete Cauchysche Spannungstensor — be-
vorzugte Bezeichnung von Lehmann (1991) — wird wie folgt definiert

T=Jo. (3.32)

Der Kirchhoffsche Spannungstensor T ist, genauso wie o, symmetrisch,
objektiv und in B definiert. Der Zusammenhang zwischen S und 7 lautet

S=F1'7F " 7=FSF. (3.33)

Der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor S bzw. der Kirchhoffsche (ge-
wichtete Cauchysche) Spannungstensor 7 ist demzufolge ein pull-back
bzw. push-forward von 7 bzw. S.

Ganz analog und entweder mit Hilfe der Polarzerlegung oder multipli-
kativen Zerlegung des Deformationsgradienten lassen sich weitere Span-
nungstensoren einfithren, siehe z. B. Hoppe (1996, Tabelle 1.6). Hier sei
nur noch der zuriickgedrehte Kirchhoffsche Spannungstensor

F=RUxr (3.34)

angegeben. Spannungsmafle kénnen auch iiber die Zuordnung von Span-
nungs- und Dehnungstensoren definiert werden. Siehe dazu den Abschnitt
3.10 iiber konjugierte Spannungsanalyse und die Einfithrung der arbeits-
konjugierten Spannungstensoren zu den Henckyschen Dehnungstensoren.

3.6.1 Lagrangesche Form der Feldgleichungen

Mit Hilfe des nominellen Spannungstensors P kann jetzt die Bilanzglei-
chung fiir den Impuls (3.9) auch als Integralausdruck iiber By und 88 der
Referenzkonfiguration angegeben werden:

/pobodV-}- /‘PTNdVZ/pgidV, (335)
Bg aBg BO
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wobei by = b(x(X),t) gilt. Eine Anwendung des Divergenztheorems er-
gibt die erste Cauchysche Bewegungsgleichung in der Lagrangeschen Dar-
stellung

DivP + pobo = pox

0Py © b = ok (3.36)
BXa Polo; = POXi-

Aus (3.27) folgen unter Beachtung der Symmetrie von & die folgenden
Lagrangeschen Formen der zweiten Cauchyschen Bewegungsgleichung:

FP = P'F', PF T=F"'P", (3.37)

Die Erhaltung der Masse in der Form
po=Jp (3.38)

vervollstdndigt die Feldgleichungen in der Lagrangeschen Darstellung.

3.6.2 Spannungsraten

Fiir die materielle Zeitableitung & des Cauchyschen Spannungtensors o
gilt

o= aa—‘:- + v . grado. (3.39)
Da o eine objektive Eulersche Grofe ist, gilt

o' (x,t) = Q) xo (3.40)
bei einer Beobachtertransformation. Aus (3.39) und (3.40) folgt

¢* = Q)& + [QE)Q"(®)]o” — o' [Q()Q"(2)]. (3.41)

Die materielle Zeitableitung o des Cauchyschen Spannungstensors o ist
also nicht objektiv. Zur inkrementellen Formulierumg von Stoffgesetzen
werden objektive Zeitableitungen benttigt. Hier seien als Beispiele von
mitrotierenden objektiven Zeitableitungen die Zaremba-Jaumann Rate
7?, die Green-Naghdi Rate 7% und die Lograte 7 des Kirchhoffschen
Spannungstensors T genannt:

= 74+ TW-Wr, (3.42)
1?'R = T “+ TQR — QRT, (343)
T8 = 4 QY — QLo (3.44)
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Hier und im folgenden bezeichnet L den rdumlichen Geschwindigkeitsgra-
dienten, D die Verzerrungsgeschwindigkeit, W den Drehgeschwindigkeits-
tensor, 2" den Polar-Spin und £ den Log-Spin.

Unter Beriicksichtigung der Beziehung

d (i 1 d -1

—_ = -F 1= 4

= (F')=-F g7 (F)F (3.45)
erhilt man aus (3.33), fiir S die Beziehung

S=F7'F", 7'=FSF", (3.46)

mit

i =F [%F—ITF_T} F'=+-7L" - Lt.
Der raumliche Tensor 7V ist objektiv und wird als konvektive oder Ol-
droydsche Zeitableitung von 7 bezeichnet, siehe Truesdell & Toupin (1960).
Eigentlich aber ist 7% die Lie Ableitung des Kirchhoffschen Spannungs-
tensors 7. 7' tritt ganz natiirlich in der Ratenform der schwachen Form
der Momentenbilanzgleichungen auf. Im folgenden soll deshalb der Zu-
sammenhang zwischen der Lie Ableitung und Lograte von T hergeleitet
werden.

Mit (2.94) und (3.42) kann die folgende Beziehung zwischen 7~ und 7
angegeben werden:

' = +—7L"~ Lt
= 7—-7(W+D)" - (W+D)r
= 7' — 7D - Dr. (3.47)

Mit (A.49) folgt die folgende Beziehung zwischen 7% und 7

Q

it = 77 4 FINLe - N (3.48)
wobei N™¢ durch Gleichung (A.50) vorgegeben wird. Damit und mit Hilfe

von (3.47) 148t sich dann der folgende Zusammenhang zwischen 7" und
71°¢ angeben:
Tl = 7% TN N“r — 7D - Dr
= 7 _7B:D)+ (B:D)r - 7D -Dr
= 71 G:D (3.49)
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mit
Gijri = Xijrr — duxTji — OjuTar- (3.50)

Der Tensor vierter Stufe X ist symmetrisch (sieche Anhang C) und wird
aus

X’L]kl = ZTleTJ Br]kl'rrz (351)

berechnet. Der Tensor Bz ist Null fiir den Fall, da83 alle Eigenwerte des
linken Cauchy-Green Tensors B gleich sind, d. h. fiir y1 = x2 = x3 bzw.
n =1 gilt

Byju = 0. (3-52)

Fiir zwei verschiedene Eigenwerte, d. h. x1 # x2 = x3 bzw. n = 2 gilt

Bijx = v(Bikdj — i Bji), (3.53)
mit
1 1+ x1/x2 2 )
- 4 ) 3.94
X1 (1 —x1/x2  In(x1/xz) (3:54)

Fiir den Fall, daf3 B drei verschiedene Eigenwerte hat, d.h. x1 # x2 #
x3 # x1 bzw. n = 3, wird B;;;; durch die folgende Beziehung definiert:

Bijk = v3(BjyBji—BixB})

+ vo(Bidj1 — 0 B3) + vi(Bikbit — 6ixByr) (358)
mit
1< oy (146 2
RETA izl(_Xi) (l—ei +lnei) k=123 (3.56)
= Xa2/X3, €2 = X3/X1, €3 = X1/X2;
und
A= (x1—x2)(x2 — x3)(x3 — x1)- (3.57)

Diese Formeln fiir B werden aus der im Anhang A angegebenen basisfreien
Darstellung fiir N“¢ hergeleitet.
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3.7 Schwache Form des Impulssatzes

Die Gleichungen (3.17) bzw. (3.36) stellen die sogenannte starke Form
des Impulssatzes dar. Hier wird das Prinzip der virtuellen Arbeit oder die
schwache Form des Impulssatzes angegeben, von der bei der numerischen
Losung eines mechanischen Randwertproblems ausgegangen wird.

Der Teil des Randes 0By, auf dem die Verschiebungsrandbedingungen
vorgeschrieben sind, wird mit 0,8y bezeichnet und der restliche Teil des
Randes, auf dem die statischen Randbedingungen vorgegeben sind, mit
0,By. Es wird aulerdem angenommen, daf8 9,8, und 9,8, disjunkte Men-
gen sind, d. h.

OuBoNOBy =2 (3.58)
und dafl
0By = 0,8y U d,B (3.59)

gilt. Der vorgeschriebene Kraftvektor wird mit t; und der vorgegebene
Verschiebungsvektor mit @1 bezeichnet:

P'™N =%, auf 8,8, | (3.60)

u=1a auf 9,8 (3.61)

Ein Verschiebungsfeld u(X,¢) iiber By wird als kinematisch zulissig be-
zeichnet, falls es die Verschiebungsrandbedingungen erfiilit. Eine virtuelle
Verschiebung du(X,¢) wird als die Differenz der kinematisch zulédssigen
Verschiebungsfelder u(X, ¢) und u*(X, ¢) definiert. Die virtuelle Verschie-
bung du(X,t) verschwindet also auf dem Rand 8,8y von 8By:

u(X,t) = u*(X,t) —u(X,t), (3.62)

ou(X,t) =0 auf 9,8 (3.63)

Wird die Lagrangesche Form (3.36) der ersten Cauchyschen Bewegungs-
gleichung mit der virtuellen Verschiebung du skalar multipliziert und an-
schlieBend das Ergebnis {iber das Volumen integriert, folgt die Beziehung

/ DivP - sudV + / pobo - SudV = / poi - Sudv. (3.64)
By By By
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Hier werden nur quasi-statische Prozesse betrachtet. Der Tragheitsterm
kann deshalb wegfallen, und man erhilt mit Hilfe des Gauflschen Diver-
genztheorems die Beziehung

/PT : Grad(du) dV = /PTN-dudA—i-/pobo-(SudV. (3.65)
Bo 8By Bo

Die virtuelle Verschiebung verschwindet auf dem Rand 0,8, und auf dem
Rand 8,8 sind die Kréfte vorgeschrieben. Mit der Bezeichnung dF fiir den
Gradienten Grad(du) der virtuellen Verschiebung du erhilt man schlief-
lich

/ PT:6FdV = / fo-dudA+ / pobg - Sudv. (3.66)
By OB, By

Gleichung (3.66) wird Prinzip der virtuellen Arbeit genannt und stellt die
schwache Form der Momentenbilanzgleichung dar.

Die Eulersche Form der Randbedingungen und des Prinzips der virtu-
ellen Arbeit lauten

on=1t auf 8,8, (3.67)

u=1 auf 0,B (3.68)
und

/a‘ : grad(du) dv = /f -duda + fpb -dudv. (3.69)

B oB B

Zur Herleitung von (3.69) sind (2.30) und (2.32) verwendet worden. Au-
lerdem wurden die Beziechung

Grad(du) = grad(éu)F, (3.70)

die Gleichung (3.27) und die Variablenwechselformel (2.13) mehrfach an-
gewendet.
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3.8 Ratenform der schwachen Form des
Impulssatzes

Fiir eine Anderung b und 1;;0 der Belastung nehmen fiir quasi-statische
Prozesse die Gleichgewichtsbedingungen die folgende Form an:

DivP + pgbg = O. (3.71)

Der Vektor n(x,t) sei ein virtuelles Geschwindigkeitsfeld in B, das iiber
zuldssige Geschwindigkeitsfelder — analog zum virtuellen Verschiebungs-
feld — definiert wird. Der Vektor 74(X,t) sei das entsprechende virtuelle
Geschwindigkeitsfeld in By. Mit dem Gauflschen Divergenztheorem folgt

/PT : Grad iy dV — /EO-nOdA—/pobo-nodvzo (3.72)
By By By

fiir alle zulassigen virtuellen Geschwindigkeitsfelder 7n,. Die Beziehung
(3.72) ist die Ratenform von (3.66). Es gilt

PT:Gradn, = [FS+FS]: Gradn,
= [LFS +FS]: Grad g,
[LFSFT + FSFT]F~T : Grad n,
= [LT+ 7' : Gradn,F~
= [LT+ 7' : gradn, (3.73)

wobei hier (1.33)4, (2.92), (3.31) (3.46) und (3.70) angewendet wurden.
Damit nimmt (3.72) die Form

/[LT’ + 7Y : gradndV = / to- mydA + /Pobo -1 dV (3.74)
Bu BB(] Bo

an. Diese Gleichung stellt die Ratenform oder linearisierte Form der Mo-
mentenbilanzgleichung dar. Man beachte, daf8 die Lie Ableitung 7 des
Kirchhoffschen Spannungstensors in (3.74) ganz natiirlich auftritt. Mit
(2.30), (2.32) und (3.49) ergibt sich

dv

/[L1'+1°'L°E+G:D]:.gradnj =/E-nda+/pb-ndv (3.75)

B aB B
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fiir die Ratenform der Momentenbilanzgleichung in der Eulerschen Form.
Der Tensor vierter Stufe G ist in Gleichung (3.50) angegeben. Die Glei-
chung (3.75) stellt den Ausgangspunkt fiir die numerische Implementation
des Materialmodells dar, das in dieser Arbeit auf Basis der Log-Rate ent-
wickelt wird.

3.9 Mechanische Energiebilanz

Eine skalare Multiplikation von (3.17) mit der Geschwindigkeit v unter
Beriicksichtigung von (3.23) ergibt

d
(dive) - v+ pb-v = pvV (3.76)
bzw.
div(ev) — tr [(ogradv)] + pb-v = pv - V. (3.77)

Die Integration iiber das Volumen in B unter Anwendung des Divergenz-
theorems und Beachtung von (3.2) ergibt die mechanische Energiebilanz-
gleichung

dt J 2
B oB B B

]pb-vdv-i—/t-vda:i l,ov-vdv-i—/tr [(eD)]dv. (3.78)

Die linke Seite von (3.78) stellt die Leistung der dufleren Krifte dar. Das
erste Integral auf der rechten Seite ist die materielle Zeitableitung der
kinetischen Energie. Das zweite Integral auf der rechten Seite

/ tr [(o : D)] dv = / tr [(o : L)| dv (3.79)
B B

stellt die Spannungsleistung oder Formanderungsleistung dar. Mit (2.92),
(3.27) und (3.79) kann man die Formanderungsleistung pro Volumenein-
heit der Referenzkonfiguration Bj in der folgenden Form angeben:

W = tr [(PF)] = tr [(P(LF))]=Jo:D=7:D. (3.80)
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Damit bekommt man die folgende Lagrangesche Form der mechanischen
Energiebilanzgleichung:

/pobg . XdV'l" /(PTN) . di =

Bo aBO
d 1 . . . (3.81)
Eifﬁpox-de—l-/tr [(PF)] dV.
By By

Die Beziehung (3.81) ist in ahnlicher Art und Weise wie (3.78) direkt aus
(3.36) ableitbar.

3.10 Konjugierte Spannungsanalyse

Der Lagrangesche Spannungstensor TU™ ist zum Lagrangeschen Verzer-
rungstensor E™) arbeitskonjugiert, falls das doppelte Skalarprodukt aus
T(™ und der materiellen Zeitableitung E™ von E™) die Spannungsleis-
tung w pro Volumeneinheit der Referenzkonfiguration By ergibt:

w=TM:EM = 7D, (3.82)

Die auf diese Art und Weise definierten Paare (T, E™) von Lagrange-
schen Spannungs- und Verzerrungstensoren werden nach Hill (1968, 1978)
arbeitskonjugierte Spannungs- und Verzerrungstensoren genannt. Danach
bilden z. B. der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannunstensor S und der Green-
Lagrangesche Dehnungstensor E ein arbeitskonjugiertes Paar, ebenso wie
der nominelle Spannungstensor P und der Deformationsgradient F. Fiir
isotropes Material bilden der zuriickgedrehte Kirchhoffsche Spannungs-
tensor 7 und der referentielle Henckysche Dehnungstensor H ebenfalls
ein arbeitskonjugiertes Paar.

Nach Xiao, Bruhns & Meyers (1998b) wird die folgende, mdégliche Er-
weiterung der Zuordnung (3.82) auf Eulersche Spannungs- und Verzer-
rungstensoren betrachtet: (e,t) sei ein Paar aus einem objektiven, sym-
metrischen Eulerschen Verzerrungtensor e und einem Spannungsmaf t.
Im O* Bezugssystem wird das Paar als (Q x e, Q x t) aufgefafit. Folglich
bildet der Beobachter O* das innere Produkt

(Qxt): (Qxe). (3.83)
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Fir den O* Beobachter ist (e,t) ein arbeitskonjugiertes Paar, falls das
innere Produkt (3.83) die Spannungsleistung w ergibt:

W= (Qxt): (Qre)=t:e", (3.84)

wobei e* die durch den Spintensor 2* = QTQ definierte mitrotierende
Zeitableitung von e bezeichnet:

Mo

*= QT x I%Q *e] =é+ el — Q%e. (3.85)

Die Erweiterung (3.84) ist in einem mitbewegten System definiert. Da der
Spannungstensor t und die spezifische Forménderungsleistung w objek-
tiv sind, ist diese Erweiterung nur fiir Spintensoren, die eine objektive
mitrotierende Zeitableitung ergeben, definiert.

Ausgehend von der Spektraldarstellung des Verzerrungstensors

€= Zg(Xa)Bav g(Xa) = f(\/ECZ) (3'86)

und mit Gleichung (A.12) folgt fiir die mitrotierende Zeitableitung e* die
Beziehung

e = Y gopBuBBs+eW,5— Woge (3.87)
a,f=1
mit
g (Xa) fir a=p
dob = 9Xa)=908)  fiir o oy (3.88)
Xa—Xp ’
siche Anhang A, und
Was =W+ Y h(Xa/xs) BDB, (3.89)
a#f

wobei hier fiir den Spintensor Q* die Beziehung (2.114) verwendet wur-
de. x, bezeichnen die Eigenwerte des linken Cauchy-Green Tensors B,
B, die entsprechenden orthonormalen Eigenprojektionen, und f ist die
Skalierungsfunktion aus Gleichung (2.65). Mit

B.BB; = BoDBj(xa + x35) — BaWBs(xa — x5) (3.90)
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folgt
e" = a,/::1 [gm(xa +x8) + (9(xa) — 9(xa))h (i—;)] B.DB;, (3.91)

& = ;;: #(Xa, X5)B.DBy = L(B)[D] (3.92)
p(Xas X) = [(Xa + Xx8) + (Xa — Xx8)h (Xa/X5)] 9ap- (3-93)

Der Tensor vierter Stufe L(B) wird durch die Beziehung (3.92) definiert.
L ist invertierbar und besitzt die Symmetrieeigenschaften

Lijkt = Ljire = Lijie = Lk (3.94)

siehe (3.104). Mit (3.92) kann die Spannungsleistung @ in der folgenden
Form angegeben werden:

w =t : L[D]. (3.95)
Daraus und aus Gleichung (3.82) folgt
t:LD]=7:D (3.96)

fiir alle 7 und D. Da L eine symmetrische lineare Transformation ist, folgt
aus der letzten Beziehung

bzw. die Bestimmungsgleichung
t =L'[r] (3.98)

fiir die Spannung t. Mit Hilfe der Identitit (1.33); kann die Beziehung fiir
w in die Form

w=(R"xt): (R"xe*) (3.99)

gebracht werden. R ist der Rotationstensor. Das Spannungsmaf (R” % t)
ist eine Riickwértsrotation von t und folglich ein Lagrangescher Span-
nungstensor.



3.10. KONJUGIERTE SPANNUNGSANALYSE 73

Die Zuordnung nach (3.99) bzw. (3.84) stimmt dann mit der Zuordnung

nach Hill (1968) iiberein, wenn (R xe*) die materielle Zeitableitung eines
Lagrangeschen Verzerrungsmafles ist:

R xe* =R"+ QT (Qxe). (3.100)

Fiir den Fall QT = R ist (RTxe*) die materielle Zeitableitung des Lagran-
geschen Verzerrungstensors (R* x €), und die Zuordnung nach Gleichung
(3.99) bzw. (3.84) stimmt mit der Zuordnung nach Hill (1968) iiberein.

Die objektive mitrotierende Zeitableitung e* ist dann einfach die Green-
Naghdi-Rate:

n

e*=e"=L(B)[D]= ) p(Xa,xs)BaDBs, (3.101)
a,B=1

wobei die Funktion p(xa, xs) durch Gleichung (3.93) gegeben wird und
fir die Green-Naghdi Rate

T L e | | Ry e (5.102)
gilt.

Im folgenden soll mit Hilfe der Eigenschaften (2.54)— (2.56) von Ei-
genprojektionen der vierstufige Tensor L(B) bestimmt werden und durch
(3.98) ebenfalls die zu jedem Eulerschen Verzerrungstensor e arbeitskon-
jugierte Spannung t nach Hill (1978) angegeben werden. Hy, Hs seien zwei
Tensoren zweiter Stufe. Nach Xiao, Bruhns & Meyers (1998b) wird das
Kroneckerprodukt H; * Hy von H; und Hy durch die folgende Beziehung
eingefiihrt:

wobei X einen beliebigen Tensor zweiter Stufe bezeichnet. Das Kronecker-
produkt (H; * Hj) ist eine lineare Transformation, die einen Tensor zwei-
ter Stufe auf einen anderen Tensor zweiter Stufe abbildet, d. h. ein Tensor
vierter Stufe. Mit Hilfe des Kroneckerproduktes (3.103) 148t sich dann aus
(3.92) die Beziehung

n

L(B)= Y p(xax8)Ba *Bs (3.104)
a,f=1
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ableiten. Die Beziehung (3.104) ist die Spektraldarstellung des vierstufigen
Tensors L. Die Inverse wird also durch die Beziehung

= Z P (Xa> X3)Ba * Bg (3.105)
a,3=1

gegeben und existiert unter der Bedingung, daf p(xq, xz) # 0 bzw.

(Xa + x8) + (Xa — x8)h (Xa/x8) # 0,

VXa:XB >01 Xa?éXB
gilt. Aufgrund der Tatsache, da8 g(xa) eine monoton steigende Funktion
ist, gilt die Bedingung g,g # 0. Diese Bedingung ist bei der Herleitung von
(3.106) beriicksichtigt worden. Der Polar-Spin Q% bzw. die Spinfunktion

(3.102) erfiillt die Bedingung (3.106). Aus (3.98) und (3.105) folgt die
Beziehung

(3.106)

t=L7r]= > 7 (Xas X5)BaTBs (3.107)
af=1
bzw.
J— — X8 _
;(2 XaXs)” ( (Xa ) (XB)) BaTBs (3-108)

fiir die arbeitskonjugierte Spannung eines beliebigen Eulerschen Verzer-
rungstensors e nach Hill (1978).
Fiir den rdumlichen Henckyschen Dehnungstensor h ist

1
9(xa) = 5 In xq. (3.109)

Die zu h arbeitskonjugierte Spannung wird mit 7 bezeichnet. Mit (3.109)
folgt aus (3.108)

- gt (X2 "X\ BB 11
™= ; Xa'x (ma_lnxﬁ) oTBg. (3.110)

Diese Beziehung ist unabhingig von den jeweiligen Symmetrieeigenschaf-
ten des Materials und ist demzufolge auch giiltig fiir anisotropes Material-

verhalten. Mit (1.33)3, der Beziehung (2.129) und Gleichung (2.62)ergibt
sich fiir die Spannungsleistung die Beziehung

b =m:h*=(RT%m): (R*«h¥) =1I: H (3.111)
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mit
II=R"+xw, =n=R«I, (3.112)
e Xa — X5
II = ~1,,~1 o C,7C5. 3.113

a,0=1
Der Lagrangesche Spannungstensor IT ist die Riickwdhrtsdrehung von =
mit R und bildet unabhéngig von den jeweiligen Symmetrieeigenschaften
nach (3.111)3 mit dem referentiellen Henckyschen Dehnungstensor H ein
arbeitskonjugiertes Paar.

Fiir isotropes Material ist Bg auch eine Eigenprojektion des Kirchhoff-
schen Spannungstensors 7. 7 und B sind koaxial und die Reihenfolge von
7 und Bg in Gleichung (3.110) kann deshalb vertauscht werden. Unter
Beachtung von Gleichungen (2.54) und (2.55) und der Tatsache, daf8 fiir
a— B, (Xa —xp)/(Inxa —Inxs) = X gilt, erhdlt man fiir isotropes
Material aus Gleichung (3.110) und aus (3.113)

n n
=) T,Ba=7, M=) 7,C,=7. (3.114)
(43 8 4

Durch Einsetzen der Sylvesterformel (2.57) in (3.108) bzw. (3.97) folgt
die folgende basisfreie Darstellung fiir t bzw. fiir 7:

r—1 r—1
t=> B7TB, 71=)> n;BtB. (3.115)
,5=0 i,j=0

Die Koeflizienten g;; und 7;; sind symmetrisch und Funktionen der Eigen-
werte x; von B. 7;; erhilt man aus den folgenden Formeln fiir g;;, indem
man pi—jl durch p;; ersetzt:

Lr=1x=x2= X3
000 = Pii (3.116)

2.1=2:x1 % X2 = X3

o0 = (x1 = x2) [x3p11 + Xir2 — 2x1X2612 ] (3.117)
—o01 = (x1 = x2) Derri + xipm — (1 + x2) 01 (3.118)

on = (x1 = x2) oy + P22 — 203 ] (3.119)
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3. 1 =3 x17 X2 F X3-

1 1 . i
Q00 = A3 Z(piiIX?kX?k + 203 XXk X5 Xk) (3.120)
(i7k)
1 1 le
on = 75 D (P XXk + 205" Rk Xix i) (3.121)
(¢5k)
1 ~1.2 1o o
022 = A3 Z(pii Xir + 2035 X;kXki) (3-122)
(i5k)
1 ~1.2 ko o —lo
001 = —'Z—z (pii X]kXJkX] + ,0” Xijki(I3 + I2Xk)) (3123)
(i3k)
1 -152 ko —lo
002 = —A—§ Z(p” XJkX] + ,Dz-j Xijk'iXkXij) (3124)
(17k)
1 —122 )
012 = 43 > (pii hxix + o35 Xk (11 + X)) (3.125)

(i7k)

Die Funktion p wird durch die Beziehung

7 (xxs) = (2yTaTe) ™ | 222X ] (3.126)

gegeben. Hier bedeutet ) ., die Summe fiir (ijk) = (123), (231), (312),

g = 9 (Xx), Xik = X5 — Xb Xik = X5 + Xk X5 = X5Xn> £ = p(Xir X;5)5
pii = limy, . p(Xi, Xj), 11, I2 und I3 bezeichnen die Hauptinvarianten von
B. A wird durch Gleichung (3.57) gegeben.



Kapitel 4

Thermodynamische Grundlagen

Das Verhalten eines Materials wird durch konstitutive Beziehungen festge-
legt. Die mechanischen konstitutiven Gleichungen werden in Form von ten-
soriellen Verkniipfungen zwischen der Spannung und dem Verzerrungsmaf
eines der im Kapitel 3 besprochenen arbeitskonjugierten Paare angegeben.
Zur Festlegung der allgemeinen Form dieser konstitutiven Beziehungen so-
wie zur Angabe der Restriktionen, die durch den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik bzw. die Entropieungleichung auf die allgemeine Form
der konstitutiven Gleichungen auferlegt wird, wird in diesem Kapitel auf
die Thermodynamik mit internen Zustandsvariablen eingegangen. Die hier
gewihlte Darstellung der Theorie lehnt sich an Arbeiten von Coleman &
Noll (1963), Coleman & Gurtin (1967) und Lehmann (1984, 1991) an.

4.1 Einleitung

Zusatzlich zu der Wirmeleitung treten bei der Deformation von Kérpern
weitere dissipative Effekte auf. Zur phdnomenologischen Beschreibung der
Effekte existieren drei mogliche unabhingige Konzepte: die Einfithrung
dissipativer Spannungen, eine Funktionalbeschreibung (Geschichtsintegra-
le) und eine Parameterbeschreibung (interne Zustandsvariablen), siehe
Coleman & Gurtin (1967). Keine der drei Methoden kann so allgemein
formuliert werden, dafl sich die anderen daraus ableiten lassen. Jedes der
genannten Konzepte besitzt seinen Anwendungsbereich.

Die Parameterbeschreibung hat sich fiir die Plastizitatstheorie und
Schidigungsmodellierung bewahrt und wird deshalb auch in dieser Ar-
beit verwendet. Bei diesem Konzept wird zur Beschreibung des inneren
Zustands und der Geschichtabhangigkeit des Materials zuséatzlich zu den

77
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externen unabhingigen Zustandsvariablen eine Menge a von sogenannten
internen Zustandsvariablen eingefiihrt:

a={ay, - ,an} (4.1)

Es wird dabei von den folgenden grundlegenden Annahmen ausgegangen
(Lehmann 1991):

e Der geschiddigte materielle Kérper kann trotz der vorhandenen Mi-
krodefekte als ein klassisches Kontinuum behandelt werden.

e Der thermodynamische Zustand jedes Materialelementes wird durch
die Angabe der aktuellen Werte eines Satzes externer und der Menge
der internen Zustandsvariablen eindeutig und vollstindig beschrie-
ben, auch wenn der Kérper nicht im thermodynamischen Gleichge-
wicht ist.

Es bedeutet, dafl die lokalen, mechanischen und thermischen Variablen,
wie der nominelle Spannungstensor P, der WarmefluBvektor q, die spe-
zifische freie Helmholtzsche Energie ¢y und die Entropie s oder die Tem-
peratur © durch Konstitutivgleichungen bestimmt werden kénnen, wenn
die externen unabhingigen Zustandsvariablen, wie z. B.

e der Deformationsgradient F oder die Verzerrung,
¢ die absolute Temperatur © oder die Entropie s

und die Menge a der internen Zustandsvariablen bekannt sind. Die interne
Zustandvariable a; kann ein Vektor oder Tensor gerader Stufe sein. Fiir
eine mathematisch exakte Beschreibung werden unendlich viele interne
Zustandsvariablen benétigt. Im Rahmen einer phanomenologischen Theo-
rie ist aber eine Beschrankung auf eine endliche Anzahl N von Zustands-
variablen erforderlich. Im Falle von elastisch-plastischem Materialverhal-
ten mit Schadigung ist a die Menge

a={a,x d}, (4.2)

wobei a die kinematische Verfestigungsvariable bezeichnet, x die isotrope
Verfestigungsvariable und d die Schidigungsvariable. Die Evolutionsglei-
chung fiir die interne Zustandsvariable a; wird durch eine nicht lineare
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Funktion gegeben, die von der Temperatur ©, und dem Deformationsgra-
dienten F und allen inneren Zustandsvariablen, also der Menge a abhéngt:

a;, = a;(9, F, a), (4.3)

wobei der iibergestellte Kreis o eine geeignete objektive Zeitableitung
kennzeichnet.

Das Ziel der thermodynamischen Betrachtung bzw. Thermodynamik
mit internen Zustandsvariablen ist es, die Einschrankungen, die von dem 2.
Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung
auf die konstitutiven Beziehungen auferlegt werden, zu bestimmen. Es
wird deshalb hier wie folgt vorgegangen: Zuerst werden der 1. und 2.
Hauptsatz der Thermodynamik angegeben. Danach wird mit Hilfe des 1.
Hauptsatzes die spezifische Warmequelle aus dem 2. Hauptsatz eliminiert
und die Clausius-Duhem-Ungleichung bestimmt. Anschlieend wird dann
ein thermodynamischer Prozef definiert und die Notwendigkeit von kon-
stitutiven Gleichungen gezeigt. Zum Schlufl werden dann die allgemeinen
Formen der konstitutiven Beziehungen angegeben und die Folgerungen
aus dem 2. Hauptsatz in Form der kalorischen und thermischen Zustands-
gleichungen und der dissipativen Ungleichung.

4.2 Energiebilanz

Die Gesamtenergie des Korpers B wird mit W bezeichnet. Sie besteht aus
der kinetischen Energie K und der inneren Energie U:

W=K+U. (4.4)
Fiir die kinetische Energie K gilt
1
K= §/pv - vdv (4.5)
B

und fiir die innere Energie U gilt

U:/udm:/pudv, (4.6)
B

m

wobei p die Dichte bezeichnet, v den Geschwindigkeitsvektor und u die
spezifische innere Energie. Die zugefiihrte Leistung besteht aus der Warme-
leistung @@ und der Leistung der duBleren Krifte P,. Die Leistung der
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duBeren Krifte setzt sich aus der Leistung der Volumen- (pb) und der
Oberflichenkrifte t zusammen:

Pazfpb-vdv+/t-vda. (4.7)
B oB

Die sich im Kérper befindenden spezifischen Warmequellen werden mit 7
bezeichnet und der iiber die Oberflache einflieBende Warmestromvektor
und die Warme mit g und & . Es gilt

h=-n-q, (4.8)

wobei n den nach auflen zeigenden Normalenvektor der Fliche da be-
zeichnet. Das Vorzeichen ist so gewéahlt, dafl einflieBende Warmestréome
eine Zunahme der Energie des Korpers ergeben. Fiir die Warmeleistung
gilt dann

Q= B/prdv +a£ hda. (4.9)

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik besagt, daf die zeitliche Anderung
W der Gesamtenergie W des Korpers gleich der zugefiihrten Leistung sein
muf:

W=P+Q. (4.10)

Mit (4.4) - (4.9) und unter Beriicksichtigung von (3.14) und (3.17) erhalt
man aus (4.10) die schwache Form des 1. Hauptsatzes

/p’tldvz/(a':D—divq—i-pr)dv. (4.11)
B B

Die lokale Form von (4.11) lautet
pu =0 :D —divq+ pr. (4.12)

Mit (2.30), (2.32) und (4.11) 148t sich die folgende Lagrangesche Darstel-
lung der Energiebilanz angegeben:

/ pottdV = / (tr [(PF)] — DivQ + por)dV (4.13)

By Bo
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oder in lokaler Form

pott = tr [(PF)} — DivQ + por, (4.14)
wobei hier
Q=JF1lq (4.15)

den auf die Referenzkonfiguration By bezogenen Wirmestromvektor be-
zeichnet.

4.3 Entropieungleichung

Fiir die gesamte Entropie S des Korpers gilt

S = /psdv, (4.16)
B

wobei s die spezifische Entropie bezeichnet. Nach dem 2. Hauptsatz der
Thermodynamik muf} die zeitliche Anderung der Entropie S grofler oder
gleich der zugefithrten Warmeleistung sein:

—/psdfu>/—dv—/q 2 da. (4.17)

Hier bezeichnet & > 0 die absolute Temperatur. Fine Anwendung des
Divergenztheorems ergibt

/ (ps — % + lee) dv>0 (4.18)
B

bzw. in lokaler Form die sogenannte Gibbs-Duhem-Ungleichung

p§— %T + div% > 0. (4.19)
Mit (2.30), (2.32) und (4.15) erhilt man die folgende materielle Form der
Gibbs-Duhem-Ungleichung:

poé — % + Div% > 0. (4.20)

Die spezifische Entropieerzeugungsrate ¥ wird wie folgt definiert

pY=ps— % + div%, (4.21)
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: . por . Q

= — — + Div—.

PoY = po s o) v o)

Damit lautet die Gibbs-Duhem-Ungleichung in Eulerscher und Lagrange-
scher Form wie folgt

(4.22)

poy = 0. (4.24)

4.4 Clausius-Duhem-Ungleichung

Man erhalt die folgenden fundamentalen Ungleichungen, die sowohl den 1.
als auch den 2. Hauptsatz der Thermodynamik beinhalten, indem man die
spezifische Warmequelle r mit Hilfe der Energiebilanzgleichungen (4.12)
und (4.14) aus den Gibbs-Duhem-Ungleichungen eliminiert:

ps+ div% — é (pi — o : D + divg) > 0, (4.25)
0% + Div—g— - é (pu —tr [(PF)] + Din) > 0. (4.26)

Unter Beriicksichtigung von

div(g—) =dlvq_uq-grad@ (4.27)

© S SX

und der entsprechenden Beziehung fiir Div(Q/©) und mit den Bezeich-
nungen

g=grad®, G =Grad® (4.28)
erhilt man

Opi=p(O@s—u)+0:D-0"'q-g > 0, (4.29)

O po = po (05 — 1) + tr [(PF)] —e7'q-G > o (4.30)

Durch die einfache Legendre-Transformation

Yp=u—0s (4.31)
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wird hier die spezifische freie Energie ¢ eingefiihrt. Leitet man die Glei-
chung (4.31) nach der Zeit ab und setzt das Ergebnis in die letzten Unglei-
chungen ein, erhilt man die Clausius-Duhem-Ungleichung in der Euler-
schen und in der Lagrangeschen Darstellung:

Opy=0c:D—p(th+s0)-071q-g>0, (4.32)
O po = tr [(PF)] ~ o+ 50) —07'Q -G > 0. (4.33)

4.5 Zerlegung der Spannungsleistung

Mit Gleichung (2.101) kann die Spannungsleistung w additiv in einen elas-
tischen oder reversiblen Anteil w*® und einen inelastischen oder nicht re-
versiblen Anteil W' wie folgt zerlegt werden:

w =W + ' (4.34)
mit

WP = tr [(PFEFi)], W = tr [(PFeFi)]. (4.35)
Nach Lehmann (1984) kann eine weitere Zerlegung von «' in einen gespei-
cherten Anteil und einen rein dissipativen Anteil vorgenommen werden.
Der gespeicherte Anteil kann unter besonderen Umstédnden reversibel sein.
Hier wird kein Gebrauch von dieser Zerlegung gemacht.

Mit (4.34) nimmt die Clausius-Duhem-Ungleichung (4.32) die folgende
Form an:

©p4 = -;ltr (PF)] + ' — p(sh+56) - ©7'q g > 0, (4.36)
0

wobei hier die Bezeichnungen

P=FP, (4.37)
it = Ltr [(PFEFiF—i)} (4.38)
Po

verwendet werden. Die Spannung P ist ein Zweipunkt-Tensor mit einem
Bein in der fiktiven Zwischenkonfiguration B und einem in der Momen-
tankonfiguration B, siche Nemat-Nasser (1982).
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Hier wird eine additive Aufspaltung der materiellen Zeitableitung H
des referentiellen Henckyschen Verzerrungstensors H in einen elastischen
Anteil H® und einen elastisch-inelastischen Anteil H® angenommen:

H = H° 4 0.

Fiir den elastischen Anteil w® und inelastischen Anteil %' der Spannungs-
leistung gelten deshalb

w'=II1:H, ' =TII:H" (4.39)

wobei IT den zu H arbeitskonjugierten Spannungstensor bezeichnet. Da-
mit erhidlt man die folgende Lagrangesche Form der Clausius-Duhem-
Ungleichung:

Qpy=TL:H +u' — py(tp +s0) —07'Q-G > 0. (4.40)

4.6 Thermodynamischer Prozef

Ein thermodynamischer Prozel oder ein inelastischer Deformationsvor-
gang wird durch die 9 Funktionen

7

Ortsvektor x = x(X, t),

nomineller Spannungstensor P = P(X, t),

Volumenkraftvektor b = b(X, ),

WarmefluBvektor q = q(X, t),

¢ Warmequelle r = r(X, ¢), (4.41)
spezifische innere Energie u = u(X, 1),

spezifische Entropie s = s(X, 1),

absolute Temperatur © = ©(X,¢) > 0 und

Menge der inneren Zustandsvariablen a = a(X, ?),

.

die alle vom materiellen Punkt X und der Zeit £ abhidngen, beschrieben.
Die Menge (4.41) stellt einen thermodynamischen Prozefl dar, falls sie
fiir alle Punkte X des Korpers B und fiir alle Zeiten ¢ definiert ist, die
Bilanzgleichungen fiir den Impuls und Drehimpuls (3.36) und (3.37) erfiillt
und mit dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik (4.14) kompatibel ist.
Die Menge (4.41) und die Bilanzgleichungen fiir den Impuls (3.36),
Drehimpuls (3.37) und Energie (4.12) stellen aber ein unterbestimmtes
Gleichungssystem zur Festlegung eines thermodynamischen Prozesses dar.



4.7. KONSTITUTIVE ANNAHMEN - DEHNUNGSRAUM 85

Um das System bestimmt bzw. 16sbar zu machen, werden deshalb konsti-
tutive Gleichungen, die die Abhingigkeit von u bzw. %, s, P und q.von
den Zustandsvariablen angeben, postuliert.

4.7 Konstitutive Annahmen — Dehnungsraum

Nach Lehmann (1984) wird hier angenommen, dafl die spezifische innere
Energie u eine eindeutige Funktion der Zustandsvariablen ist. Weiterhin
wird davon ausgegangen, dafl der inelastische Anteil F' des Deformations-
gradienten keine Zustandsvariable ist. Die spezifische innere Energie u
hingt demzufolge nur von dem elastischen Anteil F° des Deformations-
gradienten, der spezifischen Entropie s und der Menge a der internen
Zustandsvariablen ab:

u = u(F° s, a). (4.42)

Daraus folgt, daf8 die spezifische freie Energie 1) eine Funktion des elas-
tischen Anteils F° des Deformationgradienten, der absoluten Temperatur
© und der Menge a der internen Zustandsvariablen ist, da sie durch die
einfache Legendre-Transformation (4.31) definiert wird:

Y =y(F°,0,a). (4.43)

Fiir s, P und q werden die folgenden konstitutiven Beziehungen postuliert:
s = s(F° ©,a),

P = P(F%0,a), (4.44)

q = q(F%0,a).

Sind b und r vorgegeben und a aus (4.3) bekannt, u aus (4.42) bzw. 9
aus (4.43) und s, P und q aus (4.44), kénnen dann die Deformation x
und das Temperaturfeld © aus (3.36) und (4.14) bestimmt werden. Ein
thermodynamischer Prozefl (4.41) soll zuléssig sein, wenn er die konsti-
tutiven Beziehungen (4.44) erfiillt. Zur Einschrankung der konstitutiven
Gleichungen werden das Prinzip der lokalen Wirkung, der materiellen Ob-
jektivitit, der Aquiprisenz etc. verwendet. Bei der Aufstellung von (4.44)
wurde das Prinzip der Aquiprasenz und der lokalen Wirkung verwendet,
siche Truesdell & Toupin (1960) und Truesdell & Noll (1965). Das Prinzip
der materiellen Objektivitat beschrankt die konstitutiven Funktionen auf
isotrope Tensorfunktionen.
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Fiir die thermodynamische Konsistenz muf} jeder Prozef} die Clausius-
Duhem-Ungleichung (4.32) fiir jeden materiellen Punkt X von B und
Zeitpunkt ¢ erfiillen. Fiir die materielle Zeitableitung v der freien Energie
1 folgt aus (4.43) die Beziehung

0 ., O Oy
= P4 — —-a. 4.4
Y=o P et d (4.45)
Setzt man (4.45) in (4.33) ein, folgt daraus die folgende Beziehung fiir die
spezifische Entropieproduktionsrate in einem zuldssigen Prozefi:
G P O oy 0y, -1
"+ (—P - :F° — p(== O—-—p—-a-— -g > 0.
er(pO Pop) Plzgte)0~rpg--a-(0)"q-g2
(4.46)

Damit diese Ungleichung fiir jede Wahl von ¥° und © befriedigt wird,
miissen ihre Koeffizienten in Gleichung (4.46) verschwinden. Diese Uber-
legung oder Argumentation ist Standard und geht auf Coleman & Noll
(1963) zuriick. Man erhélt daraus die thermische und kalorische Zustands-
gleichung

_ 8y

P = pUSF’ (447)
N
A 4,
s 50 (4.48)
und die dissipative Ungleichung
: 0
—u’1'+p—¢-é+®‘1q-g§0. (4.49)

OJa

Die beiden ersten Terme der dissipativen Ungleichung (4.49) stellen den
mechanischen Anteil der Dissipation dar, der dritte Term den thermischen
Anteil. Es wird gefordert, dafl die auf reiner Wirmeleitung basierende
Dissipation stets positiv ist. Dadurch ergibt sich die Verschirfung

I/
—q4 . <
W+ Poa B 0, (4.50)
O lq-g < 0 (4.51)

der dissipativen Ungleichung (4.49).
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Die thermodynamischen Kréfte konnen in einem Vektor Y zusammen-
gefafit werden und die thermodynamischen Fliisse in einem Vektor J:

Y = {£P, ~p(04/0a), -6 g}, (4.52)

J = {F°F'F a,q}. (4.53)

Die dissipative Ungleichung (4.49) nimmt mit der vereinfachten Notation
die folgende Form an:

Y-J>o. (4.54)

Im allgemeinen hingt jede Komponente (J); des generalisierten Flufivek-
tors J von der Geschichte aller anderen Komponenten des thermodyna-
misch arbeitskonjugierten Kraftvektors Y ab. Wird aber angenommen,
daBl die Komponente (J); nur von der entsprechenden thermodynamisch
arbeitskonjugierten Kraft (Y); abhingt, 1a8it sich die Existenz eines Dis-
sipationspotentials

F=F[(Y):a] (4.55)

nachweisen. Die Gréflen in (4.55), die vor dem Semikolon stehen, bezeich-
nen die Variablen; die nachfolgenden die Parameter. (J); kann dann nach
Rice (1971) aus der partiellen Ableitung des Potentials (4.55) nach der
Kraft bestimmt werden:

oF
(J)i = )

(4.56)

Wenn man das Dissipationspotential F; als eine homogene und konvexe
Funktion von (YY), wahlt, wird die Dissipationsungleichung (4.49) bzw.
der 2. Hauptsatz der Thermodynamik automatisch erfiillt.

4.8 Konstitutive Annahmen — Spannungsraum

Durch eine doppelte Legendre-Transformation wird hier die spezifische
freie Enthalpie oder das Gibbssche Potential @ eingefiihrt:
1

®=—I1:H®—u+ Os, (4.57)
Po
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wobei H® den elastischen Anteil des referentiellen Henckyschen Dehnungs-
tensors bezeichnet und 1I den zu H arbeitskonjugierten Spannungstensor.
Leitet man die Gleichung (4.57) nach der Zeit ab und setzt das Ergebnis
in die Ungleichung (4.29) ein, erhilt man die folgende Form der Clausius-
Duhem-Ungleichung;:

O poy = ' — ITHE + po(d — s 6) — -";—O@“IQ-G >0, (4.58)

Q=R"xq, G=RTxg, (4.59)

wobei R den Rotationstensor bezeichnet und Gleichung (1.33)3 verwendet
wurde. Aus (4.42) und (4.57) folgt, daB die freie Enthalpie ® eine eindeu-
tige Funktion der Spannung I, der Temperatur © und der Menge a der
internen Zustandsvariablen ist:

& = o(I1,0, A), (4.60)

wobei hier A die zuriickgedrehte Menge der internen Zustandsvariablen
bezeichnet:

A=R"xa. (4.61)

Mit der letzten Beziehung und durch eine analoge Vorgehensweise wie im
letzten Abschnitt erhilt man aus (4.58) die thermische und die kalorische
Zustandsgleichung

. od
oo
und die dissipative Ungleichung
. od . PO 1/ A
II: gH* — A —— -G > 0. :
+ poaA A P Q > 0 (4.64)

Mit (1.33)3 ergibt sich in der Eulerschen Form die folgende Verscharfung
der dissipativen Ungleichung;:

o}

7 ()R + pog—f- AR >0, (4.65)
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-0 !q.-g>0. (4.66)

Hier bezeichnet h” den elastisch-inelastischen Anteil von h. Mit (2.126)
kann der mechanische Anteil der dissipativen Ungleichung in der folgenden
Form angegeben werden:

, . : @ o
7 (D¥ — h'Q"™ + Q"*h') + pga— : (@ — aQ'® + Q"a) > 0.

Jda
(4.67)

Darin bezeichnet D® den elastisch-inelastischen Anteil von D und Q™*
die Differenz aus Q2'& und QF, siehe (2.127) und (2.128). Fiir moderate
Verzerrungen ist H ungefihr gleich der zuriickgedrehten Verzerrungsge-
schwindigkeit:

H=R"+D + O(H?), (4.68)

wobei hier O(H?) das Landausche Ordnungssymbol bezeichnet, siehe Hill
(1978). Daraus folgt, daf fiir moderate Verzerrungen das Spannungsmaf
7 nidherungsweise gleich dem Kirchhoffschen Spannungstensor 7 ist. Es
bedeutet auch, daB fiir moderate Dehnungen die Transponierte (R™%)"
von R™® niherungsweise gleich R ist:

(R™)T ~ R. (4.69)

Die Niherung (4.69) kann unter Beachtung von In(x,/x-) = xo — xr und
VXo ~ 1 fiir moderate Verzerrungen direkt aus der Beziehung (2.128)
hergeleitet werden. In erster Naherung kénnen deshalb die Q"*-Glieder in
den dissipativen Ungleichungen vernachlassigt werden und man erhélt fiir
den mechanischen Anteil der dissipativen Ungleichung die Beziehung

: o0d o
7 : D%+ e a™% > (. (4.70)

Es wird spater in Kapitel 7 bei der Uberpriifung der thermodynamischen
Konsistenz des Stoffgesetzes von (4.70) ausgegangen.



Kapitel 5

Schidigungsmechanik

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber die weitverbreiteten
Konzepte der Schadigungsmechanik gegeben werden: es werden das so-
genannte Effektivspannungs-, das Effektivverzerrungs- und Energiedqui-
valenzkonzept vorgestellt. Die Betrachtungen beschrinken sich auf kleine
Forminderungen und auflerdem wird angenommen, dal das betrachtete
Material im jungfraulichen Zustand isotrop und mikrodefektfrei ist. Nur
linear elastisches Materialverhalten wird betrachtet. Die Schidigungsef-
fekttensoren fiir isotrope and anisotrope Schidigung werden angegeben.
Insbesondere wird auf die Modelle nach Murakami (1988) und Cordebois
& Sidoroff (1979) eingegangen. Ein anisotropes Modell fiir sprédes Ma-
terial, das den Nachgiebigkeitstensor als Schidigungsvariable verwendet,
wird ebenfalls vorgestellt.

Es gibt eine groBe Anzahl an Schidigungsmodellen, die hier nicht alle
vorgestellt werden konnen. Fiir weiterfithrende Betrachtungen und die Be-
handlung der Modelle, die in den Rahmen der im folgenden vorgestellten
Konzepte nicht passen, wird hier auf Krajcinovic (1989), Krajcinovic &
Lemaitre (1987) und Lemaitre & Chaboche (1990) verwiesen.

Das Hauptanliegen ist, hier auf die Schwiche der klassischen Konzep-
te zur dreidimensionalen Erweiterung des Modells von Kachanov hinzu-
weisen und dadurch die spiter gewihlte Interpretation des Schidigungs-
parameters und Vorgehensweise zu motivieren. Insbesondere soll darauf
hingewiesen werden, dafl das sogenannte isotrope Schidigungsmodell ex-
perimentell festgestellte Veranderung der Querkontraktionszahl nicht wie-
dergeben kann und deshalb als ungeeignet gilt.

90
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Weiterhin soll auch herausgestellt werden, dafl die Spannung, die in
der Arbeit von z. B. Murakami (1988) mit o* bezeichnet wird, eine Art
1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor (ein Zweipunkt-Tensor) ist, der
eine bilineare Abbildung zwischen der Momentankonfiguration und einer
fiktiven ungeschadigten Konfiguration darstellt. Der Sinn der Symmetri-
sierung von o* zur Bildung einer symmetrischen Effektivspannung ist des-
halb fraglich, da aus den thermodynamischen Uberlegungen aus Kapitel
4 hervorgeht, daf§ zur Formulierung von geometrisch nichtlinearen Stoff-
gesetzen ein Zweipunkt-Tensor verwendet werden kann. Es wird auch ge-

zeigt, daB trotz der Symmetrisierung anisotrope Modelle nach Murakami
(1988) und Cordebois & Sidoroff (1979) fiir isotropes Verhalten auch die

Anderung der Querkontraktionszahl nicht wiedergeben kénnen.

5.2 Effektivspannungskonzept und Hypothese
der Verzerrungsiquivalenz

Dieses Konzept stellt die alteste und weitestverbreitete Vorgehensweise bei
der Schiadigungmodellierung dar (Lemaitre & Chaboche 1978; Lemaitre &
Chaboche 1990). Es ermoglicht eine direkte Verallgemeinerung des eindi-
mensionalen Modells von Kachanov (1958). Man definiert nach Gleichung
(1.7) den allgemeinen Effektivspannungstensor & als

6=M, 0 (5.1)

wobei der vierstufige Tensor M, den Schadigungseffekttensor bezeichnet
und o den Cauchyschen Spannungstensor. Der Schidigungseffekttensor
charakterisiert den Schadigungszustand des Materials und ist deshalb eine
Funktion des Schadigungsparameters:

M, =M, (d). (5.2)

Weil & symmetrisch ist und damit der Effektivspannungstensor & eben-
falls symmetrisch ist, mufl M, die Symmetrieeigenschaften

My i = My jirg = M ik (5.3)

besitzen. Mit Hilfe der Effektivspannung & wird dann zur Bestimmung
der elastischen Konstanten des geschadigten Materials nach der Hypothe-
se der Verzerrungsdiquivalenz (Lemaitre & Chaboche 1978; Lemaitre &
Chaboche 1990) verlangt, daf§
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung des Effektivspannungskonzeptes und der Hypo-
these der Verzerrungsiquivalenz: (a) geschddigter Zustand; (b) fiktiver, ungeschéidigter
Zustand

die durch die wahren Cauchyschen Spannungen o im geschadig-
ten Material verursachten Verzerrungen genau denen eines unter
der Wirkung der Effektivspannung & stehenden ungeschidigten
Materials entsprechen.

In Abbildung 5.1 ist diese Vorgehensweise schematisch dargestellt, ver-
gleiche z. B. Simo & Ju (1987, Seite 823). \

Der Nachgiebigkeitstensor des geschidigten Materials wird hier mit D
bezeichnet und der des ungeschidigten Materials mit D°. Fiir linear elas-
tisches Materialverhalten lauten die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
fiir das ungeschadigte und geschidigte Material wie folgt

e=D":o, (5.4)

e=D:o. (5.5)
Aus der Hypothese der Verzerrungsiquivalenz folgt
e=D:0=D":0. (5.6)

Mit (5.1) erhilt man aus (5.6) den Nachgiebigkeitstensor D als eine Funk-
tion von D° und M, :

D=D":M, (5.7)
bzw.
M, =C°:D, (5.8)

wobei C° den Elastizititstensor des ungeschadigten Materials bezeichnet.
Die vorletzte Beziehung stellt eine Verallgemeinerung der Beziehung (1.17)
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des Modells von Kachanov (1958) dar. Die Annahme, dafi D die Symme-
trieeigenschaften

Dijir = Djire = Dyjur = Dy (5.9)

besitzt, sowie seine Berechnung aus der Gleichung (5.7) stellen grofie An-
forderungen beziiglich der Symmetrie an den Schidigungseffekttensor M,,.
Dies erschwert die Bestimmung von M, und schrinkt die Anwendung des
Effektivspannungskonzeptes ein.

5.3 Effektivverzerrungskonzept und Hypothese
der Spannungsiquivalenz

Das Effektivverzerrungskonzept ist die Inverse des Effektivspannungskon-
zeptes (Cordebois & Sidoroff 1979). Hier definiert man den Effektivver-
zerrungstensor € als

E=M,:e, (5.10)

wobei der vierstufige Tensor M, den Schiadigungseffekttensor bezeichnet
und € den infinitesimalen Verzerrungstensor. Der Schidigungseffekttensor
beschreibt den Schidigungszustand des Materials und ist deshalb eine
Funktion des Schidigungsparameters:

M, = M.(d). (5.11)

Weil der Verzerrungstensor € symmetrisch ist und damit der Effektivver-
zerrungstensor € ebenfalls symmetrisch ist, werden die folgenden Symme-
trieeigenschaften von M, gefordert:

Meijn = Me i = M jire.- (5.12)

Mit dem Effektivverzerrungstensor € werden die elastischen Konstanten
des geschidigten Materials bestimmt, indem nach der Hypothese der Span-
nungsdquivalenz verlangt wird, daf§

die zur Erzeugung der wahren Verzerrungen € im geschidigten
Material benétigten Spannungen im ungeschadigten Material die
Effektivverzerrungen € hervorrufen sollen.
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Abbildung 5.2: Schematische Darstellung des Effektivverzerrungskonzeptes und der Hy-
pothese der Spannungsiquivalenz: (a) geschidigter Zustand; (b) fiktiver, ungeschidigter
Zustand

Eine schematische Erklarung dieses Konzeptes kann man der Abbildung 5.2
entnehmen, vergleiche Simo & Ju (1987, Seite 823).

Fiir linear elastisches Materialverhalten gilt fiir das ungeschadigte Ma-
terial

o=C":¢ (5.13)
und fiir das geschadigte Material
o=C:e¢, (5.14)

wobei C den Elastizititstensor des geschadigten Materials bezeichnet. Die
Hypothese der Spannungsidquivalenz lautet formelmafig wie folgt

o=C:e=C": ¢ (5.15)
Mit (5.10) erhilt man aus (5.15) fiir C die Beziehung

C=C":M. (5.16)
bzw.

M. =D":C. (5.17)

Die Beziehung (5.16) ist eine Verallgemeinerung der Inverse von (1.17).
Die Annahme, dafl C die Symmetrieeigenschaften

Cijir = Cjimt = Cjinr = Cpus; (5.18)

besitzt, und seine Bestimmung aus (5.16) stellen schwere Anforderungen
an M, und schrinken die Anwendung dieses Konzeptes stark ein.

Damit der aus dem Effektivspannungskonzept und der Hypothese der
Verzerrungsiaquivalenz erhaltene Nachgiebigkeitstensor I gleich der In-
versen des aus dem Effektivverzerrungskonzept und der Hypothese der
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Spannungsiquivalenz bestimmten Elastizititstensors C ist, miissen beide
Schidigungseffekttensoren symmetrisch sein und M, die Inverse M_ ! yon

M.:
M, =M. (5.19)

Man beachte aber, daf} die zwei Konzepte vollig unabhingig voneinander
formuliert und angewendet werden konnen und die letzte Beziehung im
allgemeinen nicht erfiillt werden mu$.

5.4 Effektivspannung und Hypothese der
Aquivalenz der komplementiren elastischen
Energie

Man definiert — siche Abschnitt 5.2 — den allgemeinen Effektivspannungs-
tensor o als

=M, : o,
M, =M, (d), (5.20)
Mo i = Mg jirg = M ik
Hier wird aber — im Gegensatz zum Abschnitt 5.2 — zur Bestimmung von
D eine von Cordebois & Sidoroff (1979, 1982) und Sidoroff (1981) ein-

gefithrte Hypothese der Aquivalenz der komplementdren elastischen Ener-
gie verwendet. Die Hypothese besagt, daf

die komplementire Verzerrungsenergie ¥(o,d) eines durch die
wahre Spannung o belasteten geschiadigten Materials gleich der
komplementédren Verzerrungsenergie ¥°(6',d = 0) eines durch
die Effektivspannung & belasteten ungeschidigten Materials ist.

Fiir linear elastisches Verhalten gilt fiir die komplementéire Energie des
geschiddigten Materials

1
Y(o,d) = 57 D:o, (5.21)
und fiir die des ungeschiadigten

(o) = %a D 0. (5.22)
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Nach der Hypothese von Cordebois & Sidoroff (1979) gilt

Y(o,d) = =), (5.23)

loeDio=26:D:é (5.24)

50 D:o=56:D":6. :
Mit (5.1) folgt aus (5.23) die Beziehung

D=M,:D": M, (5.25)

fiir den Nachgiebigkeitstensor des geschidigten Materials. Beziiglich der
Symmetrieeigenschaften von D stellt die Gleichung (5.25) keine besondere
Anforderungen an den Schiadigungseffekttensor M,. Die hier vorgestellte
Vorgehensweise ist deswegen sehr beliebt und wird oft angewendet. Setzt
man die Spannungs-Dehnungs-Beziehung

o=C:e (5.26)

in die komplementire elastische Energie ein und beriicksichtigt die Hy-
pothese der Aquivalenz der elastischen Verzerrungsenergie, ergibt sich die
Effektivverzerrung & zu

e=M,: e (5.27)
mit M, als Inverse von M,:

M, =M]'. (5.28)

5.5 Isotropes Schiadigungsmodell

Fiir eine praktische Anwendung der vorgestellten Konzepte fehlen noch
die Schidigungseffekttensoren M, und M.. Hier wird auf den Fall einge-
gangen, dafl die Schiadigung isotrop ist und als Schidigungsvariable ein
Skalar d verwendet. wird.

Das sogenannte isotrope Schidigungsmodell — siehe Lemaitre (1985a,
1985b, 1987) und Chaboche (1998) und de Souza Neto, Peri¢ & Owen
(1992) und Steinmann, Miehe & Stein (1994) fiir mogliche Erweiterungen
auf groffe Forméanderungen — stellt die einfachste Verallgemeinerung des
Modells von Kachanov (1958) dar. Fiir dieses Modell wird

M, = (1—-d)"'1 (5.29)
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bzw.
M, =(1-dI=M,’ (5.30)

gewahlt. Hier bezeichnet I den Einheitstensor vierter Stufe. Damit folgt
aus dem Effektivspannungskonzept und der Hypothese der Verzerrungs-
dquivalenz

D= (1-d)~'D" (5.31)

Aus dem Effektivverzerrungskonzept und der Hypothese der Spannungs-
dquivalenz erhilt man

C=(1-d)C=D". (5.32)

Die zwei Konzepte liefern in diesem Fall das gleiche Ergebnis. Fiir den
Fall, daBl das ungeschadigte Material isotrop ist, folgt aus (5.32) fiir C die
Beziehung

C’ijkl = /\5ij5km + u (5ik5jm + 5im5kj) ) (533)
wobei fiir die Laméschen Konstanten A und g
A=1-d)X, p=0-dy (5.34)

gilt und A° und p° die Laméschen Konstanten des ungeschidigten Mate-
rials bezeichnen. Mit (5.33) lautet das konstitutive Gesetz des geschadig-
ten Materials wie folgt

Oi; = Cijklg?gl- (5.35)

Zur Vervollstandigung des Modells fehlen noch die Evolutionsgleichung
fiir d und ein Versagenskriterium.

Fiir elastoplastisches Verhalten wird die folgende additive Aufspaltung
der Verzerrungsgeschwindigkeit & und der freien Energie ¥ angenommen:

€=¢€"+ ¢’ (5.36)
¥ = 4°(e°, d) +¢°(p), (5.37)
wobei hier p die plastische Vergleichsdehnung
2
P2 = ZEP: gP (5.38)

3
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bezeichnet. Mit Gleichung (5.32) kann das elastische Potential in der Form

1 1
pY’ = 56‘* C:ef = 5(1—03)&:e :C et
geschrieben werden. Die zu d arbeitskonjugierte Grofle Y ergibt sich als
oy Y
Y =— = . .39

Nach Lemaitre (1985a) wird von dem folgenden Dissipationspotential fiir
die Schidigung ausgegangen:
, SO Y so+1
= — ), 5.40
v sp+ 1 (So) p ( )
wobei Sy und sg Materialparameter bezeichnen. Die Evolutionsgleichung
fiir die Schadigungsvariable ergibt sich damit zu

R S0
i= g_g;_ _ (_g_o) b (5.41)
Fir die FlieBbedingung oder das plastische Dissipationspotential folgt
F= (l‘ifqd) — oy — k, (5.42)
wobei
3 1/2
Oeqg = (50" : a") (5.43)

die von Misessche Vergleichsspannung bezeichnet, ¢’ den Spannungsde-
viator, oy die Anfangsfliespannung und k die Verfestigungsfunktion. Mit
der assoziierten FlieBregel ergibt sich dann die plastische Verzerrungsge-
schwindigkeit zu

b_O0F 3 1 i

i (1—d)oe, (544
Hier bezeichnet A den Proportionalititsfaktor, der aus der Konsistenzbe-
dingung

F=0 (5.45)
bestimmt wird und die Be- und Entlastungbedingungen
A>0, FL0, AF=0 (5.46)

erfiillt. Fiir das Versagenskriterium wird hier nach Lemaitre (1985a) d. < 1
gewadhlt. Das Modell ist in der Tabelle 5.1 zusammengefafit.
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ELASTISCHES STOFFGESETZ: 0;; = Cjnej,

Cijer(1 — d)™! = X%;56km + 1° (6ik0jm + Oirm k)

(o]

FLIESSFUNKTION: F= (1——-91&3 —oy — k

. 3)\ a”..
FLIESSREGEL: = e~

2(1 - d) Oeq

. S0 1
EVOLUTIONSGLEICHUNG: d= (510) p, p= (3 : )"
VERSAGENSKRITERIUM: d. <1

Tabelle 5.1: Dreidimensionales isotropes Schidigungsmodell

Anmerkung 5.1. Das isotrope Schadigungsmodell gilt als fragwiirdig.
Wie von Rabier (1989) und Ju (1990) gezeigt wurde, ist das Modell nicht
in der Lage, die Verdnderung der Querkontraktionszahl zu modellieren.
Aus den Beziehungen fiir A und u ergeben sich der Elastizitdtsmodul und
die Querkontraktionszahl des geschiadigten Materials zu

E= “(?’%T’” — (1-d)E", (5.47)
A 0
v= 5o = (5.48)

Nach diesqm Modell bleibt v unverdndert und die im Experiment be-
obachtete Anderung von v — siehe z. B. Tang & Lee (1995) — kann nicht
wiedergegeben werden. O

5.6 Anisotrope Schidigungsmodelle

Die Entstehung, das Wachstum und die Vereinigung von Mikrodefek-
ten sind stark richtungsabhingige Phinomene. Mikrodefekte entstehen
iberwiegend an den Korngrenzen, die senkrecht zu den Hauptspannungs-
richtungen stehen. Fiir eine realitdtsnihere Beschreibung der Schadigung
reicht der skalare Damageparameter d nicht mehr aus. Man benétigt einen
Tensor d als Schédigungsvariable, der in der Lage sein muf§

e die Dichte,

e die Abmessungen und Abmessungsverhiltnisse und
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e die Orientierung und Verteilung

der Mikrodefekte zu beschreiben. Aus geometrischen Gesichtspunkten bie-
tet sich ein Vektor, dessen Betrag der Mittelfliche des Mikrodefektes ent-
spricht, und der in Hauptspannungsrichtung zeigt, als Schidigungsvaria-
ble an. Hier wird auf Modelle mit einem Vektor als interne Zustands-
variable nicht eingegangen. Diese Modelle kénnen als Sonderfall des in
Kapitel 6 vorgestellten Modells angesehen werden. In diesem Abschnitt
werden Modelle vorgestellt, die mit Hilfe eines Tensors zweiter Stufe einen
Schidigungseffekttensor oder eine Effektivspannung berechnen und dann
zur Bestimmung des konstitutiven Gesetzes des geschiadigten Materials
entweder die Hypothese der Verzerrungs-, Spannungs- oder Energieidqui-
valenz verwenden.

Anmerkung 5.2. Die Verwendung eines Vektors als interne Zustandsva-
riable ist nur bei sogenannten “orientierten” oder “gerichteten” Medien
zuldssig, siehe Lubliner (1972, Seite 238). Das geschidigte Material kann
aber als orientiert oder gerichtet betrachtet werden. Die Verwendung von
vektoriellen, internen Zustandsvariablen zur anisotropen Schadigungsmo-
dellierung ist deshalb zulassig. )

5.6.1 Modelle nach Murakami (1988)

Zur Definition einer anisotropen Schidigungsvariablen betrachten Mura-
kami & Ohno (1981) und Murakami (1988) ein infinitesimales Dreieck-
element mit den Eckpunkten P, Q und R in der aktuellen geschidigten

Konfiguration B. Die Vektoren P}, PR und die gerichtete Fliache des
Elementes werden mit dx, dy und nda bezeichnet. Durch eine fiktive De-
formation mit dem Deformationsgradienten F¢ wird das Dreieck PQR auf
ein entsprechendes Dreieckselement P*Q" R’ in eine fiktive ungeschidigte
Konfiguration B, abgebildet. Es wird angenommen, dafl das fiktive Drei-
eckselement P"Q" R’ die gleiche lasttragende Flache wie PQ R besitzt. Die
fiktive ungeschidigte Konfiguration B, ist demzufolge mechanisch d4quiva-

lent zur geschidigten Konfiguration B. Der fiktive Deformationsgradient
F bildet dx in dx und dy in dy’ ab:

dx’ = Fdx, (5.49)

dy = F'dy. (5.50)
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Mit Hilfe der Formel von Nanson (2.32) erhilt man fiir da’, die Fliche
von P"Q"R’, die Beziehung

da’ = KF' Tda, (5.51)

wobei K die Determinante des fiktiven Deformationsgradienten F° be-
zeichnet:

K = det(F9). (5.52)
Mit der Umbezeichnung

KF'™"=(1-4d) (5.53)
erhdlt man

da’ = (1 — d)da, (5.54)

wobei 1 hier den Einheitstensor zweiter Stufe bezeichnet und d den Schidi-
gungstensor zweiter Stufe, der den allgemeinen anisotropen Schidigungs-
zustand des Materials beschreibt. Fiir d = 0 - genau wie beim Modell
von Kachanov (1958) - ist das Material ungeschidigt und da” = da. Fiir
d = 1 verschwindet die lasttragende Fliche. Die Beziehung (5.54) stellt
demzufolge eine Verallgemeinerung der Gleichung (1.13) dar. Die Summe
der Oberflachenkrifte auf 0B in B ist

f o nda, (5.55)

oB
wobei o den Cauchyschen Spannungstensor bezeichnet. Dieses Integral
iber 0B in B kann mit der Formel von Nanson (2.32) auf ein Integral
iiber einen entsprechenden Rand 0B, von B, transformiert werden

/ o' Tn'da’ (5.56)
0B,
mit
o' =K 'Flog=(1-d)"e. (5.57)

Man beachte die Ahnlichkeit der Bestimmung von o mit der Herleitung
des 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors im Abschnitt 3.6. Der Span-
nungstensor o ist deshalb eine Art 1. Piola-Kirchhoffscher Spannungs-
tensor, ein Zweipunkt-Tensor. Er verbindet die Kraft in der Momentan-
konfiguration B mit einem fiktiven Flichenelement B, in der fiktiven un-
geschidigten Konfiguration.
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Murakami (1988) bezeichnet o~ als Effektivspannungstensor. Da dieser
nach Murakami (1988) nicht symmetrisch ist, ist er nicht gut geeignet fiir
das Effektivspannungskonzept. Murakami (1988) und Murakami & Ohno
(1981) schlagen deshalb vor, nur den symmetrischen Anteil von & als
Effektivspannung & zu definieren:

b= % (1 -d'o+o1—d] ™), (5.58)

wobei hier zusdtzlich angenommen wird, dafl der Schidigungstensor sym-
metrisch ist. In Voyiadjis & Kattan (1990) wird mit (5.58) ein Modell zur
Beschreibung grofler elastoplastischer Forméanderungen formuliert. In Voy-
iadjis & Thiagarajan (1997) wird ein auf (5.58) basierendes Modell zur Be-
schreibung des Schidigungsverhaltens von Metall-Matrix-Verbundwerk-
stoffen verwendet.

Anmerkung 5.3. Hier wird darauf hingewiesen, dafl der Effektivspan-
nungstensor " (5.57) ein Zweipunkt-Tensor ist. ¢ ist eine bilineare Ab-
bildung, die von der Momentankonfiguration in die fiktive ungeschidigte
Konfiguration abbildet. Die Frage nach der Symmetrie eines solchen Ten-
sors ist sinnlos, da er nicht symmetrisch sein kann (Marsden & Hughes
1983). Man beachte auch die Tatsache, dafl der nominelle Spannungs-
tensor, auch ein Zweipunkt-Tensor, eine bedeutende Rolle in der finiten
nichtlinearen Elastizitits— und Elastoplastizitdtstheorie spielt, siehe z. B.
Ogden (1984a) und Hill (1978). Die thermodynamischen Uberlegungen
aus Kapitel 4 zeigen auch, dafl man zur Formulierung von geometrisch
nichtlinearen Stoffgesetzen den nominellen Spannungstensor verwenden
kann. Fiir eine geometrisch nichtlineare Schadigungstheorie ist die Sym-
metriesierung von o physikalisch unmotiviert. Modelle, die die symmetri-
sierte Effektivspannung (5.58) verwenden, gelten deshalb als fragwiirdig,
weil die Alternative zu dem unsymmetrischen Spannungstensor (5.57) der
2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor

S* = (detF%) 'FioFT (5.59)
oder mit Gleichung (5.53)
S* = [det(1 = d)]*(1 —d) "o (1 —d)! (5.60)

wére, der vollstandig in der fiktiven ungeschidigten Konfiguration defi-
niert und symmetrisch ist.
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Der fiktive Deformationsgradient F¢ ist ein Zweipunkt-Tensor. Dem-
zufolge ist der durch Gleichung (5.53) eingefiihrte Schidigungtensor auch
ein Zweipunkt-Tensor. Die Standardannahme, die im Zusammenhang mit
(5.58) gemacht wird, da der Schidigungstensor symmetrisch ist, ist also
vergleichbar mit der Annahme, dafl der elastische Anteil F°® der multipli-
kativen Zerlegung des Deformationsgradienten symmetrisch ist.

Zum Schluf sei hier angemerkt, dafl mit der Effektivspannung o, einer
sinnvollen Evolutionsgleichung fiir die Schidigungsvariable, einem Ver-
sagenskriterium, dem Effektivspannungskonzept und der Hypothese der
Verzerrungsidquivalenz und Gleichung (4.47) im Prinzip ein geometrisch
nichtlineares anisotropes Schidigungsmodell vorliegt. O

5.6.2 Modelle nach Cordebois & Sidoroff (1979)

Im folgenden soll ein Schiadigungseffekttensor vorgestellt werden, der auf
die Arbeiten von Cordebois & Sidoroff (1979, 1982) und Sidoroff (1981)
zuriickgeht und mit der Hypothese der Energiedquivalenz zur Modellie-
rung von anisotroper Schadigung angewendet wird.

Als Schidigungstensor wird ebenfalls ein symmetrischer Tensor zweiter
Stufe verwendet. Die Eigenwerte des Schidigungstensors werden mit dy, ds
und dsz bezeichnet. Fiir den Fall, dal Spannungs- und Schidigungstensor
koaxial sind, schlagen Cordebois & Sidoroff (1979) die Verallgemeinerung

o=0(1-d)™! (5.61)

der eindimensionalen Effektivspannungsbeziehung (1.7) vor. Da die Effek-
tivspannung nach der letzten Gleichung im allgemeinen nicht symmetrisch
ist, geben Cordebois & Sidoroff (1979) die folgenden drei Methoden zur
Symmetrisierung von o an:

6 = (1-d)2-0-(1-d)77, (5.62)
o = % (1-d)le+o(1-d)7"], (5.63)
& = (1-d)é+6(1-d). (5.64)

Die Effektivspannung (5.63) ist identisch mit der Effektivspannug von
Murakami (1988) und Murakami & Ohno (1981). Im folgenden wird nur
auf die Symmetrisierung (5.62) eingegangen. Unter der Annahme, daf} die
Schidigung nur die Hauptspannungen beeinflufit (Cordebois & Sidoroff
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1979), kann (5.62) im Hauptspannungsraum in Matrizenschreibweise in
folgender Form geschrieben werden:

{6} =M, {o}. (5.65)

Der Schidigungseffekttensor {M,,| hat die Darstellung

1
(1-d;) [1) 0
Mool=| 0 =z (13' : (5.66)
0 0 (1-ds)

Die Spaltenvektoren {o} und {é} besitzen die Form

{O‘}T = {01,02,03}, {&}T = {5‘1,52, 53}, (5.67)

wobei hier o, 03 und o3 die Eigenwerte des Spannungstensors bezeich-
nen und 4y, 62 und &3 die Eigenwerte des Effektivspannungstensors. Man
beachte, daB fiir isotrope Schidigung mit

dy=dy=ds=d (5.68)

die Effektivspannung (5.65) im Zusammenhang mit dem Effektivspan-
nungskonzept und der Hypothese der Verzerrungsidquivalenz einen un-
symmetrischen Nachgiebigkeitstensor ergibt, siche Sidoroff (1981, Seite
240).

Die Annahme, daB Damage nur die Normalkomponenten des Span-
nungstensors beeinflufit, ist zu einschrankend. Zur Beriicksichtigung des
Einflusses der Schidigung auf die Schubkomponenten des Spannungsten-
sors schlagen Chow & Wang (1987) vor, den folgenden “allgemeinen”
Schidigungseffekttensor zu verwenden:

M,, O
M= M |- (5.69)
Der Tensor M, wird wie folgt definiert
i, . -
(1-d1)(1-dy) (1) 0
M,,] = 0 V/(1—d:)(1-ds) 0 ’ (5.70)
0 0 1
| V/(1-ds)(1—d,) _
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und O bezeichnet hier eine drei mal drei Matrix, die iiberall mit Nul-
len besetzt ist. Zur Berechnung der Effektivspannung verwendet man im
Hauptachsensytem des Schadigungstensors die folgende Beziehung:

{6} = M,]{o}, (5.71)
wobei {6} und {o} die Spaltenvektoren

{6} = {011,522, 533, 512, 613, 523} (5.72)
und

{O-}T = {0117 022,033,012, 013, 023} (573)

bezeichnen. Man beachte, daB der Vorschlag von Chow & Wang (1987)
einfach einer Auswertung der Gleichung (5.62) von Cordebois & Sidoroff
(1979) in den Hauptachsen des Schidigungstensors entspricht, und dafi der
Schidigungseffekttensor (5.66) ein Sonderfall von (5.69) ist. Der Schadi-
gungseffekttensor (5.69) wird hiufig in der Literatur verwendet, siehe z. B.
Zhu & Cescotto (1995) und die darin zitierten Arbeiten.

Nach Gleichung (5.25) aus Abschnitt 5.4 gilt fiir den Nachgiebigkeits-
tensor des geschiadigten Materials die Beziehung

D] = M,] [D°] [M,] (5.74)

mit [M,] aus Gleichung (5.69) bzw. & aus (5.62). In Matrizenschreib-
weise lautet die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in den Hauptachsen des
Schadigungstensors wie folgt

{e} =Dj{c}. (5.75)

Zur Bestimmung der Evolutionsgleichung fiir d wird genauso wie beim
isotropen Modell vorgegangen. Aus dem komplementiren elastischen Po-
tential

¥ = (o} Bl{o} = 5{o)" M.] D] M,) {)

wird die zu d arbeitskonjugierte Grofle Y durch partielle Ableitung von
¥ nach d bestimmt:
v

=% (5.76)
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Mit Y wird ein Dissipationspotential fiir die Schadigung
¢ =¢(Y,d,--) (5.77)

definiert, aus dem man dann die Evolutionsgleichung fiir d durch partielles
Ableiten von ¢ nach Y erhalt :

Y I
d=—(Y,d, ). T
SE(vd) (578)
Hier sollen diese kurzen Ausfithrungen ausreichen. Fiir weitergehende Be-

trachtungen wird noch einmal auf die Arbeit von Zhu & Cescotto (1995)
verwiesen.

Anmerkung 5.4. Fiir isotrope Schadigung sind alle Eigenwerte des Schi-
digungstensor gleich. Daraus folgt

1 100
M,,] = M,,] = ) 010 (5.79)
001
Der Schidigungseffekttensor (5.69) vereinfacht sich demnach zu
M, =(1-d)™1, (5.80)

wobei I den Einheitstensor vierter Stufe bezeichnet, und man erhilt fur
den Elastizitdtstensor die Beziehung

C=(1-d°’C°=D"". (5.81)

Fiir anfanglich isotropes Material folgt daraus

C=X1®1+2pl, (5.82)
wobei
A=1-d?*X, p=0-d)?*p (5.83)

gilt und A° und p° die Laméschen Konstanten des ungeschidigten Mate-
rials bezeichnen. Dieses Modell kann demnach genauso wie das isotrope
Schidigungsmodell nicht die Anderung der Querkontraktionszahl wieder-
geben. Siehe Anmerkung 5.1. O
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5.7 Modelle mit dem Nachgiebigkeitstensor als
Schadigungsvariable

Selbstkonsistente und mikromechanische Berechnungen von z. B. Budians-
ky & O’Connel (1976) und Horii & Nemat-Nasser (1983) — siehe auch
Quent (2001) — zeigen, dafl der Nachgiebigkeitstensor eines Materials mit
verteilten Mikrodefekten sich additiv in der Form

D =D+ D’ (5.84)
zusammensetzt. Hier bezeichnet D’ den Nachgiebigkeitstensor des un-
geschidigten Materials und D den Zuwachs aufgrund der Schidigung.
D? kann als MaB fiir die Schidigung angesehen werden. Mit Hilfe die-
ser Erkenntnis haben unter anderem Dougill (1975), Ortiz (1985), Simo
& Ju (1987), Ju (1989) und Lubarda & Krajcinovic (1995a) Modelle fiir
sprodes Material mit dem Nachgiebigkeitstensor als Schidigungsvariable
vorgestellt.

Das Modell, das hier kurz vorgestellt wird, geht auf die Arbeiten von
Ortiz (1985) und Lubarda & Krajcinovic (1995a) zuriick. Es wird bei die-
sem Modell von der folgenden allgemeinen Form der Gibbsschen Energie
eines Materials mit einer stetigen Verteilung von Mikrodefekten ausge-
gangen:

¢ = —21—11) t(o®@o) — ey, (5.85)
wobei o den Cauchyschen Spannungstensor und ¢, die zur Erzeugung der
Mikrodefekte benotigte Oberflachenenergie kennzeichnet. Mit der Zerle-
gung des Nachgiebigkeitstensors (5.84) nimmt die Rate der Gibbsschen
Energie die Form

. . 1
d=D: (a®c'f)+]])d::§(a®a)-—é7 (5.86)

an. Fur einen isothermen Prozef} folgt aus dem 1. Hauptsatz der Thermo-
dynamik

®=0:€+0s, (5.87)
wobei © die absolute Temperatur bezeichnet, s die Entropie. (©3) stellt
demzufolge die Rate der Energie dar, die wahrend des Schidigungsprozes-
ses dissipiert wird. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt die Spannungs-
Dehnungs-Beziehung

e=D:o (5.88)
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und die Gleichung

0s=D":Y-¢, (5.89)
wobei der Tensor vierter Stufe

Y= %(a‘ ®@0a) (5.90)

die zu der Schidigungsvariable D arbeitskonjugierte Gréfle bezeichnet.
Analog zur FlieBfliche in der klassischen Plastizitdtstheorie wird eine
Schidigungsflache

¢ =¢'(a) —R(p) =0, (5.91)

die elastisches Materialverhalten ohne und mit Schiadigung trennt, ange-
nommen und eine FlieBregel fiir den Nachgiebigkeitstensor in der folgen-
den Form:

-4 .00
]D “"pg?)

wobei {2 ein Schidigungsdissipationspotential bezeichnet und eine Funk-
tion der treibenden Kraft Y ist:

Q = Q(Y). (5.93)

(5.92)

p = 0 ist die Rate eines monoton wachsenden skalaren Parameters p und
wird aus der Konsistenzbedingung ¢ bestimmt:

dp” . dR.
mit ) -
.1 /3y . dR

Analog zur Plastizitdtstheorie konnen die Be- und Entlastungsbedingun-
gen fiir die Schidigung in folgender Kuhn-Tucker-Form angegeben werden:

p20, ¢ <0, py’=0. (5.96)

In der Regel wird von einer assoziierten Fliefiregel, d. h. Q = ", ausgegan-
gen; die einzige und wesentliche Schwierigkeit bei diesem Modell besteht
darin, ein sinnvolles Dissipationspotential, das die Richtungsabhingigkeit
der Schidigung beriicksichtigt, anzugeben.



Kapitel 6

Materialmodell — Elastisches
Verhalten

6.1 Einleitung

Aus den Betrachtungen in Kapitel 5 geht hervor, dafl Effektivspannungs-
und -verzerrungskonzepte keine ausreichende Beschreibung des Material-
verhaltens bieten. Das isotrope Schiadigungsmodell, eine ad hoc Erweite-
rung des eindimensionalen Modells von Kachanov auf den dreidimensio-
nalen Zustand, ist nicht in der Lage die Verdnderung der Querkontrak-
tionszahl wiederzugeben. Die Symmetrisierung des nominellen Spannungs-
tensors zur Bildung der Effektivspannung bei anisotropen Schiadigungs-
modellen erscheint physikalisch unmotiviert. Und trotz der Symmetrisie-
rung konnen fiir isotrope Schidigung anisotrope Effektivspannungsmo-
delle auch nur die Anderung einer einzigen elastischen Materialkonstante
beschreiben.

Die Entstehung, das Wachstum und die Vereinigung von Mikrodefekten
sind richtungsabhingige Phinomene, da die Mikrodefekte {iberwiegend an
den Korngrenzen entstehen, die senkrecht zu den Hauptspannungsrichtun-
gen stehen. Abgesehen also von dem einfachen aber nicht trivialen Sonder-
fall, bei dem das Material anfinglich isotrop ist und die Mikrodefekte alle
Poren sind, fithrt die Schadigung zu einer Verdnderung der Materialsym-
metrie. In einem makroskopischen, phianomenologischen Rahmen wird die
sogenannte Anfangs- oder Mikrostrukturanisotropie durch die Einfiihrung
von Struktur- oder Materialtensoren modelliert, siche Doyle & Ericksen

(1956), Spencer (1984) und Boehler (1987a, 1987b).
Die durch die Schadigung induzierte Anisotropie kann bei einer makro-

109
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skopischen und phinomenologischen Modellierung von der Mikrostruk-
turanisotropie nicht unterschieden werden. Zur Entwicklung eines neu-
en Schidigungsmodells wird deshalb zusitzlich der Schidigungsparame-
ter als ein mit der Deformation sich entwickelnder Strukturtensor be-
trachtet. Mit Hilfe dieser neuen Interpretation kann bei der Beschreibung
der Mikrostrukturdnderung durch die Schidigung auf die Ergebnisse aus
den Arbeiten von z.B. Spencer (1984) und Boehler (1987c) zuriickgegrif-
fen werden. Aus der klassischen Interpretation als interne Zustandsvaria-
ble ergeben sich die konstitutiven Gleichungen und die thermodynami-
schen Einschrinkungen aus der Theorie der Thermodynamik mit inter-
nen Zustandsvariablen, siehe Coleman & Noll (1963), Coleman & Gurtin
(1967) und Lehmann (1984). Mit dieser doppelten Interpretation wird die
Schidigungsmodellierung reduziert auf

e die Formulierung von thermodynamisch konsistenten Evolutionsglei-
chungen fiir den Schiadigungsparameter,

e die Festlegung von Versagenskriterien und
e die Bestimmung von Materialkonstanten.

Der Rahmen fiir finite Elastoplastizitdt, der vor kurzem von Xiao,
Bruhns & Meyers (2000a) vorgeschlagen wurde, ist nicht auf eine be-
stimmte Materialsymmetrie beschrankt. Er ist deshalb gut geeignet fiir
die Schidigungsmodellierung und wird als Basis fiir das Schidigungsmo-
dell verwendet, d. h. Dehnungs— und Spannungsmafe sind die logarithmi-
schen Henckyschen Dehnungstensoren und ihre arbeitskonjugierten Span-
nungen. Fiir die Ratenformulierung von konstitutiven Beziehungen wird
die Log-Rate verwendet. Aulerdem wird die additive Aufspaltung der
Verzerrungsgeschwindigkeit mit der multiplikativen Zerlegung des Defor-
mationsgradienten kombiniert. Es folgt, daf8 fiir das Schadigungsmodell
die Diskrepanzen zwischen der Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit
und des Deformationsgradienten verschwinden. Fiir die multiplikative Zer-
legung des Deformationsgradienten wird die Objektivitdtsforderung im
allgemeinen Sinne erfiillt, und das Materialmodell ist kinematisch konsis-
tent.

Das im folgenden und im n#chsten Kapitel vorgestellte Schidigungs-
modell bezieht sich nur auf metallische Werkstoffe. Die Betrachtungen
beschréanken sich auf die sogenannte duktile plastische Schadigung, d. h.
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es wird davon ausgegangen, dafl die Entstehung, Ausbreitung und Verei-
nigung von Mikrodefekten nur durch (grofie} plastische Formanderungen
hervorgerufen wird. Es werden desweiteren auch nur die Falle betrach-
tet, bei denen Materialschddigung durch Normalbruch und Delamina-
tion hervorgerufen wird. Schidigung durch Mikroscherbandbildung und
-wachstum, wie sie z. B. bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen auftritt,
siehe Bruhns & Diehl (1989}, wird ausgeschlossen. Die Betrachtungen be-
schranken sich auflerdem auf isotherme Prozesse und das ungeschidigte
oder jungfrauliche Material wird als isotrop und mikrodefektfrei angenom-
men. Die Vorgehensweise ist rein phanomenologisch, und auf Makroebene
wird die Schidigung als eine mit der Belastung einhergehende Anderung
der Materialeigenschaften und Materialsymmetrien angesehen. Es werden
aber mikromechanisch abgeleitete Ergebnisse verwendet, um die Theorie
abzusichern.

Die Uberlegungen in diesem Kapitel beschranken sich auf die Motiva-
tion fiir die Wahl der Schidigungsvariable, das verwendete Versagenskrite-
rium, die Modellierung von aktiver /passiver Schédigung und auf den elas-
tischen Anteil des Materialmodells sowie auf die exakt integrierbare Euler-
sche Formulierung hyperelastischen Verhaltens, d.h. auf die Angabe des
komplementiren hyperelastischen Potentials ¥ und des rein elastischen
Anteils D¢ der Verzerrungsgeschwindigkeit in einer exakt integrierbaren
Form. Auf das plastische Materialverhalten und die Evolutionsgleichungen
fiir die Schadigungsvariable wird im nichsten Kapitel eingegangen.

6.2 Schidigungsvariable

Es wird angenommen, dafl das Material in der spannungsfreien Ausgangs-
konfiguration mikrodefektfrei und isotrop ist. Durch die Schidigung ent-
stehen Mikrodefekte, die eine Verdnderung der Materialsymmetrie her-
vorrufen, sieche Abbildung 6.1. In einem makroskopischen, phidnomeno-
logischen Rahmen ist die durch Schidigung induzierte Anisotropie nach
Belastungsende von der materiellen Anisotropie nicht mehr zu unterschei-
den. Sie kann deshalb als eine materielle oder mikrostrukturelle Anisotro-
pie behandelt oder angesehen werden.

Zur Beschreibung von allgemeiner mikrostruktureller Anisotropie, die
sich mit der Deformation des Materials nicht weiterentwickelt, werden im



112 KAPITEL 6. MATERIALMODELL — ELASTISCHES VERHALTEN

Abbildung 6.1: Schematisch dargestellt sind die Anfangs-, Momentan- und Zwischenkon-
figurationen By, B und B. In B, ist das Material ungeschddigt und isotrop, in B und B
geschidigt und besitzt von der Schadigung induzierte Vorzugsrichtungen

allgemeinen sogenannte Struktur- oder Materialtensoren verwendet, siehe
Doyle & Ericksen (1956), Spencer (1984), Boehler (1987c) und Boehler &
Sawczuk (1976). Boehler (1987c) z. B. verwendet die Materialtensoren

mij = (n‘i & nj)a Z;J = 172737 (61)

wobei (ny, ng, n3) drei orthonormale Vektoren bezeichnen, d.h. ||n;f| =1
und n; - n; = d;;. ® bezeichnet das dyadische oder tensorielle Produkt.
Der Strukturtensor ist im allgemeinen ortsabhingig, d. h. m;; = m;;(x),
und traditionell wird davon ausgegangen, dafl er sich mit der Zeit nicht
dndert.

Durch die Aufnahme von m = my;; in das elastische Potential, in die
FlieBbedingung und in das FlieBpotential 148t sich ein in n;-Richtung fa-
serverstirktes Material modellieren. Fiir ein orthotropes Material verwen-
det man die Menge m = {my;, mgy, m33}. Die vollstindigen Ergebnisse
fiir die hier genannten Falle kénnen der Arbeit von Spencer (1984) ent-
nommen werden.

Zur Beriicksichtigung der Schidigung wird hier ein symmetrischer, po-
sitiv semi-definiter Tensor zweiter Stufe d als Schidigungsparameter ein-
gefithrt. Die Strukturtensoren in Gleichung (6.1) stellen ein Basissystem
dar. Der Schidigungstensor kann in der Form

d= dij m;; (62)

angegeben werden, wobei d;; die Komponenten des Schédigungstensors
beziiglich (6.1) darstellen. Der Schidigungstensor kann deshalb als ein
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allgemeiner und sich mit der Deformation entwickelnder Materialtensor
angesehen werden.

Aus dieser Deutung folgt z. B., dal zur Beschreibung von schiadigungs-
induzierter Anisotropie auf Ergebnisse, die mit Strukturtensoren und zur
Modellierung von faserverstirkten Werkstoffen hergeleitet wurden, zuriick-
griffen werden kann. Die im folgenden vorgestellte Schidigungsmodellie-
rung geschieht deshalb in Anlehnung an die Arbeiten von Spencer (1984)
und Boehler (1987a, 1987c). Es lafit sich damit auch auf natiirliche Art
und Weise eine Beziehung fiir die Transformation des Schadigungstensors
zwischen den verschiedenen Konfigurationen angeben: ein Vektor n; bzw.
der Strukturtensor m;; in der Referenzkonfiguration geht nach der Defor-
mation in F n; bzw. F m;; F" iiber. Mit dieser Uberlegung ergibt sich aus
(6.2) die folgende Transformationsbeziehung fiir den Schidigungstensor:

d(x) = Fd(X) F", (6.3)

wobei d(X) den Schadigungstensor in der Referenzkonfiguration bezeich-
net. Nach Hill (1978) und Ogden (1984a) ist d(x) der induzierte Tensor
von d(X). d(X) und d(x) sind objektive Tensoren, d.h. bei einem Be-
zugssystemwechsel (2.2) transformieren sich d(X) und d(x) wie folgt

d'(X) = d(X), (6.4)

d’(x) = Qxd(x). (6.5)

Anmerkung 6.1. Der Tensor zweiter Stufe enthilt natiirlich zusatzlich
zu dem trivialen Fall, dafl er gleich Null und das Material somit mikrode-
fektfrei ist, zwei wichtige Sonderfélle: der erste Sonderfall liegt vor, wenn
sich die Schadigung so entwickelt, dafl nur eine Komponente des Schadi-
gungstensors, z. B. dj; = d, von Null verschieden ist. Es gilt dann

d=d (n1 & 111). (66)

Diese Form entspricht dem vektoriellen Schidigungsparameter und dem
Strukturtensor zur Modellierung von transversaler (An)Isotrope. Im zwei-
ten Sonderfall, auf den spater noch eingegangen wird und der in dieser Ar-
beit im Abschnitt 7.2.1 eine wichtige Rolle spielt, entspricht der Schadi-
gungstensor dem Kugeltensor:

d=d1. (6.7)

In diesem Fall liegt dann isotrope Schidigung vor. O
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6.2.1 Spektralzerlegung des Schidigungstensors

Die Eigenwerte des Schiadigungstensors d werden mit d 4 kennzeichnet und
die zugehdrigen orthonormalen Eigenvektoren mit n4. Die Spektralzerle-
gung des Schadigungstensors lautet

3
d= sz n? @n?, ||n?|=1 (6.8)
A=1

Fiir den Fall, daB8 der Schiadigungstensor mehrfache Eigenwerte hat, sind
die Eigenvektoren nicht mehr eindeutig. In diesem Fall ist es vorteilhaft,
Eigenprojektionen zu verwenden, da diese immer eindeutig angegeben
werden kdnnen:

d= i dy do, (6.9)
o=1

wobei n die Anzahl ungleicher Eigenwerte bezeichnet. Die Eigenprojek-
tionen werden aus der Formel von Sylvester (2.57) berechnet.

Der Eigenwert d, stellt ein Maf fiir die Abnahme der lasttragenden
Flache in n?-Richtung dar; fiir den Fall, daB alle Eigenwerte gleich sind,
wird er als der Porenvolumenanteil betrachtet. Daraus folgt, dafl

dy >0, 0=1,2,3 (6.10)

gelten mufl. Der Schidigungsparameter ist demzufolge aus physikalischen
Griinden positiv semi-definit. Diese Tatsache ist bei der Aufstellung der
Evolutionsgleichung fiir die Schadigungsvariable unbedingt zu beriicksich-
tigen. Die Annahme, daf der Schidigungsparameter symmetrisch ist, wird
damit gerechtfertigt und stellt demzufolge keine Einschrankung dar.

Fiir das eindimensionale Modell von Kachanov (1958) wird angenom-
men, dal Bruch oder Versagen des Materials erst bei

d. =1bzw. Y. =0

eintritt. Diese Annahme ist experimentell nicht bestitigt worden (Le-
maitre 1985a), und ein einfaches und repréisentatives Modell wie das Fibre-
Modell von Hult (1987) zeigt, dafl Versagen viel frither eintritt und zwar
bei d. < 0,5. Im Rahmen einer axiomatischen Schadigungstheorie ergibt



6.2. SCHADIGUNGSVARIABLE 115

sich nach Mariano & Augusti (1997) ein modifiziertes Versagenskriterium
unter Anwendung der Palmgren—Miner-Regel in der Form

d.=Y» di<n, 0<n<1, (6.11)
i=1

wobei 7 eine von der Reihenfolge der Belastung abhingige Konstante
ist. Demzufolge tritt das Versagen des Materials viel frither ein und der
Fall d. = 1 liegt nur bei den Testversuchen zur Bestimmung der Anzahl
der Umdrehungen bis zum Versagen bzw. Lebensdauerzeit vor. Nach der
selbstkonsistenten Methode ergibt sich auch d. = 0,5 (Budiansky 1965).
Mikromechanische Berechnungen von Hill (1965) und die Betrachtungen
von Rabier (1989) bestétigen dieses Ergebnis. Deswegen wird hier

d.=0,5 (6.12)

verwendet. Fiir isotrope Schidigung ist der Schidigungstensor ein Kugel-
tensor. Man kann in diesem Fall d, als den kritischen Porenvolumenanteil
ansehen. Dafl das angenommene Versagenskriterium sinnvoll ist, folgt mit
dieser Interpretation aus der Tatsache, dafl ein Quader mit einer Pore in
der Mitte keine Lasten mehr tragen kann, wenn der Porenvolumenanteil
den Wert /6 ~ 0, 52 erreicht hat, siche Rabier (1989).

6.2.2 Aktive/passive Schidigung '

Andert sich die Belastungsrichtung z. B. von Zug auf Druck kann die
Schidigung inaktiv werden, da sich die Mikrodefekte schlieflen. Im ge-
schlossenen Zustand beeinflussen die Mikrodefekte die elastischen Eigen-
schaft des Materials nicht mehr. Zur Modellierung dieses Effektes bzw.
Berechnung des aktiven Anteils des Schiadigungstensors wurden viele Vor-
schlage gemacht. Die folgenden kurzen Ausfithrungen beziehen sich aber
auf eine Idee von Ortiz (1985), die von Hansen & Schreyer (1994, 1995)
aufgenommen und weiter entwickelt wurde. Fiir Details wird auf diese Ar-
beiten verwiesen. Im folgenden werden aber Eigenprojektionen verwendet,
im Gegensatz zu den Eigenvektoren in Hansen & Schreyer (1994, 1995).

Es wird von den folgenden Spektralzerlegungen des gesamten Verzer-
rungstensors h und des elastischen Anteils h® des Verzerrungstensors aus-
gegangen:

h= En:hc,Ba, he = Zn:thg, (6.13)
=1 o=1
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wobeil h, bzw. h{, den o-ten Eigenwert von h bzw. h® bezeichnet und B,
bzw. B;, die entsprechenden orthonormalen Eigenprojektion und n die
Anzahl ungleicher Eigenwerte. Damit werden die normalen Spektralpro-
jektionstensoren

Q=YB, s=Y B (6.14)
o=1 o=1

und die positiven Spektralprojektionstensoren
Q*=> H(h,)B,, S'=) H(h)B; (6.15)
o=1 o=1

definiert. Hier bezeichnet H die Heavisidesche Einheitsfunktion. Man be-
achte, dafl h und B die gleichen Eigenprojektionen B, besitzen, und da8,
aufgrund von (2.55), Q bzw. S der Einheitstensor zweiter Stufe ist. Aus re-
chentechnischen Griinden ersetzt man die Heavisidesche Einheitsfunktion
durch die stetige Funktion

0 fir z < z,,
2h(z) = {1 — cos [”ﬁ::;”f’:)]} fir z, <z <z (6.16)
2 fir =z > zp,

wobei z,, und z, Materialparameter bezeichnen. Die vierstufigen positiven
Spektralprojektionsoperatoren P* und R* — zur Berechnung der positiven
Projektion der Dehnungstensoren — werden dann mit Hile der Spektral-
projektionstensoren und unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.55) wie
folgt eingefiihrt

Piw = QnQ5QrQu = Q1Q5, (6.17)

Riu = SiaSihSkaS = S;S3. (6.18)
Damit kénnen dann die positiven Projektionen von h und h°

h*t = P*h, (6.19)

h*t = R'h’ : (6.20)

berechnet werden. Der positive Projektionsoperator Tt zur Berechnung
des aktiven Anteils d¥ des Schidigungstensors d wird wie folgt definiert

T"=1-{-P"):I-R"). (6.21)
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Fall | h¢ | hi | Betrag | h | Schidigung
1 | + | + | ke > A |+ aktiv
2 |+ |+ | |k < b | + aktiv
3 |+ | — | |k >R | + aktiv
4 |+ | = | |re < || = aktiv
5 | — | + | |k >|hi| | — | inaktiv
6 | — | + | |hf < |H] |+ aktiv
7 | — | = ||k > || | - inaktiv
8 | — | — | |k < ||| — inaktiv

Tabelle 6.1: Aktive Schidigungsbedingung

Hier bezeichnet I den Einheitstensor vierter Stufe. Der aktive Anteil d*
des Schiadigungstensors und der passive oder nicht aktive Anteil d~ werden
dann aus

d*=T":d (6.22)
und
d=(10-T%:d (6.23)

berechnet. Damit ergibt sich die folgende additive Zerlegung des Schadi-
gungstensors:

d=d"+d". (6.24)

Die aktiven/passiven Fille, die sich aus (6.22) fiir den eindimensiona-
len Fall ergeben, sind in der Tabelle 6.1 dargestellt. Im folgenden ist
mit Schidigungsvariable oder -tensor immer der aktive Anteil der Schidi-
gungsvariable gemeint und zur Vereinfachung der Notation wird d fiir d*
verwendet.

6.3 Komplementires hyperelastisches Potential

Nach den thermodynamischen Uberlegungen in Kapitel 4 ist die spezifi-
sche freie Enthalpie @ eine eindeutige Funktion der Spannung II, der ab-
soluten Temperatur © und der Menge A der internen Zustandsvariablen:

® = (11,0, A), (6.25)

A =R"xa, (6.26)
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wobei II den zum referentiellen Henckyschen Dehnungstensor H arbeits-
konjugierten Spannungtensor bezeichnet, © die absolute Temperatur und
R den Rotationstensor. A bzw. a besteht aus der kinematischen bzw. iso-
tropen Verfestigungsvariable o bzw. k und Schiadigungsvariable d — siehe
Gleichung (4.2). Es wird angenommen, dafl die Schidigungsvariable das
einzige Element der Menge der internen Zustandsvariablen sei, das das
elastische Materialverhalten beeinflut. Aulerdem sind die Betrachtung-
en hier auf isotherme Prozesse beschrankt, und nach Lehmann (1989) wird
von der folgenden additiven Zerlegung von ® ausgegangen:

& = &°(I1, RT x d) + P'(A). (6.27)

®° bezeichnet den elastischen oder reversiblen Anteil der freien Enthal-
pie und &', dessen konkrete Form im nichsten Kapitel angegeben wird,
den inelastischen Anteil. ®° hingt von der Spannung und der Schidi-
gungsvariablen ab. Das komplementire hyperelastische Potential 3 des
Materials in der Referenzkonfiguration wird durch die folgende Beziehung
eingefiihrt:

Y = pe®° = S(IL, R™ * d). (6.28)

Aus der thermischen Zustandsgleichung (4.62) folgt fiir den elastischen
Anteil H® des referentiellen Henckyschen Dehnungstensors die Beziehung

> (
oI
Die Beziehung (6.29) entpricht Gleichung (28) in Xiao, Bruhns & Meyers
(2000a). Mit Hilfe von Lemma B von Xiao, Bruhns & Meyers (2000a)
folgt, da3 das Potential ¥ in der Eulerschen Darstellung eine Funktion

von 7 und d ist! und die partielle Ableitung von ¥ nach der Spannung 7
den elastischen Anteil h® von h ergibt. Es gilt also

He II,R™ +d). (6.29)

0X ox

st ¥ eine skalarwertige isotrope Tensorfunktion von Il und RT x d, dann gilt
(L, RT xd) = B(Q+IL,Q+xRT «d) Q € 50;.

Wiahit man Q = R und verwendet (3.112) und (1.33),, folgt sofort (6.30).
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und die rdumliche Form der thermischen Zustandsgleichung (6.29) lautet

oz

o

wobei die Beziehung (2.62) verwendet wurde.

Nach dem Prinzip der materiellen Objektivitat bleibt das komplemen-
téare hyperelastische Potential ¥ bei einer Beobachtertransformation (2.2)
unveridndert. Der Spannungstensor 7 und der Schidigungstensor d sind
objektive Eulersche Tensoren. ¥ mufl deshalb fiir jeden beliebigen Dreh-
tensor Q € SO; der Invarianzbedingung

E(w,d) =2(Q*m, Qxd) (6.33)

h* (7, d), (6.32)

geniigen. Das hyperelastische Potential ¥ ist also eine isotrope Tensor-
funktion von 7 und d und ist nach dem Darstellungssatz fiir isotrope
Tensorfunktionen (mit # = A; und d = A;) eine Funktion der 10 Grund-
invarianten (1.39). Daraus 148t sich unter Berticksichtigung nur linearer
Terme in d die Ndherungsfunktion

2% =n (tr [w])% + 2mtr [7%] 4+ 2natr [w]tr [wd] + 4natr [w2d]
(6.34)

fiir ¥ konstruieren. Hier bezeichnen 7, — ny Ansatzfreiwerte, die im all-
gemeinen Funktion der Grundinvarianten von 7 und d sind. In Index-
schreibweise gilt

23 = ﬂ'z'jDijklﬂ'kl (635)
mit dem Nachgiebigkeitstensor

Dijrr = m0ii0k + n2(0ikdj1 + 0idjx) + m3(dsjdr + ridij)

6.36
+ n4(5ikdjl + i'sz'ldjk + (Sjkdil + 5jldik)- ( )

In Schiefle (1994) und Bruhns & Schiesse (1996) wird ebenfalls von der
Beziehung (6.36) ausgegangen.

Es wird hier angenommen, daf§ das ungeschadigte oder jungfrauliche
Material isotrop und mikrodefektfrei ist. Mikromechanische Uberlegung-
en, siche z. B. Budiansky & O’Connel (1976) und Horii & Nemat-Nasser
(1983), zeigen dann, dafl man den Nachgiebigkeitstensor additiv in einen
ungeschidigten oder isotropen und einen schidigungsinduzierten Anteil
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aufspalten kann und daf8 der isotrope Anteil gleich dem Nachgiebigkeits-
tensor des jungfraulichen Materials ist. Demnach gilt

D =D’ + D° (6.37)
mit

D =m1®1+2nl (6.38)
und

Dk = n3(8ijdr+0radi;)

+ na(0irdji + Sud;x + Sndi + 6judir).

Hier bezeichnet 1 den Einheitstensor zweiter Stufe und I den symmetri-
schen Einheitstensor vierter Stufe. Der Anteil D° des Nachgiebigkeitsten-
sors ist die Inverse des Elastizitdtstensors

C'=X1®1+2.°1 (6.40)
des ungeschidigten Materials. A® und p° bezeichnen die Laméschen Kon-
stanten des ungeschidigten Materials. Zwischen A° und p° und 7; und 7,
bestehen deshalb die folgenden Beziehungen:

—A° 1
= - ) 7']2 =
2 4°(3 A0 + 2 ) 4 o

(6.39)

m (6.41)

bzw.
0 __ 1 0 __ —m

T r= m2(1 + 6m1)
Die zwei verbleibenden Materialparameter 73 und 74 miissen aus Expe-
rimenten bestimmt werden. Beachtet man aber die Tatsache, dafl die
Schiadigung die Tragfahigkeit einer Struktur verringert bzw. die Nach-
giebigkeit vergrossert, kann davon ausgegangen werden, dafl n3 und ny
positive Konstanten sein miissen.

n3 2 0, (6.43)

s > 0. (6.44)

Die Ungleichungen (6.43) und (6.44) ergeben sich auch aus der Uber-
legung, dafl fiir eine vorgegebene Spannung # das komplementire hy-
perelastische Potential eines geschiddigten Materials grofler als das eines
ungeschédigten ist:

B(m) = [l ]lpo < [[7][p = E(wr, d). (6.45)
Es wird im nichsten Kapitel gezeigt, dafl die Ungleichungen (6.43) und

(6.42)
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(6.44) thermodynamisch konsistent sind und eigentlich aus dem 2. Haupt-
satz der Thermodynamik folgen. '
Mit Gleichung (6.35) folgt aus (6.32) die hyperelastische Beziehung

h*=D:x (6.46)
bzw.
w=C:h" (6.47)

Fiir isotropes Material und isotrope Schidigung entspricht die Spannung
7 dem Kirchhoffschen Spannungstensor 7 und ist deswegen mit h*® koaxial.
Mit dem Elastizitatstensor in der Form

1
C=n1®1+2u(]1—-§1®1), (6.48)

wobei K = A + 2/3u hier den Kompressionsmodul des geschidigten Ma-
terials bezeichnet, und den Beziehungen (2.54)—(2.56), kann man das ela-
stische Stoffgesetz in der Form

7 = Ar [In V|1 + 2un V° (6.49)

bzw.

™= [(n — gu) InJ*+ pulny: | B; (6.50)
o=1

angeben. Hier bezeichnen x; die Eigenwerte von B®, B;, die entsprechen-
den orthonormalen Eigenprojektionen, und n kennzeichnet die Anzahl
ungleicher Eigenwerte. Die Gleichung (6.49) bzw. (6.50) ohne Schidi-
gung (k — k°,---) geht auf Hencky zuriick. Sie ist zur Beschreibung
von groBen (moderaten elastischen) Forminderungen unter anderem von
Anand (1979, 1986), Eterovic & Bathe (1990), Peri¢, Owen & Honnor
(1992), Simo (1992), Bathe (1996), und Schieck & Stumpf (1993, 1995)
verwendet worden.

Anmerkungen 6.2. Man beachte, dal das hier verwendete Stoffgesetz
eigentlich ein Sonderfall des von Bruhns, Xiao & Meyers (1999a) vorge-
stellten Modells darstellt, da es hier von einer quadratischen Funktion
in der Spannung 7 fiir das komplementire hyperelastische Potential ¥
ausgangen wird.
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Fiir isotrope Schidigung dndern sich die Symmetrieeigenschaften des
Materials nicht. Fiir ein anfinglich isotropes Material und fiir einen Dreh-
tensor Q € S0O3; mufl deshalb die folgende Invarianzbedingung gelten
(Boehler 1987a):

S(rr,d) = S(mr, Q + d). (6.51)

Daraus folgt, dafl der Schidigungstensor d ein isotroper Tensor zweiter
Stufe sein muf:

d=Qxd. (6.52)

Der Kugeltensor ist der einzige Tensor zweiter Stufe, der die letzte Bezie-
hung erfiillt. Folglich ist bei isotroper Schidigung von einem Schidigungs-
tensor in der Form von Gleichung (6.7) auszugehen.

Fiir isotrope Schidigung und mit d wie in Gleichung (6.7) vereinfacht
sich die Darstellung des Nachgiebigkeitstensors zu

D=1@1+24l (6.53)
mit

m=m+2md, fr=m+2mnd (6.54)
und

m=mn(E% v d), i=1,---,4 (6.55)

Im Gegensatz zu herkémmlichen Schidigungsmodellen — siehe Anmer-
kungen 5.1. und 5.4. — hat man bei dieser Darstellung zwei Materialpa-
rameter 7; und 72, die beide von der Schidigung abhingen. Das Modell
kann also bei isotroper Schidigung sowohl die Verdnderung des Elasti-
zitatsmoduls als auch die der Querkontraktionszahl wiedergeben.

Unter Anwendung von (1.33);, (1.33)2 und mit (3.112) ergibt sich die
folgende Lagrangesche Darstellung fiir :

Y = ypDags1Lys, (6.56)
wobei D den zuriickgedrehten Nachgiebigkeitstensor
D=R"+D=D"+D'R"+D) (6.57)

darstellt.
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Die hier gewihlte Vorgehensweise 148t sich leicht auf anfinglich aniso-
tropes Material erweitern. mg sei der Strukturtensor des ungeschédigten
Materials. Das komplementire hyperelastische Potential ¥ héngt in die-
sem Fall von w, mg und d ab:

Y = X(w, mgp,d). (6.58)

Mit der Annahme, dafl hier auch der Nachgiebigkeitstensor additiv in
einen ungeschédigten und einen schadigungsinduzierten Anteil aufgespal-
ten werden kann, erhilt man

Y = X"w,mg) + (&, my,d). (6.59)

Mit «# = A; und mg = Aj ist der -ungeschidigte Anteil X° eine Funktion
der 10 Grundinvarianten (1.39). Mit # = A;, mg = Ay und d = Aj ist
der schidigungsinduzierte Anteil ¥? eine Funktion der 22 Grundinvarian-
ten (1.38). Man beachte, dal ¥ von mg abhidngt und dafl mg aber nicht
ein Element der Menge a der internen Zustandsvariablen ist. Ersichtlich
werden dadurch die unterschiedlichen Funktionen, die der Schadigungs-
tensor hier und bei den thermodynamischen Uberlegungen in Kapitel 4
hat. O

6.4 Exakt integrierbare Eulersche Formulierung hy-
perelastischen Verhaltens

Als weitere konstitutive Annahme wird hier nach Xiao, Bruhns & Meyers
(2000a) von der additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit D
in einen elastischen Anteil D°® und einen elastisch-inelastischen Anteil D*
ausgegangen:

D = D* + D", (6.60)

Die einzig sinnvolle und natiirliche Verkniipfung zwischen der Zerlegung
(6.60) der Verzerrungsgeschwindigkeit und der multiplikativen Zerlegung
(2.86) des Deformationsgradienten wird durch die Gleichung (2.104) ge-
geben. Die gewdhlte Bezeichnung, elastischer Anteil fiir D°® und elastisch-
inelastischer Anteil fiir D®, erklért sich daraus, da D°® nur von F° abhingt
und D* sowohl von F* als ¥' abhéngt, sieche Abschnitt 2.9.
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Aus der hyperelastischen Form (6.32) des elastischen Stoffgesetzes kann
man im allgemeinen nur den (linken) Strecktensor V bestimmen und dem-
zufolge den Deformationsgradienten nicht eindeutig festlegen. Nach Lem-
ma A in Xiao, Bruhns & Meyers (2000a) 148t sich der Deformationsgradi-
ent F*(t) eindeutig bestimmen, falls V*(¢), die Verzerrungsgeschwindig-
keit D*(t) und der Anfangswert F*(0) von F vorgegeben sind. Im folgen-
den soll deshalb zur eindeutigen Festlegung von F° zusitzlich zu (6.32)
die konstitutive Beziehung fiir die Verzerrungsgeschwindigkeit D° (Raten-
form des elastischen Stoffgesetzes) angegeben werden. Dadurch wird die
kinematische Konsistenz des Stoffgesetzes gesichert, siche Anhang B. Auf
den elastisch-inelastischen Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeit wird im
nichsten Kapitel eingegangen.

Der elastische linke Cauchy-Green-Tensor wird wie folgt definiert

B® = F°F". (6.61)

Fiir den elastischen rdumlichen Henckyschen Verzerrungstensor gilt des-
halb

. 0X
h® = —lnB pp (6.62)

wobei in (6.62), die elastische Beziehung (6.32) verwendet wurde. Die
mitrotierende Zeitableitung von Gleichung (6.62) mit der Log-Rate ergibt
die Ratenformulierung

D = (lnBe)L"g @5 am) (6.63)

des Stoffgesetzes. Man beachte, daB zur alleinigen Erfiillung des Prin-
zips der Objektivitit oder materiellen Bezugsindifferenz (Truesdell & Noll
1965) in Gleichung (6.63) jede objektive mitrotierende Zeitableitung ver-
wendet werden kann. Ein in Ratenform formuliertes elastisches Stoffgesetz
muf aber selbst-konsistent sein, d. h. es mufl exakt integrierbar sein, und
fiir ein Material mit Schidigung muf} sich eine allgemeine Beziehung in
der Form von Gleichung (6.32) daraus ergeben. Xiao, Bruhns & Meyers
(2000a) zeigen, dafl von allen objektiven Zeitableitungen die exakte In-
tegrierbarkeit nur fiir die Log-Rate gegeben ist. Aulerdem gilt — wie im
Kapitel 2 und im Anhang A gezeigt — nur fiir die Log-Rate, daf} die mitro-
tierende Zeitableitung des raumlichen Henckyschen Dehnungstensors ge-
nau die Verzerrungsgeschwindigkeit ergibt. Das Stoffgesetz ist deshalb frei
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von solchen Pseudoeffekten wie der Oszillation der Spannung beim ebenen
Scherversuch, siehe z. B. Dienes (1979).

Wenn man den Zusammenhang zwischen der Log-Rate und der Green-
Naghdi-Rate verwendet, kann das Stoffgesetz (6.63) in der Form

=}

D = (0 /9m)" + (8 £/0m)* — (9 X/0) (6.64)

angegeben werden. Q' bezeichnet die Differenz aus dem Log-Spin 2™
und dem Polar-Spin 22". In einem Bezugssystem, daf§ sich mit dem Polar-
Spin dreht, bleiben die Materialsymmetrien aufgrund der Deformation
unverandert. Folglich kann von der Kettenregel in der Form

@n/on) =D At + 6% 5/(6m 6d)] : d® (6.65)

Gebrauch gemacht werden und es folgt fiir die elastische Verzerrungsge-
schwindigkeit die Beziehung

D* = D® + D™ (6.66)
mit

D =D: 7%+ (D: 7)Q% - QD : 7), (6.67)

D* = [¢* ©/(9 8d)] : d*. (6.68)

Der Anteil D® der Verzerrungsgeschwindigkeit ist rein elastisch, und der
Anteil D* ist schidigungsinduziert. Folglich unterscheidet sich die Bezie-
hung (6.66) von der Gleichung (35) in Xiao, Bruhns & Meyers (2000a)
nur durch das letzte Glied auf der rechten Seite, das hier aufgrund der
Schidigung auftritt.

Anmerkung 6.3. Die Lie Ableitung 7L des Kirchhoffschen Spannungs-
tensors 7 kommt ganz natiirlich in der Ratenform der schwachen Form der
Impulsbilanzgleichung vor. Hier wird deshalb das Stoffgesetz als eine Be-
ziehung zwischen der Lie Ableitung des Kirchhoffschen Spannungstensors
und der Verzerrungsgeschwindigkeit angegeben.

Fiir isotropes elastisches Verhalten gilt

D=D:7ws (6.69)
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bzw.
e =C:D. (6.70)

Setzt man diese Gleichung in die Beziehung (3.49) ein, erhilt man das
elastische Stoffgesetz in der Form

' =(C+G):D=H":D, (6.71)

wobei der vierstufige Tensor G durch Gleichung (3.50) gegeben wird. Mit
Gleichung (3.46) und (2.96) erhilt man aus der letzten Gleichung die
folgende materielle Darstellung der Ratenform des Stoffgesetzes:

S = (FIFIHF"FT): E (6.72)
Saﬂ - (F—l)aa(F—l)ﬂb(F_1)5c(F_1)7dH;g§dE.5w (6.73)

wobei S den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor bezeichnet und E
den Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor. O



Kapitel 7

Materialmodell — Plastisches
Verhalten

7.1 Einleitung

Schidigung beeinfluit nicht nur das elastische, sondern auch das plas-
tische Materialverhalten. Die Verfestigungseigenschaften eines Materials,
das eine Deformation mit Schiadigung vollzieht, hidngen entscheidend vom
Schidigungszustand ab. Die durch die Schidigung hervorgerufene oder
induzierte Anisotropie mufl bei der Aufstellung der FlieBfunktion beriick-
sichtigt werden. Bisher wurde in vielen Schidigungsmodellen der Ein-
flul der Schidigung auf das plastische Materialverhalten entweder ver-
nachlissigt oder nur im Rahmen von Effektivspannungs- und Effektivver-
zerrungskonzepten beriicksichtigt, die sogar fiir elastisches Materialverhal-
ten keine ausreichende Beschreibung des Materialverhaltens bieten. Mit
der im Kapitel 6 eingefiithrten Interpretation des Schadigungsparameters
als ein sich entwickelnder Strukturtensor soll deshalb in diesem Kapitel
auf den EinfluBl der Schadigung auf das plastische Materialverhalten ein-
gegangen werden.

Zur phianomenologischen Modellierung von ratenunabhingigem plas-
tischen Materialverhalten ohne Schidigung werden fiinf Komponenten
benétigt: eine FlieBbedingung, eine Be- und Entlastungsbedingung, eine
FlieBregel, eine Konsistenzbedingung und Entwicklungsgleichungen fiir die
Verfestigungsvariablen. Liegt aber auch Schidigung vor, werden zusitzlich
eine Schidigungsbedingung oder -grenze und eine Evolutionsgleichung fiir
die Schidigungsvariable benétigt. Zur Untersuchung des Einflusses der
Schidigung auf plastisches Materialverhalten wird im folgenden auf die

127
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einzelnen Komponenten eingegangen.

Die Betrachtungen hier beschrinken sich auf metallische Werkstoffe
und auf die sogenannte duktile plastische Schidigung, d. h. es wird ange-
nommen, dafl die Entstehung, die Ausbreitung und die Vereinigung von
Mikrodefekten nur durch (grofie) plastische Forménderungen hervorge-
rufen werden; angewendet wird desweiteren die sogenannte gekoppelte
Betrachtungsweise, d. h. fiir Schadigung und Plastizitdt wird die gleiche
FlieBfunktion und Belastungsbedingung verwendet. Der Schidigungspa-
rameter wird als ein symmetrischer, positiv semi-definiter Tensor zweiter
Stufe angenommen, siehe Kapitel 6. Das ungeschidigte oder jungfrauliche
Material wird als isotrop und von von Misesschem-Typ (.Jo-Plastizitit) an-
genommen. Es werden nur isotherme Prozesse betrachtet, also Prozesse,
bei denen die Prozefigeschwindigkeiten so klein sind, daf§ die wiahrend der
inelastischen Forménderung in Wirme umgesetzte Verzerrungsarbeit ab-
gefithrt werden kann. Als Anhaltswert fiir die ProzeBgeschwindigkeit wird
in Bruhns (1992)

€ < 107371 (7.1)

fiir metallische Werkstoffe gegeben. Fiir Prozefigeschwindigkeiten nach
Gleichung (7.1) ist die Annahme, daf§ die Spannungs-Dehnungs-Bezie-
hungen von der Geschwindigkeit unabh&ngig sind, gerechtfertigt. Fiir gro-
fere Dehnungsgeschwindigkeiten mufl man ein viskoplastisches Material-
modell verwenden.

7.2 Flie3bedingung

Es wird hier davon ausgegangen, dafl der elastische Bereich E, vom in-
elastischen Bereich im Spannungsraum durch eine konvexe Fliche, die
FlieBflache F' = 0, getrennt wird. Der elastische Bereich wird also defi-
niert als

E, = {(7,a): F(w, a) <0}, (7.2)

wobei a — siehe Gleichung (4.2) - die Menge der internen Zustands-
variablen bezeichnet. Nach Lehmann (1964, 1972) wird von der folgenden
allgemeinen Form der Plastizitatsbedingung ausgegangen:

F=Ftr+K:w+7m:K:m. (7.3)
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Hier ist &k ein Skalar, K ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe und K ein
symmetrischer Tensor vierter Stufe. Gleichung (7.3) stellt eine nach dem
quadratischen Glied abgebrochene polynomiale FlieBbedingung dar. Mit
den Umbezeichnungen

K=A K=-2A:X, k=X:A:X—-g (7.4)

148t sich die FlieBbedingung (7.3) in der allgemeinen und auf von Mises
und Hill (1950) zuriickgehenden Form

Frm,Xk)=(r—X):A:(w—X)—g (7.5)

angeben (Kreiflig 1992). Der Tensor vierter Stufe A wird als Anisotro-
pietensor bezeichnet und soll im folgenden schadigungsinduziertes aniso-
tropes Flieflen charakterisieren. Der zweistufige, Eulersche und objektive
Tensor X bezeichnet den back-stress Tensor, « die isotrope Verfestigungs-
variable, und g entspricht dem Quadrat der FlieBspannung im Zugversuch.

Fiir den Fall, da8 A konstant bleibt, bleibt sich die Fliefliche geo-
metrisch dhnlich. Sie verdndert aber ihre Ausdehnung, da k bzw. g eine
Funktion der plastischen Verzerrungen ist. Aulerdem verschiebt sich der
Ursprung der FlieBflache im Spannungsraum, weil X von der plastischen
Deformation abhéngt. Aus thermodynamischen Griinden mufl die Flie§3-
fliche konvex sein. Daraus folgt, da3 A ein positiv definiter Tensor sein
muf. Im allgemeinen ist der Anisotropietensor A eine Funktion der plas-
tischen Verzerrungen und der Schiadigung. Er hiangt von der Deformation
ab und dadurch verdndert sich die geometrische Form der FlieBfliche. Da
von einem anfinglich isotropen und von Misesschen Material ausgegan-
gen wird, ist sie am Anfang ein Zylinder und nimmt mit fortschreitender
Schiadigung die Form eines Ellipsoids an.

Mit der Annahme, daB reines plastisches Materialverhalten die Sym-
metrieeigenschaften des Materials nicht dndert und diese ausschliellich
vom Schidigungszustand des Materials abhangen, ist der Anisotropieten-
sor nur noch eine Funktion des Schadigungstensors. Es wird demzufolge

A=A(d) (7.6)

angesetzt. Die Aufgabe besteht darin zu bestimmen, wie der Anisotropie-
tensor, der ein Schidigungseffektmafl darstellt, von der Schidigungsva-
riablen abhingt. Nach den Uberlegungen aus Kapitel 6 wird der Schidi-
gungstensor als ein sich entwickelnder Materialtensor angesehen. Er kann
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E; (F <0)

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung der Flielbedingung im Spannungsraum

demzufolge zur Beriicksichtigung der Materialsymmetrie und zur impli-
ziten Berechnung der Effektivspannung in die FlieBbedingung eingefiihrt
werden:

F=F(m X, k,d). (7.7)

Es wird, wie in Abbildung 7.1 schematisch dargestellt, angenommen, dafl
die Fliefliche im Spannungsraum eine Hyperfliche mit Ursprung bei X
darstellt, die in folgender Form geschrieben werden kann:

F = F(®,d) — g(k,d), (7.8)
wobei
m=m—-X (7.9)

den sogenannten shifted-stress Tensor bezeichnet. Fiir eine allgemeine
Starrkérperbewegung (2.2) andert sich die FlieBfliche nicht, und folglich
gilt

F(w,d, k) = F(Qx7,Qxd) — g(k,Q*d) (7.10)

fiir jeden Q € S0Os5. Daraus folgt, dal die Funktion g eine isotrope Ten-
sorfunktion ist, die von x und den Grundinvarianten (1.28) des Schidi-
gungstensors abhingt. Die Funktion F ist demnach auch eine isotrope
Tensorfunktion von « und d. Mit # = A; und d = A, und nach dem
Darstellungssatz fiir isotrope Tensorfunktionen ist F eine Funktion der
10 Grundinvarianten (1.39). Daraus 148t sich unter Vernachlissigung von
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Termen dritter Ordung in & gemaB Gleichung (7.3) die Naherungsfunktion

F =ay(tr 7)) +2astr [®2] + 2astr [#]tr [#d] + 4astr [72d]
+ ag (tr [#d])* + 2ar tr [7]tr [d°#] + 4 agtr [72d?]
(7.11)

konstruieren. Hier bezeichnen a; bis a;2 Ansatzfreiwerte, die im allge-
meinen Funktionen der Invarianten (1.39) sind. In Indexschreibweise 148t
sich unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Spannungstensors, der
Verfestigungs- und der Schadigungsvariable die FlieSfliche in der folgen-
den Form angeben:

F = 7ijAijuTn — 9(k, dy, do, d3), (7.12)

wobel dj, d3, d3 die Eigenwerte des Schidigungstensors bezeichnen. Der
Anisotropietensor A;jx; besitzt die folgende Darstellung:
Agjkr = a10450 + az(0ik6j1 + 6udjx) + azdijdi + agdpd;;
+ as(8ikdji + Oadjk + 6pdi + didix) + ae(dijdur)
+ (a76ijd12cl + agd?jékl) + ag(éjkd?l + 5ikd?l + (Sjld?k + 5ild?k)-
(7.13)

Damit ist eine allgemeine Darstellung fiir A hergeleitet worden. Diese
Darstellung stimmt iiberein mit dem Ergebnis von Baltov & Sawczuk
(1965).

Anmerkung 7.1. Mit (1.33) erhslt man die folgende Lagrangesche Dar-
stellung der FlieBbedingung:

F=0:A: 10— g(k,d) =TashupsIl,s — g(k, d), (7.14)
wobei hier A den zuriickgedrehten Anisotropietensor bezeichnet,
A=R"+A =A(d), (7.15)

IT den zuriickgedrehten Relativ-Stress-Tensor, X den zuriickgedrehten
back stress Tensor und d den zuriickgedrehten Schidigungstensor:

M=I-X, X=R™+X, d=R"«d. (7.16)

R ist der Rotationstensor aus der Polarzerlegung des Deformationsgra-
dienten. O
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7.2.1 Anpassung an Gurson (1977)

Das Hauptinteresse gilt hier der Beschreibung metallischer Werkstoffe.
Es wird deshalb im folgenden zur Bestimmung der Ansatzfreiwerte die
FlieBfunktion (7.5) an die FlieBflache von Gurson (1977) angepasst.

Da nach der Annahme (7.3) die Fliefifliche eine quadratische Funktion
in der Spannung ist, kénnen die Ansatzfreiparameter nur noch von der
Schidigungsvariablen abhiangen. Fiir die weiteren Betrachtungen werden
im Ausdruck fiir den Anisotropietensor Terme dritter und héherer Ord-
nung in der Schidigungsvariablen vernachlissigt und es wird desweiteren
angenommen, daf} alle Ansatzfreiparameter Konstanten sind:

a; = Konst. i=1,2,---9. (7.17)

AuBerdem wird eine additive Aufspaltung von A in einen schidigungs-
induzierten oder anisotropen Anteil A® und einen isotropen Anteil A°
vorgenommen:

A=A"+A°Y (7.18)
A’ =0a;1®1 + 2al, (7.19)

A = a3dijdn + aslpdy;
+ as(Sindit + Sudjr + Ojrdy + Sdix) + ag(dijd)
+ (a75,-]-d,2cl - agdfjékl) + ag((sjkd?[ + Jz'kd?l + ‘Sjld?k + 5z'ld_?k)-
(7.20)

Diese Aufspaltung des Anisotropietensors entspricht prinzipiell der Zerle-
gung des Nachgiebigkeitstensors in Kapitel 6. Fiir die Flielbedingung des
anfianglich isotropen Materials, von dem hier ausgegangen wird, gilt

3
Fy = §7r£j7r§j — T, (7.21)

wobel 7y die AnfangsflieBspannung bezeichnet. Damit ergeben sich die
Materialkonstanten fiir den isotropen Anteil A® von A als

ag=-0,5 a;=0,75 (7.22)
und damit gilt
3 1
A’ = 5(][— §1®1). (7.23)
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Der isotrope Anteil A° von A ist — bis auf den Vorfaktor % — der devia-
torische Projektionstensor vierter Stufe. Er projiziert den symmetrischen
Spannungstensor  auf %ﬂ" . Es gilt deshalb

w: (AY: ) = gn” . (7.24)
Zur Bestimmung der verbleibenden Parameter wird hier auf die Mikrome-
chanik zuriickgegriffen. Von Gurson (1977) wurde eine FlieBbedingung fir
isotrope Schidigung entwickelt. Diese auf mikromechanischer Basis ent-
wickelte FlieBbedingung ist mehrfach erfolgreich zur Modellierung von un-
ter anderem Lokalisierung, Scherbandbildung und Makrori$bildung in me-
tallischen Werkstoffen eingesetzt worden (Needleman & Tvergaard 1984;
Tvergaard 1982). Das FlieS8potential von Gurson (1977) wird hier deshalb
als exakt angenommen, und zur Bestimmung der verbleibenden Mate-
rialkonstanten a; — ag wird eine Ubereinstimmung der hier hergeleiteten
Fliebedingung

F(m,d)=m:A: 7 —g(d) (7.25)

mit der FlieSbedingung von Gurson (1977) bei isotroper Schidigung ver-
langt. Ziel ist also die Festlegung von A® und die Bestimmung des Einflus-
ses der Schiadigung auf die Anfangsfliespannung bzw. die Verfestigungs-
funktion.

In der hier verwendeten Notation lautet die von Tvergaard (1982) mo-
difizierte FlieBbedingung von Gurson (1977) wie folgt

3 g2 Tkk 2
Fo = §7rzfj7r§j + 2¢;1 f gcosh [ 2\/5} —g [1 + (g3f) ] ) (7.26)

wobei f den Porenvolumenanteil bezeichnet und ¢, g2 und ¢35 Materialkon-
stanten sind. AuBlerdem ist hier fiir die Beschreibung grofler Formanderun-
gen eine weitere Modifikation der FlieBbedingung von Gurson (1977) vor-
genommen worden, indem die Cauchysche Spannung o durch die Kirch-
hoffsche Spannung 7 ersetzt wurde. Mit dem folgenden Satz von Kon-
stanten

=15 ¢=10 ¢g=1,5 (7.27)

wurden fiir metallische Werkstoffe gute Ergebnisse erzielt, und dieser wird
deshalb auch hier iibernommen. Die von Tvergaard (1982) durchgefiihrte
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Modifikation erfolgte rein empirisch. Das FlieBpotential (7.26) ist demzu-
folge strenggenommen nicht mehr mikromechanisch begriindet. Da aber
damit bessere Ergebnisse erzielt wurden, die Modifikation die Form von
(1.21) nicht verdndert und fiir ¢; = 1, go = 1 und ¢3 = 1 (7.26) wieder auf
(1.21) zuriickgeht, wird im folgenden (7.26) verwendet.

Anmerkungen 7.2. Die Flieffunktion (7.3) bzw. (7.5) ist eine quadra-
tische Funktion in 7 und die FlieBbedingung von Gurson (1977) ist bzw.
enthilt eine Hyperbelkosinusfunktion. Es handelt sich also um zwei grund-
legend unterschiedliche Funktionen. Ein allgemeiner Vergleich der beiden
Funktionen ist demzufolge grundséatzlich nicht moglich. Beachtet man aber
die Tatsache, dafl die Spannung 7;;, 79 oder mss die Fliespannung nicht
iiberschreiten kann, dann gilt

Tkk

2/
In diesemn Wertebereich kann die Hyperbelkosinusfunktion durch ihre Po-
tenzreihenentwicklung angenahert werden, siehe Voyiadjis & Kattan (1992,
Gleichung (98)).

<1,5. (7.28)

2 2
Tkk 1 Tk z
hj—|~14+-<¢—?: =14+ —. .29
CcoS [2\@} +2{2\@} —!—2 (7 )

Ersetzt man demzufolge in der FlieBbedingung von Gurson (1977) die
Hyperbelkosinusfunktion durch ihre Potenzreihenentwicklung, wird offen-
sichtlich, daf§ sowohl (7.5) als auch (1.21) quadratische Funktionen der
Spannung sind. Ein direkter Vergleich beider Funktionen ist deshalb ge-
rechtfertigt.

Der hier verwendete Ansatz zur Bestimmung von Materialparametern
im Fliepotential beschrinkt sich offensichtlich nicht auf einen Schidi-
gungstensor zweiter Stufe. Fiir jeden anderen Schidigungstensor kann
nach Herleitung von A die Bestimmung der Materialparameter genauso
durch einen Vergleich mit dem Fliefipotential von Gurson (1977) erfolgen.

In Voyiadjis & Kattan (1992) wird versucht, aus einer phanomenolo-
gisch hergeleiteten FlieBfunktion die Materialparameter der modifizierten
FlieBfunktion von Gurson (1977) zu bestimmen. Dies ist genau das Inverse
der hier vorgeschlagenen Vorgehensweise, und erscheint nicht sinnvoll zu
sein, da eine mikromechanische Theorie eine phinomenologische Theorie
stiitzen sollte und nicht umgekehrt. a
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Fiir isotrope Schidigung ergibt sich keine Anderung der Materialsym-
metrien und folglich mufl nach Kapitel 6 der Schidigungstensor ein Ku-
geltensor sein, siehe Gleichung (6.7). Als eine weitere Annahme wird fiir
isotrope Schidigung d dem Porenvolumenanteil f gleichgesetzt:

f=d. (7.30)

Man erhilt, wenn in (7.26) das Hyperbelkosinusglied durch seine Potenz-
reihenentwicklung ersetzt wird, die Naherung

2
Fe=Fo+2qfg [1 + -;;’“] ~ 9¢; f* (7.31)
mit Fp wie in Gleichung (7.21). Mit Gleichung (6.7) ergibt sich die Ver-
einfachung
3
F = -2-7r§j7r§j+d [(2a3 + 2day) (tr [x])® + 4 astr [w?]] (7.32)
+ d2 [aﬁ + 4(19] tr [11'2] — g(dl, dg, d3)

fir die Flieffunktion (7.25). Hier wird fiir g die folgende isotrope Funktion
verwendet:

g(d1, da, d3) = 7 x m?(dy, da, d3), (7.33)

m2(d1, dg, d3) = (bo -+ b113), (7.34)

wobei by und b, Materialparameter bezeichnen.

Nun wird ein isotrop vorgeschidigtes Material betrachtet, das einer ein-
dimensionalen Belastung unterliegt. Aus der FlieBbedingung (7.26) folgt
die Beziehung

71,2
Fo=1"+2q9 [1+@] —g(l+gf)=0 (7.35)

bzw.

m=wi(f)g (7.36)

mit der Wichtungsfunktion

wi(f)=[1-2qf+@rL+1/4a /7" (7.37)
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Abbildung 7.2: Wichtungsfunktionen w; und ws

Fiir die weiteren Betrachtungen wird ag gleich Null gésetzt. Fiir den glei-
chen Fall — isotrop vorgeschidigtes Material unter eindimensionaler Be-
lastung — folgt aus (7.25) die Beziehung

F =1+ (2a3+4as) fr + (2a7 + dag) f2n% — g(bo + b1 d*) = 0,
(7.38)

die auch nach dem Quadrat der Spannung umgeformt werden kann:

™ = wy(f) g (7.39)
mit der Wichtungsfunktion

wa(f) = [bo+ 01 f)[L+ (2as +4as) f + (2a7 + 4a9) f] 1. (7.40)

Damit beide Flieifunktionen die gleiche Flielspannung aufweisen, miissen
die Konstanten in der Funktion ws so bestimmt werden, dal w; mit ws
ibereinstimmt. Fiir den folgenden Satz von Materialkonstanten

a3 =—0,50 a5 = 1,08
ar =-2,25 ag= 3,51 (7.41)
by = 1,00 b =—8,00

stimmt die Funktion wy mit der Funktion w; gut iiberein, siche Abbildung
7.2. Die Materialkonstanten by und b, sind so gewahlt, daf} die Funktion
wy(d) nach dem gewdhlten Versagenskriterium fiir isotrope Schidigung
und d = 0,5 verschwindet. In der Abbildung 7.3 ist fiir den Sonderfall
des ebenen Spannungszustands die FlieBbedingung F von Gurson (1977)
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Abbildung 7.3: Fg und F bei einem Porenvolumenanteil f = 0,10

Abbildung 7.4: Fg und F' bei einem Porenvolumenanteil f = 0,15

— durchgezogene Linie — und die hier hergeleitete FlieBbedingung F' — ge-
brochene Linie — fiir einen Porenvolumenanteil von f = 0, 10, in Abbildung
7.4 fiir f = 0, 15 dargestellt. Die Abbildungen zeigen eine zufriedenstellen-
de Ubereinstimmung. In den Abbildungen wird zusatzlich die FlieSfisiche
des ungeschidigten Materials zum Vergleich dargestellt.

7.2.2 Graphische Darstellung der FlieBfunktion

Die Flieflbedingung (7.5) wird zur Veranschaulichung dargestellt. Fiir
den Sonderfall des ebenen Spannungszustandes und isotroper Schidigung
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Abbildung 7.5: F fiir d1; = 0,10. Alle anderen Komponenten sind Null

nimmt die FlieBbedingung die Form

F =[1+ (2a3+ 4a5)d + (2a7 + 4 ag)d?]r? — [1 — 4 azd — 4ard*]m m
+ [1+ (2a3 + 4 as)d + (2a7 + 4 ag)d?|ms — g - (bo + by d°)
(7.42)

an. Aus dieser Gleichung und aus den Abbildungen 7.3 und 7.4 ist klar
erkennbar, daBl sich bei isotroper Schadigung die Form der FlieBflache
nicht dndert. FlieBen tritt zwar in allen Richtungen frither auf, was eine
Schwachung des Materials bedeutet, die Hauptachsen der Ellipse werden
aber durch die Schidigung nicht verandert und die Symmetrie der Flie3-
kurve beziiglich der Gerade 7, = 79 bleibt somit erhalten.

Fiir den Fall, dafl nur die Komponente d;; = d des Schiadigungstensors
von Null verschieden ist, nimmt die Flie8bedingung die Form

F =1+ (2a3 + 4 as)d + (2a7 + 4 ag)d?]r3

7.43
- [1 —~ 4 azd — 4a7d2]7r17T2 + 77'% -4 ( )

an. Man sieht hier, dafl sich die Hauptachsen der Flieflellipse aufgrund der
anisotropen Schidigung dndern und dafl durch die Materialschwiachung
Flielen in 7i-Richtung frither auftritt als in m3-Richtung. Die Flielkurve
hat auch ihre Symmetrie beziiglich der Geraden m; = my verloren, siche
Abbildungen 7.5 und 7.6.

Anmerkung 7.3. Hier wird kurz auf den Fall eingegangen, dafl die Schadi-
gung isotrop ist und durch eine skalarwertige Variable d beschrieben wird.
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Abbildung 7.6: F fiir dj; = 0, 15. Alle anderen Komponenten sind Null

In diesem Fall besitzt der Anisotropietensor A die Darstellung
A=a1®1+2al. (7.44)
Hier sind a; und ay Materialfunktionen, die von d abhingen:
a1 =a1(d), az=ay(d). (7.45)

Da das Material anfanglich isotrop und von von Misesschem-Typ ist, muf}
fiir d = 0, wie vorhin,

a; =—0,50, ay=0,75 (7.46)

gelten. Fiir die Funktion a,(d) oder a3(d) kann man z. B. einen Polynoman-
satz in d verwenden. Aus der Forderung, daf die FlieBfunktion (7.5) mit
der Flieflkurve (7.26) iibereinstimmen soll, lassen sich die unbekannten
Materialparameter bestimmen.

Im folgenden wird gezeigt, daB die hier vorgestellte Vorgehensweise
mit dem Effektivspannungskonzept bei kleinen Werten von d und bei
plastischer Inkompressibilitat {ibereinstimmt. Dabei wird in der isotropen
FlieBbedingung (7.21) die Kirchhoffsche Spannung = durch die Effektiv-
spannung 7 ersetzt, ebenso die Variable fiir die isotrope Verfestigung &
durch eine effektive isotrope Verfestigungsvariable & und die Variable fiir
die kinematische Verfestigung o bzw. X durch eine effektive kinematische
Verfestigungsvariable & bzw. X.

Nach Lemaitre (1985a, 1985b) — siehe auch das isotrope Schidigungs-
modell im Kapitel 5 — und Chaboche (1998) kann man z. B. von folgendem
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Ansatz fiir die Effektivgrofien ausgehen:

F=n(l-d)!, X=X(1-d), &=s, (7.47)
d. h.

F(m, X, k) — F(#,X, &). (7.48)

Dies entspricht bei Verwendung von (7.5) dem folgenden Anisotropieten-
SOT:

A=(1-d)7°A% (7.49)

wobei hier A’ den durch Gleichung (7.23) gegebenen isotropen Anteil des
Anistropietensors bezeichnet. Fiir kleine Werte von d, d. h. d < 1 kann der
Vorfaktor in der letzten Beziehung durch seine Taylorreihenentwicklung
ersetzt werden und man erhélt

A~ (1+2d+ 3d5)A". (7.50)

Dies entspricht Polynomansétzen fir a;(d) und az(d) in der Form
1 3
ay = ——2-(1—|-2d+3d2), ag = Z(1+2d+3d2). (7.51)

Hier ist anzumerken, dafl diese Ansitze einer Art multiplikativen Zerle-
gung von a; und a, entsprechen. Die Zerlegung 148t sich aus Uberlegungen
iiber Konfigurationen wie z. B. in Murakami (1988) motivieren und ent-
spricht genau der Denkweise beim Effektivspannungskonzept. Die Vorfak-
toren —% und % sorgen dafiir, daf§ auch bei Schidigung die Annahme der
Inkompressibilitit der inelastischen Deformationen ihre Giiltigkeit behalt.

Verwendet man einen Tensor zweiter Stufe als Schédigungsvariable,
dann gilt d;; = d§;; fiir isotrope Schéadigung, siehe Gleichung (6.7). Der
Anisotropietensor A (7.13) nimmt dadurch die folgende einfache Form an:

A=a101+2al, (7.52)
wobel
4y =ay +2a3d + 2a7d®, Gy = ay + 2asd + 2 agd? (7.53)

gilt. Demzufolge ist der Ansatz (7.44) konsistent mit den Ausfiihrungen
in Abschnitt 7.2.1. O
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Y Tangentialebene
O, (F = 0)

Abbildung 7.7: schematische Darstellung der Be- und Entlastungsbedingung
7.3 Be- und Entlastungsbedingung

Unter der Einwirkung einer mechanischen Belastung wird sich das Ma-
terial, abhingig vom Belastungsgrad, entweder elastisch oder damage-
plastisch oder inelastisch verformen. Bei einer Beschrankung auf isotherme
Prozesse und unter der Annahme, dafl trotz Schidigung und der damit
verbundenen Schwichung des Materials das allgemeine Materialverhalten
verfestigend ist, gilt im Spannungsraum

F(m) < (elastische Forménderung)
F(w) = 0 und (0F/0w):dw >0 (Belastung)

F(m)=0 und (0F/0w):dw =0 (neutrale Belastung)
F(m)=0 und (0F/0x):dw <0 (Entlastung).

(7.54)

Veranschaulicht werden die unterschiedlichen Falle in Abbildung 7.7. Tritt
mit zunehmender Schidigung eine Entfestigung des Materials auf, ist eine
rationale Formulierung dieser Bedingungen nur noch im Dehnungsraum
moglich (Naghdi & Trapp 1975; Casey & Naghdi 1983). Die Kuhn-Tucker
Bedingungen — siehe Gleichung (7.67) — entsprechen einer Formulierung
der Be- und Entlastungsbedingung im Dehnungsraum und werden deshalb
anstatt (7.54) in dieser Arbeit verwendet.

Wegener hat 1991 folgendes geschrieben: Fine Diskusston plastischer
Volumendehnungen, die unabhdngig von den plastischen Gestaltverfor-
mungen 1st, erscheint nach aller experimenteller Erkenntnis unmdglich
(Wegener 1991, Seite 103). Bis heute hat sich daran nichts geindert. Als
eine weitere Annahme des hier vorgestellten Modells soll deshalb davon
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ausgegangen werden, dafl plastische Forminderung und Schidigung ge-
meinsam auftreten. Die oben angegebene Be- und Entlastungsbedingung
gilt hier sowohl fiir die plastische Forminderung als auch fiir die Schadi-
gung. Mit der hier vorgenommenen Kopplung von Schidigung und plas-
tischer Formédnderung werden die durch rein elastische Form&nderungen
hervorgerufenen Anderungen der Materialkonstanten und -symmetrien
vernachléssigt. Diese Annahme stiitzt sich auf die fiir metallische Werk-
stoffe von z. B. Cordebois & Sidoroff (1979) und Feldmiiller (1991) er-
zielten experimentellen Ergebnisse. Fiir sogenannte quasi-brittle materials
wie z. B. Beton, Keramik oder Geomaterial, die im elastischen Bereich
Materialschwichung aufgrund von Schidigung aufzeigen, ist eine solche
Annahme natiirlich nicht zulassig.

Die hier angenommene gekoppelte Betrachtungsweise 148t sich wie folgt
physikalisch begriinden. Der wichtigste Mechanismus fiir die plastische De-
formation von Metallen ist die irreversible Bewegung von Versetzungen. In
Kristallen existieren immer Hindernisse gegen die Bewegung von Verset-
zungen. Beispiel eines solchen Hindernisses ist bei Polykristallen die Korn-
grenze. Beim Erreichen eines Hindernisses kénnen Versetzungen, die z. B.
von einer Frank-Read Quelle ausgehen, ihre Bewegung nicht unbehindert
fortsetzen und werden dann aufgestaucht. In der Nihe eines Hindernis-
ses ist die Versetzungsdichte grofler als in groflerer Entfernung. Die vom
Hindernis aufgehaltenen Versetzungen iiben auf das Hindernis eine Kraft
aus, und dies iibt ebenfalls eine entsprechende Gegenkraft auf die Verset-
zungen aus. Die Kraft steigt mit zunehmender plastischer Forménderung
und Aufstauchung von Versetzungen an den Hindernissen. Zur Bewegung
der Versetzungen werden deshalb immer gréfiere Krafte benotigt, d. h. das
Material verfestigt sich. Bei Uberschreiten einer gewissen (materialspezifi-
schen) Grenze kann die Korngrenze die Versetzungen nicht mehr aufstau-
chen und es kommt zum Korngrenzenbruch. Die durch den Korngren-
zenbruch erzeugten Mikrodefekte wirken sich nicht nur auf das plastische
Materialverhalten aus, sondern auch auf das elastische. Das Material ist
demzufolge als geschidigt anzusehen.

Wihrend plastischer Forméanderung gibt es demzufolge an einigen Korn-
grenzen eine Aufstauchung der Versetzungen und eine Verfestigung des
Materials. An anderen kommt es aber zum Korngrenzenbruch mit entspre-
chenden Effekten auf das elastische und plastische Deformationsverhal-
ten. Zur Beriicksichtigung dieser Phidnomene sind deshalb die Zustands-
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variablen o und « fiir die kinematische und isotrope Verfestigung und eine
entsprechende interne Zustandsvariable d fiir die Schadigung einzufiihren.

7.4 Fliefiregel

Das plastische Dissipationspotential wird hier mit ¢J4 bezeichnet; es wird
die Giiltigkeit der Normalenregel angenommen. Nach Kapitel 6 ist der
Nachgiebigkeitstensor Y eine Funktion des Schidigungstensors. Die Schadi-
gungsvariable selbst hingt aber von den Verzerrungen h ab. Daraus folgt,
da der Elastizitatstensor C (die Inverse von D ) von den plastischen
Forminderungen abhingt:

C = C(h%). (7.55)

Hier bezeichnet h® den elastisch-inelastischen Anteil von h. Es liegt dem-
zufolge eine Kopplung zwischen den elastischen Eigenschaften des Mate-
rials und den plastischen Forménderungen vor (Ilyushin 1960; Khan &
Huang 1995). Nach dem Druckerschen Postulat gilt in diesem Fall fiir
den Tensor der elastisch-inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten D®
die Beziehung

D* = )\%—Qf — D 7, (7.56)
wobei A > 0 einen Proportionalitdtsfaktor bezeichnet, der eine skalarwer-
tige Funktion des Momentanzustandes sowie der Belastungsénderung ist.
Zur Vereinfachung wird angenommen, daf} die elastisch-plastische Kopp-
lung vernachlassigbar klein ist. Weiterhin wird eine assoziierte FlieSregel
verwendet. Es wird deshalb

Qi=F (7.57)
und damit
0 oF
D% = )\ I (7.58)

angesetzt. Zur Verwendung als FlieSpotential wird die Fliebedingung
(7.5) in die folgende einfacher handhabbare Form umgeschrieben:

F =T — G Te= ||1_r||A =V AT (7.59)
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Fiir g(k,d) wird der folgende Ansatz verwendet:
g(k,d) = [mo-m + K'(r)]", (7.60)

wobei die Funktion m durch Gleichung (7.34) gegeben ist und K'(k)
die Verfestigungsfunktion bezeichnet. Damit nimmt die Fliefffunktion die
Form

F =7 — 70 - m — K'(k) (7.61)

an. Mit (7.61) folgt aus der Flieregel fiir die elastisch-inelastische Verzer-
rungsgeschwindigkeit

D= AT (7.62)

171l A

Aus der additiven Aufspaltung des Anisotropietensors A ergibt sich mit
der Fliefiregel (7.62) eine additive Aufspaltung von D in einen isotro-
pen oder rein elastisch-plastischen Anteil D® und schidigungsinduzierten
Anteil D*:

D — D® 4+ D% (7.63)
wobei .

0. =

D o= \AT (7.64)
[y
d . =

Do = AT (7.65)
7] A

gilt. Der Anteil D stellt den Gestaltdnderungsanteil oder isotropen An-
teil von D® dar und D*® den Volumeninderungsanteil oder schidigungs-
induzierten Anteil von D®. Wegen

(1 . Ao)kl =0 (7.66)

ist die Spur des isotropen Anteils D gleich Null, d. h. dieser Anteil ist
volumenerhaltend oder isochor. Im allgemeinen verschwindet die Spur der
inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeit aber nur, wenn der Schadigungs-
tensor Null ist und keine Schidigungsentwicklung vorliegt. Demnach ist
plastisches Materialverhalten immer mit einer Volumenanderung verbun-
den, und die Inkompressibilitdt der klassischen Plastizitdtstheorie liegt
nur dann vor, wenn weder Schiadigung noch Schidigungsentwicklung vor-
handen sind.
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Anmerkung 7.4. Mit dem Proportionalitatsfaktor A kann die Be- und
Entlastungsbedingung in Kuhn-Tucker-Form angegeben werden (Simo &
Hughes 1998):

A>0, F<0, A\F=0. (7.67)

Diese Bedingung gilt fiir jeden méglichen Deformationsproze8. Fiir F < 0
folgt aus (7.67)3 A = 0, d. h. elastisches Materialverhalten. Fiir plastisches
Materialverhalten gilt A > 0, und aus (7.67)3 erhélt man F = 0. 0l

7.5 Evolutionsgleichungen

7.5.1 Verfestigungsvariablen

Nach den thermodynamischen Uberlegungen aus Kapitel 4 ist im Rahmen
der internen Variablentheorie fiir die Entwicklungsgleichungen fiir & und
x von den folgenden allgemeinen Beziehungen auszugehen:

i = k(m, a), (7.68)

[a]

¢ = o'¥(7r, a). (7.69)

Fiir ratenunabhingiges plastisches Materialverhalten sind o und £ li-
neare, homogene Funktionen von 7r:

k= R(m,a) : w, (7.70)

o't = &(mr,a) : 7%, (7.71)

wobei hier K(w,a) und &(m,a) tensorwertige Funktionen von 7 und a
bezeichnen. Da hier die Rekristallisation und die Erholung des Materials
aufler acht gelassen werden, wird fiir die Evolution der isotropen Verfesti-
gungsvariable « die Beziehung

o = D9, = A (7.72)

angesetzt. Gleichung (7.72) stellt die durch A™' induzierte Norm von D®
dar. Im schidigungsfreien Fall entspricht diese Norm der Rate der plas-
tischen Vergleichsdehnung. Die Beziehung (7.72) ist also eine Erweiterung
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der sogenannten Dehnungsverfestigung. Fiir die kinematische Verfestigung
a wird die konstitutive Beziehung

o oF .
L8 = A — = —D~ 7.
a 5% (7.73)
verwendet. Der back stress tensor X ist die arbeitskonjugierte Grofle zu
«. Nach dem Prager-Ziegler Modell wird hier die folgende Verkniipfung

zwischen X und & angenommen:
X = _Hkin (8 (7'74)

bzw.

A7

iy

wobei Hy;, den kinematischen Verfestigungsmodul bezeichnet.

X8 = [, D = AHy,

(7.75)

7.5.2 Schidigungstensor

Nach experimentellen Ergebnissen von z. B. Cordebois & Sidoroff (1979)
und Feldmiiller (1991) wird bei metallischen Werkstoffen Schadigung erst
durch (groBie) plastische Formadnderungen hervorgerufen. Fiir die Evolu-
tionsgleichung der Schiadigungsvariable wird hier deshalb von der folgen-
den tensoriellen Funktion ausgegangen:

d“s = Ad(Y;7,a,---), (7.76)

wobei A den Proportionalitdtsfaktor bezeichnet und Y die zu d arbeits-
konjugierte Gréfe, siehe (7.97).

Feldmiiller (1991) verwendet zur Modellierung von isotroper Schidi-
gung die Beziehung

d=7|D"|l (7.77)

als Ansatz fiir die Entwicklungsgleichung einer skalarwertigen Schédi-
gungsvariablen d. n ist dabei eine von der Schidigung und von der Tem-
peratur abhéngige Materialfunktion. In Tvergaard (1982) und Needleman
& Tvergaard (1984) wird die Evolutionsgleichung f fiir die skalarwerti-
ge Schidigungsvariable in zwei Anteile aufgeteilt: einen Entstehungsanteil
und einen Wachstumsanteil. Der Wachstumsanteil fgmwth von f ergibt sich
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aus der Inkompressibiltit des Matrixmaterials und ist direkt proportional
zur Spur von D*:

Ferown = (1 — f)tr [D°T]. (7.78)

Die Verbindung von Schidigung mit plastischer Formanderung in diesen
Ansitzen ist offensichtlich. Der Ansatz (7.76) kann deshalb als eine Ver-
allgemeinerung dieser isotropen Modelle verstanden werden.

Der Schidigungstensor mufl positiv semi-definit sein, da eine Heilung
des Materials ausgeschlossen wird. Die Evolutionsfunktion fiir die Schadi-
gungsvariable mufl demzufolge auch positiv semi-definit sein. Hier wird
angenommen, daf3 die Entwicklung der Schidigungsvariablen tensoriell
von Y*, 7 und d abhingt. Der Einfachheit halber wird der Ansatz auf
die folgende lineare Form beschrinkt:

ds = A [l + BY], (7.79)

wobei 81 und By Ansatzfreiwerte bezeichnen. Y1 ist die positive Projek-
tion von Y, die wie folgt definiert ist:

Yr=P":Y=) (Y,)Y,, (7.80)
o=1

wobei hier P* einen Projektionstensor bezeichnet. Y, kennzeichnen die
Eigenwerte von Y und Y, die entsprechenden Eigenprojektionen. n ist
die Anzahl ungleicher Eigenwerte und (e) die McAuley Klammer. Damit
der Schidigungstensor positiv semi-definit bleibt, muf}

P20, [220 (7.81)

gelten. Die konkreten Formen dieser Materialfunktionen miissen aus Ex-
perimenten bestimmt werden. Man beachte, dafl man mit

Be=0, ABi=n|D (7.82)
das Modell von Feldmiiller (1991) erhélt und mit
132 — O, Aﬁl = fgrowth (783)

das Modell von Gurson (1977). Mit zunehmender Deformation wird die
Schidigung anisotrop, und man kann Evolutionsgleichungen in der Form
(7.82) oder (7.83) nur fiir die Anfangsphase der Deformation verwenden.
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7.6 Konsistenzbedingung

Waihrend plastischer oder inelastischer Formanderung muf ein Spannungs-
punkt II immer auf der FlieBfliche bleiben. Daraus folgt, da} die mate-
rielle Zeitableitung der FlieBbedingung fiir eine Belastung gleich Null ist:

. oF . oF - OF oF -

=—: 4+ —: X4+ —r+ —: = )

F 310 +3X + ann—{—ad d 0 (7 84)
bzw.

. F F o F F e

an—"er+—a—:XR+a—k+a—:dR=O (7.85)

on 0X Ok od

in Eulerscher Form, wobei (1.33); und (2.129) fiir die Green-Naghdi Rate
verwendet wurden. Die Konsistenzbedingung (7.85) wird zur Bestimmung
des noch unbekannten Multiplikators A verwendet. Setzt man die Evolu-
tionsgleichungen fiir k , & und d in (7.85) ein, folgt

OF sn  OF

R 4 (QPu—uQ™) - HA = 7.86
oy 1r+au (QFu—uQ) - HA=0, (7.86)
u = {a,d}, (7.87)
oF OF OF
H=——:51 * o Hy—: —. .
5d (511 + B Y] + K"(k) + Hy, o o (7.88)
Hier ist (2.126) beriicksichtigt worden. Aus (7.86) folgt schliefilich
h [0F o, OF
Ne= — [ZE . gr T (lRy — LR _
H[Bﬂ' ™+ (@ u —uQ2) |, (7.89)
wobei h die Funktion
1 fir AF =0
h={ 0 (7.90)
0 fir F<0
bezeichnet.

Die gesamte Verzerrungsgeschwindigkeit ist die Summe aus dem elas-
tischen Anteil D° (6.66) und elastisch-inelastischen Anteil D® (7.62):

___° F
D = @5 /) + 22 (7.91)

or
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bzw.
D =D: x*+ [02 %/(07 0d)] : d*
5 (7.92)

F

D : QD A—.

F Dm0 - QD ) A

Mit Hilfe von Gleichung {2.130) ergeben sich aus den Evolutionsglei-

chungen fiir k, X, d und h dquivalente Integralformen. Die Integralform
fiir D z. B. lautet

h = he + h?, (7.93)
mit
¢
h* = (R™&)Tx / R™% x [D?] ds, (7.94)
0
¢ A:n
he = (RL"E)T*/RL"g* [/\ —- W] ds. (7.95)
I

Der raumliche Henckysche Dehnungstensor h setzt sich demnach aus ei-
nem elastischen Anteil h® und einem elastisch-inelastischen Anteil h® zu-
sammen. Man beachte, dafl das Integral der Verzerrungsgeschwindigkeit
iiber die Zeit nur in speziellen Fillen wie z. B. Deformationen, bei denen
die Hauptverzerrungsachsen sich mit der Zeit nicht d4ndern, ein bekanntes
Verzerrungsmaf ergibt. Es ist eine Eigenschaft der Log-Rate bzw. Log-
Rotation, daf} die mitrotierende Zeitintegration der Verzerrungsgeschwin-
digkeit genau den rdumlichen Hencky Dehnungstensor ergibt.

7.7 Thermodynamische Konsistenz

Es soll hier gezeigt werden, dafl mit dem elastischen Stoffgesetz aus Kapitel
6 und dem plastischen Modell aus diesem Kapitel ein thermodynamisch
konsistentes Elastoplastizitatsmodell unter Beriicksichtigung der Schidi-
gung zusammengestellt worden ist.

Im allgemeinen hiangt der inelastische Anteil & des Gibbsschen Poten-
tials & von der Schidigungsvariable und den Verfestigungsvariablen ab.
Nach Lehmann (1989) wird der Einfachheit halber davon ausgegangen,
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dafl ' nicht explizit von der Schadigungsvariablen abhingt. Fir &' wird
deshalb das folgende Potential verwendet:

: 1
—p()@] = Hkiné‘a To+ K(K;) (796)

Aus (7.96) und (6.34) folgt fiir Y, die arbeitskonjugierte Grofe zur Schidi-
gungsvariablen, die folgende Beziehung:
0d 5

2Y = Pogg = [2ns(tr [®])7 + dnpam”]. (7.97)
Fir einen ProzeB, in dem Schidigung und plastisches Verhalten gemein-
sam auftreten, nimmt die Dissipation zu. Der Schiadigungsanteil in der
dissipativen Ungleichung mufl deshalb stets gréfler Null sein. Mit dieser
Uberlegung ergibt sich die folgende Verschiarfung der dissipativen Unglei-
chung (4.70):

0P o 0o

- D R L ED> 7.
s +p05‘a a +p06'n k>0, (7.98)

Y : d™ > 0. (7.99)

Hier wird der Einfachheit halber isotrope Schadigungsevolution angenom-
men. Da der Schidigunstensor ein positiv semi-definiter Tensor ist, kann
von einer Evolutionsgleichung in der Form

d“*=d1, d>0 (7.100)

ausgegangen werden. Mit Gleichung (7.100) folgen aus der Ungleichung
(7.99) die Bedingungen (6.43) und (6.44) fiir die Materialkonstanten 73
und 7. Die Tatsache, dafl die Schiadigung die Tragfihigkeit einer Struktur
verringert bzw. die Nachgiebigkeit vergrossert, ist demzufolge als eine Fol-
gerung aus dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik ableitbar. Aus (7.96)
folgt

0d
5® ,
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Damit und mit der Evolutionsgleichung (7.73) fiir e und (7.72) fiir &
nimmt die Dissipationsungleichung die folgende Form an:

AlIwa — K'(k)] > 0. (7.103)

Mit Hilfe der Flielbedingung und der Tatsache, dafl my und A gréfer Null
sind, verbleibt als Folgerung aus dem 2. Hauptsatz die folgende Bedingung
fiir die Funktion m:

0<m<1 (7.104)

Die Funktion (7.34) mit den Materialparametern (7.41) erfiillt diese Be-
dingung, und das Modell ist deshalb thermodynamisch konsistent. Die
Ungleichungen (6.43) und (6.44) bestitigen die Tatsache, daf§ fiir eine
vorgegebene Spannung 7 das komplementire hyperelastische Potential
Y eines geschidigten Materials gréfler als das eines ungeschidigten ist.
Gemeinsam besagen die Ungleichungen (6.43), (6.44) und (7.104), da8
Schidigung die Tragfihigkeit des Materials reduziert. Wenn man die Vor-
zeichen der Ungleichungen (6.43), (6.44) und (7.104) umdreht und viele
andere Komponenten des Materialmodells unverdndert 148t, entsteht ein
Modell, das zur Beschreibung von Inverse-Schidigung (Heilung des Ma-
terials) verwendet werden kann.



Kapitel 8

Numerische Umsetzung und
Beispiele

8.1 Einleitung

Die Bilanzgleichungen fiir die Masse (3.6), den Impuls (3.17) und den
Drehimpuls (3.23) zusammen mit den konstitutiven Gleichungen (6.63),
(7.62) (7.72), (7.73) und (7.79) und gut gestellten Anfangs- und Rand-
bedingungen stellen ein nichtlineares Randwertproblem dar, aus dem die
Spannung 7, der gesamte Deformationgradient F, der Geschwindigkeits-
gradient L und die elastische und elastisch-inelastische Verzerrungsge-
schwindigkeit D° und D® zu bestimmen sind.

In der Mechanik geschieht die numerische Losung eines solchen nichtli-
nearen Randwertproblems durch eine iterative Losung der diskretisierten
Form der Ratenform des Prinzips der virtuellen Arbeit (3.75). Dies erfolgt
in drei Schritten (Simo & Hughes 1998):

1. Aus den diskretisierten Bilanzgleichungen fiir den Impuls werden die
inkrementellen Verschiebungen berechnet. Anschlielend werden dar-
aus die inkrementellen Verzerrungen durch die Auswertung entspre-
chenden kinematischen Beziehungen bestimmt.

2. Mit den inkrementellen Verzerrungen werden die neuen Werte fiir
die Spannung #, die elastisch-inelastischen Verzerrungen h® und die
Menge der internen Variablen a aus der Integration der lokalen kon-
stitutiven Gesetze mit den vorgegeben Anfangsbedingungen gewon-
nen.

3. Danach werden mit den errechneten Spannungen die Bilanzgleichung-

152
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ELASTISCHE SPANNUNGS-DEHNUNGS-BEZIEHUNG
e HYPERELASTISCHE FORM h® = (9 X)/(0 «)

e RATENFORM D® = (8 ©/0m)tos

ELASTISCHER BEREICH E, :={(w,a) : F < 0}
F=|nllg —mo-m~ K'(x)

. oF A: 7
FLIESSREGEL D¥=X2—= A _—W
ow 17 1A

EVOLUTIONSGLEICHUNGEN £ = [|[D%[|, -1 = X

X% = Hygy D°
dboe = X [By1 + 6Y*]

KONSISTENZBEDINGUNG AF =0

KuUHN-TUCKER-BEDINGUNG A 20, F <0, AF=0

Tabelle 8.1: Finites anisotropes Schidigungsmodell

en iberpriift, und falls diese nicht erfiillt werden, geht man zuriick
zum Schritt 1 und setzt die Iteration fort.

Die Schritte 1 und 3 sind fiir alle Stoffmodelle identisch. Diese Schritte
werden deshalb in einem Finite-Element-Programm auf globaler Ebene
durchgefiihrt, siehe z. B. Zienkiewicz & Taylor (1994) und Bathe (1996).
Der 2. Schritt ist vom verwendeten Materialmodell abhingig und wird auf
Elementebene in den Gaupunkten durchgefiihrt. In diesem Kapitel soll
bezogen auf das finite anisotrope Schidigungsmodell der vorliegenden Ar-
beit, siche Tabelle 8.1, auf den 2. Schritt ausfiihrlich eingegangen werden.
Detaillierte Information zur numerischen Integration anderer Materialmo-
delle findet man in den Arbeiten von Crisfield (1997), Simo & Ortiz (1985),
Simo & Taylor (1985, 1986), Ortiz & Simo (1986), Simo (1988a, 1988b)
und Simo & Hughes (1998).

8.2 Operator-Split-Methode

Ziel hier ist die Integration des Schidigungsmodells mit der sogenannten
Operator-Split-Methode vorzustellen, die in Verbindung mit hyperelasto-
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plastischen Materialgesetzen eine effiziente Integration des Stoffgesetzes
ermoglicht. Nach dieser Methode erfolgt die Integration in zwei Schrit-
ten: in einem elastischen Prediktorschritt werden die internen Zustands-
variablen eingefroren und eine elastische Prediktor-Spannung aus der In-
tegration des elastischen Anteils des Stoffgesetzes berechnet. In einem
anschlieBenden Korrektorschritt wird die elastische Prediktor-Spannung
dann mit einem Return-Mapping-Algorithmus auf eine entsprechend kor-
rigierte FlieBflache zuriickgebracht.

Fiir das hier verwendete Materialmodell sind fiir elastisches Material-
verhalten die hyperelastische Form und die Ratenform des elastischen
Stoffgesetzes vollkommen dquivalent, d. h. fiir a*¢ = 0 148t sich die Raten-
form (6.63) direkt und exakt integrieren und es ergibt sich die hyperelasti-
sche Form (6.32). Es wird deshalb — nach Simo & Ortiz (1985) und Ortiz
& Simo (1986) — von der hyperelastischen oder primitiven Form des elas-
tischen Stoffgesetzes (6.32) ausgegangen. Dadurch wird die Integration
eines in der Eulerschen Konfiguration in Ratenform formulierten Stoff-
gesetzes sogar im Falle inelastischen Materialverhaltens vermieden. Die
Bestimmung der elastischen Prediktor-Spannung wird dadurch auf eine
reine Funktionsauswertung reduziert und das Ergebnis ist deshalb exakt
bzw. unendlich genau, da keine algorithmischen Naherungen benétigt wer-
den. Das Objektivitatsprinzip wird automatisch erfiillt, und man erhilt
ein hyperelastisches Verhalten.

Die Konfigurationen des Kérpers zum Zeitpunkt ¢, und ¢,,; werden mit
B, und B, bezeichnet. Es wird angenommen, daf} die inkrementelle Ver-
schiebung u, die die Bewegung des Korpers von B, nach B, ,; beschreibt,
vorgegeben ist. Zum Zeitpunkt ¢, sind die Konfiguration y,,, der Deforma-
tionsgradient F,, der inelastische Anteil F}, von F,,, die Spannung 7, die
Menge a, = {ay, kn,d,} der internen Zustandsvariablen, der Anisotro-
pietensor A,, und der Nachgiebigkeitstensor D, bzw. der Elastizititstensor
C,, ebenfalls bekannt. Die Aufgabe besteht darin, zum Zeitpunkt ¢, die
Grofen Friy, Fi Ly, @ns1 = {@ns1, Knt1, dnt1 b, Angr, Doy bzw. Cpiq und
T ne1 2U bestimmen und zwar in einer Art und Weise, die mit dem in der
Tabelle 8.1 zusammengestellten Stoffgesetz konsistent ist.

Nach der Operator-Split-Methode wird die folgende additive Aufspal-
tung des Stoffgesetzes in einen elastischen Anteil — erste Spalte von Glei-
chung (8.1) — und einen inelastischen Anteil — zweite Spalte von Gleichung
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(8.1) — vorgenommen:

D =D° +D* D=0

D=0 Dei:Ag—f;.:/\”;%ﬁ

k=0 i = [ID¥| 41 = A (8.1)
X5 = 0 X8 = H,, D"

dvs = 0 dies = ) [B11+ 62X "]

Man beachte, dafl die Summe der beiden Spalten von (8.1) wieder das
gesamte Schidigungsmodell ergibt. Der im folgenden verwendete Integra-
tions-Algorithmus basiert auf dem folgenden Ergebnis von Operator-Split-
Methoden: die Anwendung von zwei Algorithmen hintereinander, wobei
der erste mit dem elastischen Anteil des Stoffgesetzes konsistent ist und
der zweite mit dem inelastischen, ergibt einen Produkt-Algorithmus, der
mit dem gesamten Stoffgesetz konsistent ist.

8.2.1 Elastischer Prediktor-Zustand

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus, der mit dem elastischen Anteil
des Stoffgesetzes konsistent ist, vorgestellt.

Neue Konfiguration

Mit der vorgegebenen Verschiebung u und der Konfiguration x,, ergibt
sich die gesamte Bewegung x,,.; des Kérpers zum Zeitpunkt #,.; zu

Xn+1 = Xn +u (82)

Der gesamte Deformationsgradient zum Zeitpunkt ¢, ist

F,..1 = F, + Gradu
= F,F,, (8.3)

wobei F, den relativen Deformationsgradienten bezeichnet und F,, den
Deformationsgradienten zum Zeitpunkt #,:

F,=1+V,u (8.4)

Hier bezeichnet V,, den Gradienten beziiglich der Konfiguration B,,. Da
F,. jetzt bekannt ist, konnen der linke Cauchy-Green Tensor B,,,; und
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der gesamte rdumliche Henckysche Verzerrungstensor h,, 1 zum Zeitpunkt
t,+1 berechnet werden:

Bn+1 = Fn+1F;£+1a (8-5)
1

Elastische Prediktor-Spannung

Zur Berechnung der elastischen Prediktor-Spannung werden die internen
Zustandsvariablen eingefroren. Man betrachte demnach die tensorielle Dif-
ferentialgleichung

Q

a"t =0, a(t, =a,. (8.7)
Als Losung dieser Diffentialgleichung erhélt man
an); = (RE™)" x ay, (8.8)

wobei hier R°¢ die relative logarithmische Rotation bezeichnet. Die Menge
der internen Zustandsvariablen erfihrt also eine Vorwértsrotation mit der
relativen Log-Rotation. Die relative Log-Rotation wird aus der folgenden
linearen Tensordifferentialgleichung bestimmt: :

(RLog)T — QLog(RLog)T, RLogItn _ R:;og_ (89)

Hier bezeichnet "% den Log-Spin und R die Log-Rotation zum Zeit-
punkt %,. Die Losung von (8.9) lautet

(Ry)" = exp (AtQ5)(R.*)" = (R,*)"(Ry*)", (8.10)

(R2)T = exp (AtQ"®). (8.11)

Die basisfreie Formel fiir Q" als Funktion der Verzerrungsgeschwindigkeit
D, des Drehgeschwindigkeitstensors W und des gesamten linken Cauchy-
Green Tensors B lautet

Qs — W + N'“¢(B, D), (8.12)
wobei der Tensor N durch Gleichung (A.50) gegeben wird. Mit der
Naherung

1

F, = -A—t(Fu —1) (8.13)
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fiir die materielle Zeitableitung des relativen Deformationsgradienten F,
sind dann alle anderen Gréfilen zur Berechnung von Q"¢ bzw. R.*® fest-

gelegt: -
F = F,F,, (8.14)
L = F,F! (8.15)
D = S(F.F+FE), (8.16)
W = %(FUF;I—FglFu). (8.17)

Der zur numerischen Berechnung der relativen Log-Rotation R-% benétig-
te Algorithmus ist in Simo & Hughes (1998, Box 8.3 Seite 297) angegeben.

Anmerkung 8.1. Aus (4.68) bzw. (4.69) folgt, da8 fiir moderate Verzer-
rungen die folgende Nz’iherung fiir RL°® verwendet werden kann:

R.® ~ Ry,(Ry11)" = (8.18)
wobei R,,; und R, den Rotationstensor zum Zeitpunkt ¢,,; und ¢, und
R, den relativen Rotationstensor bezeichnen. O

Man erhalt aus (8.8) fiir den Elastizitatstensor und den Anisotropie-
tensor die folgenden Beziehungen:

CY)) = (RL®)T % C,, (8.19)
AD)| = (RF5T %A 8.20
n+1 — ( U ) * £y ( . )
Aus
D =0 (8.21)
folgt
F=0=F9=F, (8.22)

und damit folgt aus (2.86) die Beziehung
FAO, = By (FI) (5.23

Daraus kann man den elastischen linken Cauchy-Green Tensor und den
elastischen Anteil des Verzerrungstensors berechnen:

B = Fo(F)", (8.24)
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he® = 11 B 8.25
n+l — 5 N, ( . )

und folgend die elastische Prediktor-Spannung ""1(:121 zZu

mity = Coiy = (b)), (8.26)
Damit sind alle Grolen des elastischen Prediktor-Zustands bekannt. Er
wird durch die Anfangsbedingungen {F,, h,, a,, w,, R;*} und die vorge-
bene inkrementelle Verschiebung u vollstindig bestimmt. Der beschrie-
bene Algorithmus stellt eine exakte Losung des elastischen Anteils des
Stoffgesetzes dar.

Anmerkung 8.2. Es wird hier der Fall betrachtet, dal die Bewegung
von B, nach B, eine reine Starrkérperrotation ist. In diesem Fall ist F,
ein orthogonaler Tensor Q € S05 und B, eine Vorwartsrotation von B,
mit Q:

F, = Q (827)
B, = Qx(FiFS). (5.29)

Der riumliche Henckysche Dehnungstensor h bzw. die logarithmische Funk-
tion ist objektiv. Fiir h,y; gilt

1
h; . , = 2 InQ« (FyF:h)

=Q« -;— InFeFe (8.29)
=Qxh.
Es gelten
L = QQ°, (8.30)
W=0" = QQ°, (8.31)
D = O, (8.32)

und man erhalt damit aus (2.125)

Rl = Q. (8.33)
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Fiir die Spannung 7, folgt

T+l = Cn+1 : h:H-l
= (R®)T"xC, : (Ri®)T xh
= (Ry*)" *(Cx: by)
= (R x=m,
= Qxmy,, (8.34)
wobei Gleichung (1.33) verwendet wurde. Die Spannung =,.; ist also

einfach eine Vorwirtsdrehung der Spannung m, mit Q. Die Integration
ist deshalb objektiv. O

8.2.2 Be- und Entlastungsbedingung

Mit den Werten des elastischen Prediktor-Zustandes wird die FlieBbedin-
gung ausgewertet:

0 0 0
P = F (x,al). (8.35)

Die Flieifunktion ist konvex, und anhand der Groflen des elastischen
Prediktor-Zustandes bzw. der Prediktor-Spannung 148t sich entscheiden,
ob der Schritt elastisch oder inelastisch ist. Die algorithmische Form der
Kuhn-Tucker-Bedingung lautet

© ] <0 = elastischer Schritt AX =0,
> (0 = inelastischer Schritt AX > 0.
Fir den Fall, daf3
By <0 (8.37)

gilt, liegt also elastisches Materialverhalten vor. Die Spannung zum Zeit-
punkt ¢, ist identisch mit der elastischen Prediktor-Spannung:

Tas1 = To0y. (8.38)
Fiir die Menge der internen Variablen zum Zeitpunkt ¢, gilt
A1 = a0l (8.39)

Die internen Variablen zum Zeitpunkt ¢, werden also einfach mit der
relativen Log-Rotation vorwartsrotiert.



160 KAPITEL 8. NUMERISCHE UMSETZUNG UND BEISPIELE

8.2.3 Der Return-Mapping-Algorithmus

Fiir den Fall, daf8 der Schritt inelastisch ist, liegt die elastische Prediktor-
Spannung auflerhalb der Flie3flache, d. h.

F (71’7(20_,)_1, ,510_,)_1) >0 & F(wn+1,an+1) 0 (840)
und

AX > 0. (8.41)

Die elastische Prediktor-Spannung und die internen Variablen miissen
mit Hilfe eines Return-Mapping-Algorithmus auf die Flie8fliche zuriick-
gebracht werden, d.h. Losung des inelastischen Anteils von (8.1) bzw.
Bestimmung von

{Fin+11 An+1, 7rn+1} (8.42)
mit dem elastischen Prediktor-Zustand
1 i 0 0
{Fn+1a an4l, 7rn+1}|A,\ 0o {F#-)izla 7(14)-11 7r1(z-|)-1 (843)

als Anfangsbedingung. Hier wird der sogenannte cutting-plane Algorith-
mus verwendet.

Die Integration des inelastischen Anteils des Stoffgesetzes mit der im-
pliziten Euler-Regel ergibt fiir die Verfestigungsvariablen die Beziehungen

Knil = K + AN, (8.44)

AX
Xn+1 = X,n+1 Hkm —'—‘(A . ‘ﬁ')n+1 (845)

Teq

und fiir die Schadigungsvariable

do1 =d2 + AN [Bi1 + B Y] (8.46)

n+1
mit
2Yn+1 = [2n3(tr [‘ﬂ'])‘l‘l' + 47]471'2]”4_1. (847)

Am Ende des Zeitschrittes gilt fiir die Zunahme des elastisch-inelastischen
Anteils des Verzerrungstensors die Beziehung

A
Ah®, = 22 (A ®)py (8.48)

Weq
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Auflerdem wird fiir den Elastizitatstensor am Ende des Zeitschrittes die
folgende Naherungsbeziehung verwendet:

Cri1 = CY; — Ch (8.49)
mit

Cy = ( g:)-l) - (8.50)
Aus

C:D=1I (8.51)
folgt

C=-C:D:C (8.52)

und daraus folgt schlieflich fiir die Anderung des Elastizitatstensors die
Beziehung

Cri1 = Cori; 1 Cra. (8.53)

Der schidigungsinduzierte Anteil D, ; des Nachgiebigkeitstensors wird
durch Einsetzen von Ad,; in (6.39) bestimmt. Fiir den Anisotropietensor
am Ende des Zeitschrittes gilt

Ani=AD) +AL, (8.54)

wobei der schidigungsinduzierte Anteil A, ; des Anisotropietensors durch
Einsetzen von Ad,. in (7.20) bestimmt wird. Damit erhilt man fiir m,,
die Beziehung

Tnt+1 = 775;04)-1 - C1(10) : ﬂ__(A : "'—r)n+1 - Cd(hn+l - hjra+1)' (8-55)
€q

Hier wird lineare Verfestigung angenommen. Fiir die Verfestigungsfunk-
tion gilt demnach

K’(K) = Hisoh-“) (856)

wobel H;, den isotropen Verfestigungsmodul bezeichnet. Fiir die Flielbe-
dingung F,,1 am Endes des Zeitschrittes gilt

Fn+1 = ("Teq)n+1 — T Mpt1 — HisoK"rH-l- (857)
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Step 1 Geometric update
xn+1 =Xn +u
For1 =1+ V,uF,
oy = F,

Fi(-?i o (Fr) ™
Be(O) - Fe(O)( e(()))

n+1 n+1 n+1
0 e{0
fz(-l-g - 11 Bn(-f-:)l
Step 2 Elastic predictor

Cc?, = RYE)T«C,
an?] (Ry%5)T wa,

0
n+1 = ano-f)—l : (h :(d)

GOTO Table 8.3

Step 6 Update intermediate configuration
= exp (0% /07 pt1)
R.., =exp (Ath)Re

<
3o
+
+

|

Tabelle 8.2: Prediktor-Korrektor-Algorithmus: Teil 1

Die Beziehungen (8.44)—(8.57) stellen ein nichtlineares und gekoppeltes
System von Gleichungen fiir den Zustand am Endes des Zeitschrittes dar.
Der Endzustand kann deshalb nicht analytisch bestimmt werden. Das
Return-Mapping muf} iterativ erfolgen. Es wird wie folgt vorgegangen:
Die FlieBlbedingung F! ll wird in jedem Iterationschritt um die Werte
wffll und an_)H linearisiert. Aus der linearisierten FlieSbedingung wird
AX? bestimmt. AnschlieBend werden die internen Zustandsvariablen neu
bestimmt und danach die Konsistenzbedingung kontrolliert. Falls sie nicht
erfiillt wird, wird der Prozel wiederholt. Die Tabellen 8.2 und 8.3 ent-

halten eine Zusammenfassung des gesamten Algorithmus.

Bestimmung des Cauchyschen Spannungstensors

Da die Spannung ,+; aus Tabellen 8.2 und 8.3 bekannt ist, kénnen mit
(3.32) und (3.97) bzw. (3.115) der Kirchhoffsche Spannungstensor 7,41
und der Cauchysche Spannungstensor o, angegeben werden:

Tn+1 = Ling1[mnt1], (8.58)

Gut = Tk Tasn (5.59)
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Step 3 Check for yleldmg
F‘r(;c-)l-)l = F("rn+1=a‘n+l) <07
YES any1=a,4,

_ 0
T+l = Tpq1

RETURN
NO
AXO) =g, i=0

GOTO 4

Step 4 Return-Mapping
FTI

AN = ——t—DF(S
’51(:;11) = S:-)i-l + AN . . g 6)
oty = wl ~Ch (B A A, € )

Step 5 Check for convergence
F (wﬁfﬂ’,aﬁ:ﬂ’) < TOL?
YES

RETURN
NO, t+—1+1

GOTO 4

Tabelle 8.3: Prediktor-Korrektor-Algorithmus: Teil 2

Hier bezeichnet J,,; die Determinate von F,,; und L,,; den Tensor
vierter Stufe in (3.104). Fiir die Auswertung von (8.58) wird die basisfreie
Form (3.115) verwendet.

8.2.4 Bestimmung der Zwischenkonfiguration

Da die Spannung 7r,.; aus dem Return-Mapping Algorithmus bekannt
ist, folgt der elastische linke Strecktensor V7, _; aus dem elastischen Stoff-
gesetz:

V> =exp(0¥/0m, 1) 8.60
n+1

Die elastische Rotation R} _; wird aus der Integration der folgenden li-
nearen tensoriellen Differentialgleichung bestimmt:

R = QR°, R°,_, =R, (8.61)
wobel
0 = QX% — N°, (8.62)
und '
e N[ 22X 1 R
Ne=)" ( TS I AS-) B:D°B;, (8.63)

OFT
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gilt. Hier bezeichnet 92" den Log-Spin, AS bezeichnen die Eigenwerte
von V¢ B¢ die entsprechenden orthonormalen Eigenprojektionen und n
die Anzahl ungleicher Eigenwerte. Die basisfreie Darstellung fiir N° ist
im Anhang B angegeben. Man beachte, da8 es aus (B.7) und (2.128)
folgt, daf fiir eine rein elastische Formanderung aus §2° der Polar-Spin Q*
wird, da in diesem Fall V°® und R® der gesamte Strecktensor V und der
Rotationstensor R sind. Die numerische Losung von (8.61) lautet

-1 = exp (AtQ)RE. (8.64)

Die Berechnung der Exponentialabbildung erfolgt wie in Simo & Hughes
(1998, Box 8.3 Seite 297) angegeben. Da der elastische Strecktensor V;,
und elastische Rotationstensor R, , bekannt sind, folgt der elastische
Anteil ¥° des Deformationsgradienten aus der Polarzerlegung zu

Foi1= VanRo (8.65)

Da der elastische Anteil F7,_; von F,,; jetzt bekannt ist, kann aus der
multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten

i1 = FriiFna (8.66)

der inelastische Anteil F} ,; bestimmt werden, sieche Zusammenfassung in
der Tabelle 8.2. Hier braucht man also nicht davon auszugehen, daf§ F¢
eine reine Streckung ist. Der verwendete Rahmen fiir finite Elastoplasti-
zitat ist demzufolge kinematisch konsistent, d. h. der elastische Anteil F®
des Deformationsgradienten und der inelastische Anteil F' und alle mit,
ihnen (F° und ¥') zusammenhingenden kinematischen Gréflen konnen
konsistent und eindeutig bestimmt werden.

8.3 Konsistenter Tangentenmodul

Fir die folgenden Betrachtungen wird ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit isotropes Materialverhalten angenommen. In inkrementeller Form
lautet das Stoffgesetz

¢ =C:D*=C: (D - D). (8.67)
Mit der Fliefiregel (7.62) folgt
s =C: (D~ ,\B—F). (8.68)

or
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Der Proportionalitatsfaktor oder Konsistenzparameter A ergibt sich aus
der Konsistenzbedingung zu

%:C:D
A= PO LIPNa (8.69)
omr Om

wobei die Konstante H durch Gleichung (7.88) gegeben wird. Damit kann

die Lograte 7% von T als eine Funktion der gesamten Verzerrungsge-
schwindigkeit D angegeben werden:

T = C* : D, (8.70)
wobei C® den elastoplastischen Tangentenmodul bezeichnet:
([ C fir A=10
oF oF
. C:.—xC: —
C*={c-—29=n OF _  fiir A > 0. (8:71)
a+of.c. %
\ or Ow

Mit (8.70) folgt aus der Ratenform der schwachen Form des Impulssatzes
(3.75) die folgende Beziehung fiir den Materialmodul, der zur Berechnung
des materiellen Anteils der Steifigkeitsmatrix bendtigt wird:

C"=JY(C?+G). (8.72)

Der symmetrische Tensor vierter Stufe G wird durch (3.50) gegeben, und J
bezeichnet die Determinante des Deformationsgradienten. Die Form von G
wird allein durch die logarithmische Zeitableitung festgelegt. Der damage-
elastoplastische Tangentenmodul C® ist der Anteil von C*, der vom Ma-
terialmodell abhingt, und fiir das Modell der Tabelle 8.1 kann er nicht
analytisch angegeben werden. Fiir ein quadratisches Konvergenzverhalten
bei der inkrementellen und iterativen Lésung des nichtlinearen Randwert-
problems wird der konsistent linearisierte Tangentenoperator oder Tan-
gentenmodul

CT(‘:-?I-]. = 37‘5:11/311531 (8.73)

benotigt, siehe Simo & Taylor (1985). Zur Verbesserung des Konvergenz-
verhaltens wird der Tensor C® in Gleichung (8.72) deshalb durch den
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konsistenten Tangentenmodul C,(fll ersetzt. CSL liegt fiir das Modell der
Tabelle 8.1 ebenfalls nicht analytisch vor und wird deshalb hier numerisch
berechnet. Fiir diese Berechnung wird die sogenannte Stérungsmethode
(perturbation method) verwendet, sieche Koji¢ & Bathe (1987), Zhu &

Cescotto (1995) und Miehe (1996).

8.4 Numerische Beispiele

Fiir das Schadigungsmodell der Tabelle 8.1 ist ein isoparametrisches Ele-
ment — Element Nummer 19 (EL19) - in das Finite Element Program
FEAP (A Finite Element Analysis Program) implementiert worden. FEAP
wird oft aufgrund seines kompakten und modularen Aufbaus in der Ent-
wicklung von Stoffgesetzen verwendet. Diese Eigenschaft von FEAP ermo-
glicht einen relativ einfachen Einbau von eigenen Materialmodellen. Eine
detaillierte Beschreibung von FEAP kann man den Handbiichern und dem
Buch von Zienkiewicz & Taylor (1994) entnehmen. _

Fiir alle Beispiele wird als Konvergenzkriterium fiir die globale Iteration
die diskrete Energienorm A F(u) verwendet. Hier bezeichnet u den Vektor
der Knotenverschiebungen. Konvergenz ist dann erreicht, wenn

AEWY ) <1002 AEWY)) = tol AE@Y, (8.74)

n+1

gilt. Fiir die globale Gleichgewichtsiteration wird ein Standard-Newton-
Raphson Verfahren ohne line-search Algorithmen verwendet.

8.4.1 Elastische Beispiele

Die folgenden Beispiele mit elastischem Materialverhalten sollen zeigen,
daB das Materialmodell in der Lage ist, grofie elastische Forménderungen
zu beschreiben und Effekte wie z. B. den sogenannten hypoelastic-yielding
Effekt beim Scherversuch wiederzugeben. Die Beispiele dienen auch der
Uberpriifung der Implementation des Stoffgesetzes.

Beispiel 1: Patch Test

Zum Testen von EL19 wird das folgende patch-test Beispiel betrachtet:
eine quadratische Platte, die auf der rechten Seite in z-Richtung durch
eine Streckenlast belastet wird. Auf der rechten Seite wird die Platte so
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X 121,154 GPa
i 80,769 GPa

Abbildung 8.1: Patch Test: Netz und Materialparameter

Knoten u [mm] v [mm]
3 4.3334E-5 -1.1872E-18
5 2.3833E-5 -1.0214E-05
9 4,3334E-5 -1.8571E-05

Tabelle 8.4: Patch Test Beispiel: Ergebnisse

festgehalten, daf sie sich in y-Richtung, aber nicht in z-Richtung verschie-
ben kann. Die Platte wird wie in Abbildung 8.1 dikretisiert. Die Platte
besitzt eine Seitenldnge von 10 mm, eine Dicke von 1 mm, der Betrag der
Streckenlast ist 10 N/mm. Knoten 1 wird in beiden Richtung festgehal-
ten. Die Knoten 2 und 3 sind in y-Richtung gelenkig gelagert, Knoten 7
und 4 in z-Richtung.

Die exakte Losung dieser Aufgabe als ein linear elastisches Problem
lautet

u=4,333-10"%z; wv=-—1,8571-10"% (8.75)
fiir die Verschiebungen und

Ozz = 1,0N/mm?%* o, = 0,0;

02z = 0,3N/mm? o, =0,0 (8.76)

fiir die Spannungen. Der Ursprung des verwendeten Koordinatensystems
liegt im Knoten 1. Die Ergebnisse von EL19 fiir ausgewihlte Knoten
sind in der Tabelle 8.4 und stimmen exakt tiberein mit der analytischen
Losung.

Besipiel 2: Scherversuch

Als nichstes elastisches Beispiel wird die in Abbildung 8.2 dargestellte fi-
nite Scherdeformation betrachtet. Zuerst wird hier die analytische Losung
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o
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1

Abbildung 8.2: Scherversuch: Geometrie und Koordinatensystem

angegeben: in den festen Koordinaten der Abbildung 8.2 lautet die De-
formation

x = (X1 + v X2)e; + Xoer + Xze3 (8.77)
und der Deformationsgradient

F=e;®e +ve1Re+e@er+e3® es. (8.78)
Fiir den linken Cauchy-Green Tensor erhilt man

B=(1+7)ei®@e+y(e1Qer+e:®e;) +ex®er+e3® e;

(8.79)
mit den folgenden Eigenwerten und Eigenprojektionen:
x1=(2+7 +rvV4+1)/2
xe =2+ —yV4+1+2)/2, (8.80)
x3 =1
und
1 - -
B1: (B—X21—63®e3), 1:(1—e3®e3),
X1 — X2
1 -
B; = (B —x11 —e3® e3), (881)
X2 — X1 i
B; =e3 ® e3.

Damit erhilt man den radumlichen Henckyschen Verzerrungstensor h zu

X1lnxe — x2lnxe <

Inx; —Inxo
h = 1. 8.82
2(x1 — x2) (8.82)

2(x1 — x2)

(B—e3®es3)+
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Abbildung 8.3: Scherversuch, elastische Berechnung: 012 gegen vy

Mit der letzten Beziehung fiir h folgen aus (6.49) die folgenden Beziehung-
en fiir die Spannungskomponenten o1y, 012, 029 als Funktion der Schubver-
zerrung y:

2 [ 7 "
O1p=———xn |14+ —+74/1+—1,
Vi+TE 2N 4‘ (8.83)

1
o11 = 57012 = —023.

Daraus folgt der folgende Zusammenhang zwischen den Komponenten o1,
092 und 012 des Spannungstensors und der Schubverzerrung ~:

J11 — 0922 — 7Y012. (884)
Der sogenannte hypoelastic-yield Punkt liegt bei
Ym = 3,0177171, oy, = 1, 325486, (8.85)

siehe Xiao, Bruhns & Meyers (1997b). Fiir die numerische Lésung werden
die Materialparameter aus Abbildung 8.1 verwendet. In Abbildungen 8.3
und 8.4 sind die Spannungen 013 und oy; gegeniiber der Scherverzerrung
dargestellt. Den Abbildungen entnimmt man die exakte Ubereinstimmung
der numerischen mit der analytischen Losung (XBM).

Beispiel 3: Lochscheibe

Das néchste finite elastische Beipiel ist eine Scheibe mit einem Loch vom
10 mm Radius in der Mitte, die bis zu einer Verschiebung von 18 mm in
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Abbildung 8.5: Lochscheibe: Geometrie, Randbedingungen, Diskretierung und Material-
parameter

vertikaler Richtung auseinandergezogen wird. Die Scheibe hat eine Breite
von 20 mm, eine Héhe von 36 mm und eine Dicke von 1 mm. Die ver-
wendeten elastischen Konstanten sind in der Abbbildung 8.5 angegeben.
Aufgrund der Symmetrie braucht nur ein Viertel der Scheibe diskretisiert
zu werden. Das verwendete Netz besteht aus 133 Elementen.

In Abbildung 8.6 ist die verformte Konfiguration der Scheibe darge-
stellt. Die groflen Verzerrungen sind klar zu erkennen. Man sieht auch,
dafl die gesamte Struktur eine gleichmiflige Deformation erfihrt. Gene-
rell kann gesagt werden, daf alle Knoten sich nach links und nach oben
verschieben. In Abbildung 8.7 ist die Kraft-Verschiebungs-Kurve an der
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Abbildung 8.6: Lochscheibe, elastische Berechnung: verformte Lage
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Abbildung 8.7: Lochscheibe: Kraft-Veschiebungskurve

Lastangriffslinie angegeben. Die Ergebnisse und die Form der deformierten
Struktur stimmen exakt {iberein mit Ergebnissen, die mit dem logarithmic
stretch model von FEAP erzielt wurden.

Um die Endverschiebung von 4 = 9 mm zu erreichen, wurden 9 glei-
che Lastschritte verwendet. Fiir jeden Zeitschritt wurden durchschnitt-
lich 5 Iterationen benétigt. In Tabellen 8.5 und 8.6 sind die Euklidische
Norm des Residums und die Energienorm fiir den 1. und 9. Schritt an-
gegeben. Am Anfang der Iteration bzw. fiir den ersten Schritt, also bei
noch moderaten (elastischen) Verzerrungen, ist die Konvergenzgeschwin-
digkeit quadratisch. Fiir den neunten und spatere Schritte bleibt das Kon-
vergenzverhalten gut, erreicht aber nicht mehr die Geschwindigkeit einer
quadratischen Konvergenz.
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RESIDUAL NORM
Iteration STEP
1 9

1 5.4345101E+05 2.8709168E+05

2 3.0111748E+03 1.8412613E+03

3 3.5977652E+01 5.8766779E+02

4 3.3900199E-03 9.4294687E+01

5 - 7.7710953E-01

6 - 1.7146457E-02

7 - 3.7245086E-04

Tabelle 8.5: Lochscheibe, elastische Berechnung: Konvergenzverhalten

ENERGY NORM

Iteration STEP
1 9
1 1.39355242E+06 7.50760540E+05
2 2.25613473E+02 6.71773495E+02
3 1.36118217E-02 4.8478T7082E+01
4 1.09172699E-10 4.77130380E-01
5 - 7.76179153E~-05
6 - 1.11073061E-08
7 - 4.16691134E-12

Tabelle 8.6: Lochscheibe, elastische Berechnung: Konvergenzverhalten

Beispiel 4: Membranproblem von Cook

Als nichstes elastisches Beispiel wird das sogenannte Membranproblem
von Cook betrachtet. Es ist eine ebene Verzerrungszustandsaufgabe, die
oft zum Testen von Elementen verwendet wird, siehe z. B. Miehe (1996).
Eine sich verjlingende Platte, die an einem Ende eingespannt ist, wird
am anderen Ende durch eine Scherkraft belastet. In Abbildung 8.8 sind
die Geometrie und die Randbedingungen angeben. Es wurden die Mate-
rialparameter aus Abbildung (8.5) und ein Netz von 32 x 32 Elementen
verwendet.

Abbildung 8.9 zeigt die verformte Konfiguration und die Diskretisie-
rung. Die Endbelastung von F' = 200 kN ist in 10 gleichen Zeitschritten
aufgebracht worden. Fiir jeden Zeitschritt wurden durchschnittlich 6 Itera-
tionen bendtigt. Die Last- Verschiebungs-Kurve fiir den Knoten am rechten
oberen Ende der Platte ist in der Abbildung 8.10 angegeben. Diese Kurve
ist identisch mit der in Fig. 4 in Miehe (1996). Das Konvergenzverhalten
fiir einen typischen Zeitschritt ist in der Tabelle 8.7 angegeben.
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Abbildung 8.8: Cook-Membran: Geometrie und Randbedingungen
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Abbildung 8.9: Cook-Membran: Diskretisierung und unverformte und verformte Konfi-
gurationen

Iteration Residual Norm  Energy Norm
1 4,9212549E+00 4,1665037E+01
2 1,2372392E+01 1,4118416E+00
3 6,3287924E-02 1,1574998E-04
4 4,7892082E-05 2,4844085E-11
5 1,3439429E-09 1,1886283E-20

Tabelle 8.7: Cook-Membran: Konvergenzverhalten
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Abbildung 8.10: Cook-Membran: Kraft-Veschiebungskurve

8.4.2 [Elastoplastische Beispiele mit und ohne Schidigung

Beispiel 1: Finite Simple Shear

Als erstes elastoplastisches Beispiel wird hier der Scherversuch betrachtet.
Nach Perié¢, Owen & Honnor (1992) wird elastisch-ideal-plastisches Ma-
terialverhalten angenommen. Die elastischen Konstanten aus Abbildung
8.2 werden verwendet. Abhingig von der Flielspannung werden zwei Fille
betrachtet.

Fir den ersten Fall wird die Anfangsfliespannung als ny = 0,14
gewdhlt. Um die Endbelastung in Form einer Scherdeformation von v = 2
zu erreichen, sind ingesamt 400 Zeitschritte verwendet worden. Die erziel-
ten Ergebnisse in Form von Spannungs-Dehnungs-Kurven sind in den Ab-
bildungen 8.11 und 8.12 angegeben. Die Ergebnisse stimmen gut mit den
numerischen Ergebnissen von Perié¢, Owen & Honnor (1992) iberein. Die
hier angebene o19-y-Kurve stimmt ebenfalls gut iiberein mit der Runge-
Kutta Losung von Bruhns, Xiao & Meyers (1999b). Die leichten Ande-
rungen kurz nach dem elastisch-plastischen Ubergang in der Spannung
012 werden aber durch die numerische Losung nicht wiedergegeben, und
die o13-7-Kurve weicht deshalb von der entsprechenden Kurve in Bruhns,
Xiao & Meyers (1999b) ab.

Fiir den zweiten Fall wird die AnfangsflieBspannung als 7y = u gewéahlt.
Um die Endbelastung in Form von einer Scherdeformation von v = 8 zu
erreichen, wurden hier ebenfalls ingesamt 400 Zeitschritte verwendet. Die



8.4.

NUMERISCHE BEISPIELE

Abbildung 8.11: Scherversuch: oy, gegen <. Elastisch-ideal-plastisches Verhalten

1022

Abbildung 8.12: Scherversuch: o,; gegen +y. Elastisch-ideal-plastisches Verhalten
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Abbildung 8.14: Scherversuch: o1; gegen <. Elastisch-ideal-plastisches Verhalten

Spannungs-Dehnungs-Kurven sind in den Abbildungen 8.13 und 8.14 an-
gegeben. Der elastisch-plastische Ubergang ist durch starke Anderungen
in der Scherspannung o2 gepréigt, die hier wiedergegeben werden konnten.
Die Ergebnisse stimmen gut mit den numerischen Ergebnissen von Peri¢,
Owen & Honnor (1992) und Bruhns, Xiao & Meyers (1999b} iiberein.

Beispiel 2: Kragbalken

Das néchste Beispiel ist der Kragbalken. Der Balken hat eine Linge von
20 mm eine Héhe von 6 mm und eine Dicke von 1 mm. Der Balken ist
am linken Ende eingespannt, und wird belastet, indem am rechten Ende
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E 70,000 m 0,243
v 0,200 Hi, 0,200

Tabelle 8.8: Kragbalken: Materialparameter
A

NN

Abbildung 8.15: Kragbalken, plastische Berechnung: Randbedingungen, Diskretierung

die vertikale Verschiebung zyklisch vorgeschrieben wird. Mit dem Mate-
rialmodell von Simo (1992) wurde dieses Problem von Auricchio & Taylor
(1999) ebenfalls behandelt. Das verwendete Netz aus 18 x 6 Elementen
und die Materialparameter sind in der Abbildung 8.15 und Tabelle 8.8
angegeben.

Die Kraft-Verschiebungs-Kurve fiir den rechten, oberen Knoten ist in
der Abbildung 8.16 dargestellt. Sie stimmt qualitativ mit der Kurve aus

02T T T T T 1
0.15
0.1
0.05

-0.05
-0.1
-0.15
-0.2

Abbildung 8.16: Kraghalken: Kraft F' gegen die Verschiebung w

Auricchio & Taylor (1999) iiberein. Um die Belastungsamplitude von
6 mm zu erreichen, wurden insgesamt 250 gleiche Zeitschritte verwendet.
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Iteration Residual Norm  Energy Norm

1 1.6120140E+00 .6005142E-02
. 1857094E-02 .2952016E-05
.7267394E-03 .4027211E-06
.2693239E-03 . 1048662E-07
.0694405E-04 2.3411271E-10
.3240566E-07 .0073779E-15
.6003696E~12 .4655196E-24

N N WN
o NN
=W WO

Tabelle 8.9: Kragbalken: Konvergenzverhalten

Abbildung 8.17: Kragbalken: verformte Konfiguration

Durchschnittlich wurden 6 Iterationen pro Zeitschritt bendtigt. Fiir die-
ses Beipiel wurde tol = 10718 gewihlt. Das Konvergenzverhalten fiir einen
charakteristischen Zeitschritt ist in Tabelle 8.9 angegeben. Die Konver-
genzgeschwindigkeit ist quadratisch. Abbildung 8.17 zeigt die verformte
Konfiguration des Balkens und die groen Deformationen.

Beispiel 3: Zugversuch

Fir Elastoplastizitat mit Schidigung wird der Zugversuch untersucht. Das
patch-test Netz aus Abbildung 8.1 wird verwendet. Die verwendeten Ma-
terialparameter sind in der Tabelle 8.10 angegeben. Der Scheibe wird
verschiebungsgesteuert eine zyklische Belastung auferlegt. Die Belastung
wird in 200-Inkrementen aufgebracht und durchschnittlich wurden sowohl
fiir die Berechnung ohne und mit Schidigung 3 Iterationen pro Lastschritt
bendtigt.

X 121,154 GPa 7 0,225 GPa
ns  0,100-107% B 1,000

Tabelle 8.10: Zugversuch: Materialparameter

In Tabelle 8.11 ist fiir einen typischen Lastschritt die Euklidsche Norm
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RESIDUAL NORM
Elastoplastizitat Schadigung
2.9359798E+01 2.9246546E+01
3.6420243E+00 1.1711021E-02
1.6645463E-02 1.2730670E-09
3.7124754E-07 -

W N e

Tabelle 8.11: Zugversuch, plastische Berechnung: Konvergenzverhalten

J11 10_2[N/mm2]

100811

Abbildung 8.18: Zugversuch: Spannung o;; gegen Dehnung &q;

des Residums fiir die Berechnung ohne und mit Schidigung angegeben.
Fiir beide Falle liegt eine quadratische Konvergenzrate vor.

In Abbildung 8.18 sind die Spannungs-Dehnungs-Kurven angegeben.
Die durchgezogene Linie steht fiir die Berechnung ohne Schiadigung und
die gebrochene Linie fiir die Berechnung mit Schidigung. Die Abnahme
der Flieflspannung aufgrund der Schidigung ist klar ablesbar.

Die Anderung der elastischen Konstanten ist in den Abbildungen 8.19
und 8.20 angegeben. Die Abnahme des Elastizitatsmoduls und der Quer-
kontraktionszahl mit zunehmender Schidigung ist klar erkennbar. Der Un-
terschied in Steigungen der dargestellten Graphen zeigt die unterschied-
liche Entwicklung von Elastizitatsmodul und Querkontraktionszahl unter
dem Einflul der Schadigung. Beim gewéilten Satz von Materialparameter
andert sich die Querkontraktionszahl starker als der Elastizitdtsmodul.
Die Verdanderung von zwei Materialparametern fiir isotrope Schidigung
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Abbildung 8.20: Querkontraktionszahl v gegen inelastische Vergleichsdehnung x

kann also modelliert werden.

Beispiel 4: Lochscheibe

Als letztes elastoplastisches Beispiel ohne und mit Schadigung wird hier
die Lochscheibe aus Abbildung 8.5 betrachtet. Den verwendeten Satz von
Materialparametern entnimmt man der Tabelle 8.12. Die Berechnung ist
mit einem Zeitschritt von At = 0,001 durchgefiihrt worden.

Die unverformte Konfiguration und die verformte Konfiguration der
Scheibe sind in Abbildung 8.21 angegeben. Im Gegensatz zu der verform-
ten Struktur aus der rein elastischen Berechnung in Abbildung 8.6 liegt
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E 70,000 7o 0,243 B 0,100
v 0,200 H;, 0,200

Tabelle 8.12: Lochscheibe, elastoplastische Berechnung: Materialparameter
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Abbildung 8.21: Lochscheibe, elastoplastische Berechung: unverformte und verformte
Konfiguration

hier keine gleichméfBige Verteilung der Dehnungen mehr vor. Die Knoten
zur Innenseite des Loches bewegen sich nach rechts. Die Verformungen
an der Lastangriffslinie und am oberen Rand des Loches sind klein und
iiberwiegend elastisch. Die groflen inelastischen Dehnungen sind im Mit-
telquerschnitt der Scheibe konzentriert.

In Abbildung 8.22 sind die Kraft-Verschiebungs-Kurven an der Last-
angriffslinie fiir die Berechnung ohne und mit Schidigung angegeben. Die

Abbildung 8.22: Lochscheibe, elastoplastische Berechnung: Kraft F' gegen die Verschie-
bung u
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durchgezogene Linie steht fiir die Berechnung ohne Schidigung und die
gebrochene Linie fiir die Berechnung mit Schiadigung. Die Entfestigung des
Materials aufgrund der Schidigung {ibertragt sich auf das Strukturverhal-
ten und ist hier deutlich zu erkennen. Die Kurven stimmen qualitativ mit
denen aus de Souza Neto, Peri¢ & Owen (1992) iiberein.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein dreidimensionales anisotropes Schadi-
gungsmodell vorgestellt. Als Schiadigungsparameter ist ein symmetrischer,
positiv semi-definiter Tensor zweiter Stufe verwendet worden. Fiir die Ent-
wicklung der inelastischen Verzerrungen und der Verfestigungsvariablen
wurden Evolutionsgleichungen vom Typ der assoziierten Plastizitit ver-
wendet. Die Evolutionsgleichung fiir den Schidigungsparameter ist unter
Beachtung der oben genannten Eigenschaften postuliert worden. Der vor
kurzem von Xiao, Bruhns & Meyers (2000a) vorgestellte Rahmen fiir die
finite Elastoplastizitat wurde als Basis verwendet, d.h. die Henckyschen
Dehnungsmafle und ihre arbeitskonjugierten Spannungen wurden benutzt.
Zur Formulierung von konstitutiven Gesetzen in Ratenform wurde die lo-
garithmische Zeitableitung eingesetzt und sowohl die additive Aufspaltung
der Verzerrungsgeschwindigkeit als auch die multiplikative Zerlegung des
Deformationsgradienten verwendet.

Es ist gezeigt worden, dafl in diesem Rahmen die Diskrepanzen zwi-
schen der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten und der
additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit verschwinden. Die In-
varianzforderung bei einer iiberlagerten Starrkorperrotation im allgemei-
nen Sinne wird erfiillt. Der Rahmen ermdoglicht eine eindeutige und kon-
sistente Bestimmung des elastischen Anteils und des inelastischen Anteils
des Deformationsgradienten und aller mit ihnen zusammenhingenden ki-
nematischen Groflen. Auf Komponenten wie z. B. die logarithmische Rate,
den logarithmischen Spintensor und die arbeitskonjugierten Spannungen
zu den Henckyschen Dehnungsmaflen des verwendeten Rahmens ist eben-
falls eingegangen worden.

Fir die vorliegende Arbeit spielte eine doppelte Interpretation des

183
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Schidigungsparameters eine entscheidende Rolle. Dadurch konnte die Scha-
digungsmodellierung auf die Formulierung von thermodynamisch konsi-
stenten Evolutionsgleichungen, die Festlegung von Versagenskriterien und
die Bestimmung von Materialkonstanten und -funktionen reduziert wer-
den.

Fiir die thermodynamischen Betrachtungen wurde der Schidigungspa-
rameter als eine interne Zustandsvariable betrachtet. Damit konnten mit
der Theorie der “Thermodynamik mit internen Zustandsvariablen” die
konstitutiven Gleichungen hergeleitet und die thermodynamischen Ein-
schrankungen auf die Materialkonstanten und -funktionen angegeben wer-
den. Das elastische konstitutive Gesetz in hyperelastischer Form und die
dissipative Ungleichung konnten aus einem Standardverfahren nach Cole-
man und Noll hergeleitet und die allgemeinen Formen fiir die Evolutions-
gleichungen festgelegt werden.

Zur Modellierung der schidigungsinduzierten Anisotropie wurde der
Schadigungsparameter als ein sich mit der Deformation entwickelnder
Struktur- oder Materialtensor interpretiert. Dadurch konnten Ergebnis-
se, die zur Beschreibung von sogenannten stark anisotropen Materiali-
en hergeleitet wurden, direkt fiir die Schiadigungsmodellierung iibernom-
men werden. Aus den Ergebnissen ergaben sich die allgemeine Form des
Gibbspotentials und des anisotropen FlieBpotentials. Zur Motivation der
Interpretation als ein Materialtensor ist ein kurzer Uberblick iiber die
Schadigungsmechanik gegeben worden. Dabei wurden das Basismodell
von Kachanov sowie dessen Erweiterung auf den dreidimensionalen Span-
nungszustand mit Hilfe von Effektivspannungs- und Effektivverzerrungs-
konzepten vorgestellt. Die Schwichen der Modelle, die sich aus diesen
Konzepten ergeben, wurden aufgezeigt, und im Rahmen dieser Konzepte
wurden alternative Vorschlage gemacht.

Mit Erkenntnissen aus der Mikromechanik wurde sowohl fiir den Nach-
giebigkeitstensor als auch fiir den Anisotropietensor eine additive Zerle-
gung in einen isotropen oder ungeschidigten Anteil und einen schidi-
gungsinduzierten Anteil vorgenommen. Dadurch konnten die isotropen
Materialparameter festgelegt werden. Mit der dissipativen Ungleichung
wurden Schranken fiir die anisotropen Materialparameter des Nachgiebig-
keitstensors bestimmt. Die anisotropen Materialparameter in der Flieibe-
dingung wurden durch eine Anpassung an das mikromechanisch hergelei-
tete FlieBpotential von Gurson festgelegt.
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Als Ausgangspunkt fiir die numerische Umsetzung des Materialmodells
wurde die Ratenform des Prinzips der virtuellen Arbeit gew&hlt. Sie bein-
haltet die Lie Ableitung des Kirchhoffschen Spannungstensors. Der benotig-
te Zusammenhang zwischen der Lie Ableitung des Kirchhoffschen Span-
nungstensors und der verwendeten logarithmischen Rate ist hergeleitet
worden. Damit konnten fiir isotropes Verhalten die Materialmoduli, die
zur Berechnung des materiellen Anteils der Steifigkeitsmatrix benotigt
werden, in geschlossener Form angegeben werden. Um die konstitutiven
Gleichungen zu integrieren, wurde die operator-split Methode und als
Return-Map-Verfahren wurde der cutting-plane Algorithmus verwendet.
Wihrend des elastischen Pradiktorschrittes werden die tensoriellen inter-
nen Zustandsvariablen mit der relativen logarithmischen Rotation nach
vorne rotiert. Mit Lemma A aus der Arbeit von Xiao, Bruhns & Meyers
(2000a) konnte eine kinematisch konsistente Integration des Schidigungs-
modells sichergestellt werden.

Das Materialmodell wurde in FEAP implementiert. Anhand von nume-
rischen Testbeispielen mit elastischem Materialverhalten konnte die Eig-
nung des elastischen Anteils des Stoffgesetzes fiir grofle Formanderungen
und die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse mit den exakten und nume-
rischen Ergebnissen aus der Literatur gezeigt werden. Fiir die elastopla-
stischen Beispiele ohne und mit Schidigung wurde ein Standard Newton-
Raphson Verfahren ohne line-search Algorithmen verwendet. Aus Kon-
vergenzgriinden sind die Berechnungen mit kleinen Zeitschritten durch-
gefithrt worden. Hier konnte ebenfalls eine gute qualitative Ubereinstim-
mung mit numerischen Ergebnissen aus der Literatur erzielt werden. Der
entfestigende Einflufl der Schidigung auf das Materialverhalten wurde
demonstriert, und es konnte gezeigt werden, dafl fiir isotrope Schidigung
das vorliegende Materialmodell die Verdnderung sowohl des Elastizitéats-
moduls als auch der Querkontraktionzahl wiedergeben kann.

Die Implementation des Modells ist nicht abgeschlossen. Nur die isotro-
pe Schidigung ist vollstindig implementiert worden. Die Implementation
von anisotroper Schadigung soll noch erfolgen. Die Konvergenzgeschwin-
digkeit hdngt vom konsistenten Tangentenmodul ab, der fiir das Schadi-
gungsmodell nicht in geschlossener Form vorliegt und deshalb momentan
numerisch mit der Stérungsmethode berechnet wird. Das Konvergenzver-
halten des globalen Iterationsverfahrens wird vom Storungsparameter be-
stimmt, der seinerseits von der Geometrie des Problems, dem Zeitschritt
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und den Materialparametern abhangt. Die Wahl des Stérungsparameters
erfolgt momentan nur durch “Ausprobieren” und es sind deshalb weitere
Untersuchungen zur Wahl eines sinvollen Stérungsparametes nétig,.

Mit der dissipativen Ungleichung konnten Schranken fiir einige Ma-
terialfunktionen festgelegt werden. Die Festlegung der konkreten Form
dieser Funktionen bedarf experimenteller Ergebnisse, die, z. B. fiir die Ma-
terialfunktion in der Evolutionsgleichung fiir den Schidigungsparameter,
die Entwicklung des Porenvolumenanteils mit der Deformation angeben
oder, fiir die Ansatzfreiparameter im komplementiren hyperelastischen
Potential, die Entwicklung des Elastizititsmoduls und der Querkontrak-
tionszahl als eine Funktion der inelastischen Deformation angeben. Die
experimentellen Verfahren, die hier in Frage kommen, sind u. a. die Mi-
krotomographie, die Messung der akutischen Schallemission, Ultraschall
und das Anfertigen und Auswerten von Schliffbildern. Liegen experimen-
telle Ergebnisse vor, kann eine Weiterentwicklung des Stoffgesetzes mit
der Festlegung der Materialfunktionen beginnen. Das Modell beschrankt
sich auf die sogenannte Entstehungs- und Wachtumsphase einer Lebens-
dauerberechnung. Eine mogliche Erweiterung der Modellierung besteht
deshalb in der Einbeziehung der Makrodefektphase.



Anhang A
Log-Spin und Log-Rate

Ein beliebiger Eulerscher Spintensor, d. h. ein raumlicher, zeitabhidngiger und antisym-
metrischer Tensor zweiter Stufe, wird hier mit € bezeichnet. Die durch 2 definierte

mitrotierende Zeitableitung G eines riumlichen Tensors G lautet

G =G+G -G (A1)

Der Tensor e sei ein beliebiger, symmetrischer, isotroper, objektiver Eulerscher Verzer-
rungstensor. Im folgenden sollen zwei Fragen beantwortet werden:

1. Gibt es einen Eulerschen Verzerrungstensor e, dessen mitrotierende Zeitableitung
e genau die Verzerrungsgeschwindigkeit D ergibt? Fiir welchen Tensor e gilt

e=D, (A.2)
d.h.
é+e—Qe=D (A.3)

und

2. welchen Spintensor 2 mufl man zur Erzielung dieses Ergebnisses — d.h. fiir die
Giiltigkeit von € = D — verwenden?

Mit Hilfe von Eigenprojektionen haben Reinhardt & Dubey (1996, 1998) und Xiao,
Bruhns & Meyers diese Fragen in ihren Arbeiten beantwortet. Hier sollen die Ergebnisse
der Vollstindigkeit halber in einer verkiirzten Form wiedergegeben werden, siehe auch
Meyers (1999).

Ausgangspunkt der Herleitungen hier sind die folgenden Spektraldarstellungen des
linken Cauchy-Green Tensors B und des Verzerrungstensors e:

B = ixaBa, (A.4)
o=1

187



188 ANHANG A. LOG-SPIN UND LOG-RATE

n
e = Y 9(x)Bs- (A.5)
o=1
Hier bezeichnen x,, ¢ = 1,---,n, die Eigenwerte von B, B, die entsprechenden or-

thonormalen Eigenprojektionen, n kennzeichnet die Anzahl ungleicher Eigenwerte und
9(xs) die Skalierungsfunktion. Der folgende Zusammenhang besteht zwischen g und der
durch Gleichung (2.65) definierten Skalierungsfunktion f:

9(xs) = f(V/Xo)- (A.6)

Von den folgenden Eigenschaften von Eigenprojektionen wird Gebrauch gemacht:

B,Bs = 6,sBs (keine Summation), (A.7)
Y B,=1, (A.8)
a=1

B.B = XaBou (Ag)
e’B, = B,e®* =g(xs)*B,, a=1,---,n, (A.10)

wobei 4,3 das Kroneckerdelta bezeichnet und 1 den Einheitstensor zweiter Stufe, siehe
Bowen & Wang (1976, Section 27) und die Arbeiten von Xiao, Bruhns & Meyers.
Mit Hilfe von (A.7) und (A.10) folgt aus (A.3) die Beziehung

B,(D-¢é)B, =0. (A.11)
Fiir die materielle Zeitableitung € von e gilt
n .
é= 3 gasBaBB;, (A.12)
a,0=1
wobei

' (Xa) fir a=4,

9(xa)=-9(x8) g1
Foa— fir a#p.

Der Beweis von (A.12) ist wie folgt: Die Eigenprojektion B, ist zeitabhiingig. E, sei eine
zeitunabhéngige Eigenprojektion und Q € 503 ein zeitabhdngiger Drehtensor, der E,
auf B, abbildet. Es gilt also

B, =QxE, (A.14)
und

B, = OB, - B, (A.15)
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mit
0 =QQT. (A.16)

Damit erhélt man fiir die materielle Zeitableitung B von B und é von e die folgenden
Beziehungen:

B =) %B,+0B - B, (A.17)
o=1

é=Y_g(xo)XB, + e — e (A.18)
o=1

Werden (A.17) und (A.18) von links mit B, und von rechts mit Bg multipliziert, folgen
mit Hilfe von (A.7) und (A.9) die Gleichungen

B.BB; — xaB.Bs = XasB.1B;, (A.19)

Ba.eBs — ¢'(Xa)XeBaBsg = nasB.2Bg, (A.20)
wobei hier die Notation

Xapf = Xa = X8 (A.21)
und

Nas = 9(Xa) — 9(xs) (A.22)

verwendet wird. Gleichung (A.19) wird wie folgt aufgelost
1 .
B.OB; = — (B.BB;, - xaBaBﬂ) . (A.23)
al

Setzt man die rechte Seite von (A.23) fiir BoQ2Bj in (A.20) ein, nimmt sie die folgende
Form an:

BuéBy = gas (BaBBj - XaBaBﬂ) + ¢'(Xa)XaBaBs. (A.24)

Eine Doppelsummation iiber & und 8 unter Beachtung von (A.7) und (A.8) ergibt dann
die Gleichung (A.12). Ende des Beweises.
Aus (A.12) folgt

B.¢B, = ¢'(Xa)BoBB. (A.25)
und aus B = FF7 folgt

B = FFT+FFT
BLT + LB
DB + BD + WB — BW, (A.26)
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wobei D die Verzerrungsgeschwindigkeit bezeichnet und W den Drehgeschwindigkeits-
tensor. Wenn man Gleichung (A.26) von links und rechts mit B, multipliziert und Glei-
chung (A.T) beachtet, erhilt man die folgende Beziehung:

B.BB, = 2 xoB.DB,. (A.27)
Mit Gleichung (A.25) und (A.27) folgt aus (A.11) die Beziehung
(2xad (Xa) —1)BDB,=0, a=1,---,n. (A.28)

Da D beliebig ist, folgt daraus die folgende Differentialgleichung fiir die Skalierungsfunk-
tion g:

X! (A-29)
mit den Anfangsbedingungen
g(1)=2¢'(1)—-1=0. (A.30)

Integration ergibt dann

9(x) = -;-lnx (A.31)

bzw.
1
e=h= 5 InB. (A.32)

Es kann deshalb geschlossen werden, dafl als notwendige Bedingung fiir die Erfiillung
der Gleichung (A.2) bzw. (A.3) das Eulersche Verzerrungsmaf e der Henckysche Verzer-
rungstensor h sein muf.

Jetzt wird gezeigt, daB die mitrotierende Zeitableitung von h die Verzerrungsge-
schwindigkeit D ergibt. Es soll also bewiesen werden, da der Spintensor

QY8 =3 "B,WB, + > n;Ba(D - €)By (A.33)
a=1 a#fS

die Gleichung (A.2) bzw. (A.3) fiir e = h erfiillt. Hier und im folgenden bedeutet die
Notation Z:# die Summe fiir o,7 = 1,--- ,n und ¢ # 7, und es wird angenommen,
daB fiir » = 1 diese Summe verschwindet. Es wird hier nur ein formaler Beweis gegeben.
Fiir einen strengeren bzw. rigoroseren Beweis wird auf Xiao (1995) und die Arbeiten
von Xiao, Bruhns & Meyers verwiesen. Die Vorgehensweise ist demzufoige wie folgt:
Der Spintensor £2"°8 aus (A.33) und h werden in die rechte Seite der letzten Beziehung
eingesetzt, und durch einfaches Auswerten soll gezeigt werden, dal die linke Seite der
rechten Seite entspricht. Dafiir wird Gleichung (A.3) in die Form

hQt — Qlofh =D — h (A.34)
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umgeschrieben. Mit (A.33) und (A.22) und Hilfe von (A.7) und (A.10) gilt

hQlee — oleey, = Z n;[(hB,)(D - h)Bﬁ —B.(D - h)(hBﬁ‘)]
a#f

= ) niinesBa(D—h)Bg
aFp

= ZE:IhJI)__BYBﬂ
a#f

= i B, (D — h)By, (A.35)
a,f=1

wobei zur Herleitung von (A.35) die Bedingung (A.11) verwendet wurde. Mit Hilfe der
Beziehung (A.8) gilt

> ByD-hBs;=D-h (A.36)
a,f=1

bzw.
hQe — O6h = D — h. (A.37)

Daraus folgt, dafl die Bedingung (A.3) fir e = h und © = QL erfiillt wird, d.h.
die mitrotierende Zeitableitung des rdumlichen Henckyschen Dehnungstensors h ergibt
die Verzerrungsgeschwindigkeit D, und dafl man zur Bildung dieser Zeitableitung den
logarithmischen Spin Q"¢ verwenden muB. Im folgenden wird eine basisfreie Darstellung
fiir den Log-Spin als eine Funktion von D, W und B hergeleitet.

Setzt man den Ausdruck fir B,hBj aus Gleichung (A.24) unter Beachtung von (A.7)
in die Beziehung (A.33) fiir den Log-Spin ein, erhilt man die Gleichung

QL8 = ZB WB, +Zn JB,DB; —ZnaﬂgaﬂB BB;. (A.38)
a#f aF#f

Wenn man Gleichung {A.26) von links mit B, und rechts mit Bs multipliziert und
Gleichung (A.7) beachtet, erhilt man die folgende Beziehung:

B.BB; = B,DBg(xe + X5) ~ BaWBj(Xa — Xs)- (A.39)
Im Ausdruck fiir 2“°% wird das Produkt B,BBj durch die linke Seite der letzten Bezie-

hung ersetzt und man erhilt

Qlos — z B,WB, + 3. n;}B.DB; — 5 [&;%BQDB[; +BaWBy| . (A40)
a#f aFf “

Unter Beachtung von

W = ZB WBQ-J-ZB WB;, (A.41)
a=1 a#f
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Gleichung (A.13), (A.21) und (A.22) folgt

e =W+ (X“ X, = ) B.DB; (A.42)
Z\x8 = Xa  9(Xa) — 9(xs)

bzw. mit (A.31)

1+ (Xa/Xﬂ) 2
1= (xa/x8) In(xa/X8)

Qo8 = W ( ) B,DBg. (A.43)
o#fB

Die Eigenprojektionen B, werden aus der Sylvesterformel

" B — 31
B, = 6ul+ [[ —22= (A.44)
Ba Xea — X8

berechnet. Fiir n = 1 verschwindet das durch ], gekennzeichnete Produkt, siehe
Bowen & Wang (1976, Seite 144). Ausgeschrieben ergeben sich fiir n = 1

flirn=2
1
B, = (B - X21)
X1 — X2
(A.46)
1
B2 = (B — Xll)
X2 — X1

und fiirn =3

B, = %&[Bz — (x2 + x3)B + x2x31]
B, = %&[32 — (x1 + x3)B + x1x31], (A.47)
B; = X2 ; X1 [B? — (x1 + X2)B + x1x11]
mit
A= (x1— x2){x2 — x3)(xs — x1)- (A.48)

Damit erhilt man aus (A.43) die folgende basisfreie Formel fiir den Log-Spin als Funktion
von D, W und B:

Oloe = W 4 Nog (A.49)
mit
0, X1=X2= X3
NU% = V[BD], X1 # X2 = X3 (A-50)

»1[BD)] + 5[B2D] + 5[B*DB], x1 # X2 # X3 # X1,
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yo 1 (1+X1/X2+ 2 ) (A.51)
x1—x2 \1—x1/x2  In(x1/x2)
=158 ()R 2, £=1,23
Vi A 2121 Xi 1—¢; Ine; ) ? )
(A.52)
€1 = Xa2/X3, €2 = X3/X1,€3 = X1/Xo-
Es wird die Notation
[B"DB’] = B'DB* — B°DB’ (A.53)

fiir 7, s = 0,1, 2 verwendet. Zur Berechnung von x; wird die folgende Beziehung verwen-
det

Xi = 3 (Il + 2/ 1 — 3Ly cos 3 (p — 27rz’))

¢ = cos”! (-4—r—213'91"12+2”3) (A.54)
2(12-315)%
i = 1,2,3.

1), I, und I5 sind die Hauptinvarianten von B. Fiir n = 2 gilt
Nilai'og = v(BigDyj — DigByj)
V(Bigdqkdjt — 0ik0q Byj) D
Bijit Dty (A.55)

il

mit

Bk = v(Bixdjr — 6 Bit). (A.56)
Analog erhilt man fiir n = 3

N,-l}og = Byju D, (A.57)
mit

Bijr = vs(BiBa—BixB3) + va (B0 — 6 B2) + vi(Bixdjn — 6 Bjr). (A.58)



Anhang B

Kinematische Konsistenz und
Objektivitit

Die multiplikative Zerlegung (2.86) des Deformationsgradienten ist nur bis auf eine belie-
bige Rotation der Zwischenkonfiguration eindeutig. Um Eindeutigkeit zu erreichen, wird
deshalb meistens davon ausgegangen, dafl der elastische Anteil F° des Deformationsgra-
dienten ein symmetrisch und positiv definiter Tensor ist, F® = V®, d.h. , F® wird als
eine reine Streckung angenommen, und die Rotation wird aufler acht gelassen. Casey &
Naghdi (1981) und Naghdi {1990) haben gezeigt, daf diese Annahme die Invarianzforde-
rung bei einer Beobachtertransformation im allgemeinen Sinne verletzt und ein solches
Modell stark einschrinkt.

Nach der Arbeit von Xiao, Bruhns & Meyers (2000a) soll im folgenden gezeigt wer-
den, dafl der in dieser Arbeit verwendete Rahmen fiir finite Elastoplastizitat kinematisch
konsistent ist, d. h. daB8 der elastische Anteil F® des Deformationsgradienten und der in-
elastische Anteil F' und alle mit ihnen (F® und F') zusammenhéingenden kinematischen
GrofBlen konsistent und eindeutig bestimmt werden kénnen. Es soll auflerdem gezeigt wer-
den, dafl in diesem Rahmen die Invarianzforderung bei einer Beobachtertransformation
im allgemeinen Sinne erfiillt werden kann.

B.1 Kinematische Konsistenz

Die konstitutiven Beziehungen (6.63), (7.62) (7.72), (7.73) und (7.79) zusammen mit den
Cauchyschen Bewegungsgleichungen und gut gestellten Anfangs- und Randbedingungen
bestimmen die Spannung m, den gesamten Deformationsgradienten F, den Geschwindig-
keitsgradienten I und den elastischen Anteil D® und den elastisch-inelastischen D¢ der
Verzerrungsgeschwindigkeit D. Bei einem Deformationsprozefl mit elastischer und in-
elastischer Formanderung ist es erforderlich, die elastischen und plastischen Anteile der
Deformation festzulegen. Man beachte, dafl ohne eine a priori Zerlegung der Bewegung
in elastische und inelastische Anteile anhand von D° und D% allein nicht entschieden
werden kann, welche Anteile der Deformation den inelastischen Formanderungen zuzu-
ordnen sind.

Eine Trennung der gesamten Deformation in elastische und inelastische Anteile erhalt
man aus der multiplikativen Zerlegung (2.86). Mit der Definition der Verzerrungsge-
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schwindigkeit nach Gleichung (2.104) und der dort eingefiihrten additiven Aufteilung von
D wird eine natiirliche und direkte Beziehung zwischen der multiplikativen Zerlegung
des Deformationsgradienten (2.86) und einer additiven Aufspaltung der Verzerrungsge-
schwindigkeit (6.60) geschaffen.

Aus der Ratenform des elastischen Stoffgesetzes (6.63), der Gleichung (A.25) und der
Formel

B;(InV®) = (InV*)B = (In AJ)B; (B.1)
kann die folgende Beziehung abgeleitet werden:
n
> B;D'B; = Z B:(ln V9B Z A *BSV°B (B.2)
o=1
wobei hier A, 0 =1,---,n, die Eigenwerte von V* bezeichnen und B{ die entsprechen-

den orthonormalen Eigenprojektionen. Nach Gleichung (B.2) geniigen also der positiv
definite symmetrische Tensor V°® und der symmetrische Tensor D® der Konsistenzbe-
dingung (23) in Xiao, Bruhns & Meyers (2000a). Der elastische Anteil F* = V°R®
des Deformationsgradienten kann deshab mit Hilfe von Lemma A aus Xiao, Bruhns
& Meyers (2000a) bei vorgegebenen Anfangsbedingungen eindeutig durch V*® und D®
festlegt werden: V* ergibt sich aus dem elastischen Stoffgesetz (6.32) zu

V¢ = exp (0Z/0w) (B.3)

und die elastische Rotation R® aus der Integration der linearen tensoriellen Differential-
gleichung

R°=0°R°, R°,_,=1 (B.4)
mit
= 2 \e)e .
0° = —CT BEDB? — (¢ — A2)T'BEVEB? ). B.5
G.Z?‘—‘T ()\82 Ae ( [ 7') a T) ( )

Die Notation Y 7 . bedeutet, da die Summation fiir o = 7 verschwindet. Aus Gleichung
(A.12) folgt

n

. e_)\e
ve = Y L=l _BlmVY)B
2 e g e VB

n e — )e

— "¢ 7 _RB¢(D® - h° Log Logy,e

> ]n/\;—ln)\gB"( heQl8 + Qloeh?)

= QMEVe - Voo ¢ Xn: )‘—"’\EBGDEBQ (B.6)
InAg—InAe ™ ° o

0’7'—

und mit Gleichung (B.6) kann Q° (eine basisfreie Darstellung wird am Ende dieses Ab-
schnittes angegeben) in der folgenden Form angegeben werden:

"/ 228X 1
e:QLog_ o't BeDeRE. .
9] ;(Aiz—)\gz+ln)\g—ln>\g) °D*B¢ (B.7)
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Aus Gleichung (B.7) und (2.128) folgt, daf fiir rein elastische Form&nderungen aus Q°
der Polar-Spin QF wird, da der elastische Strecktensor V® und der Rotationstensor R®
der gesamte Strecktensor V und der Rotationstensor R sind. Da F° jetzt eine bekannte
Grofle ist, kann aus

F'=F°F (B.8)

der inelastische Anteil F' des Deformationsgradienten bestimmt werden. Damit konnen
alle kinematischen GrofSen, wie L®, L' usw., der multiplikativen Zerlegung eindeutig
bestimmt werden:

L® = F°F ¢ = D® + W°, (B.9)

wobei D® durch die Gleichung (6.63) festgelegt wird und W* sich aus der folgenden
Gleichung ergibt:

W = skw(F°F~¢) = skw(V°V™® + VeQV™®), (B.10)

wobei die GréBen V¢, Ve und Q° durch die Gleichungen (B.3), (B.6) und (B.7) schon
bekannt sind. Hier und im folgenden bezeichnet sym(e) bzw. skw(e) den symmetrischen
bzw. antimetrischen Anteil des Tensors (e). Mit der bekannten Grofien L, F® und L®
kann L' berechnet werden:

L'=F°(L - L9F° = F°(L — D* — W)F®". (B.11)
Daraus folgen

D' = sym(L') = sym(F°(L — D® — W®)F®), (B.12)

W' = skw(L') = skw(F™°(L — D® — W®)F*®). (B.13)

Man beachte, dafl die Fliefiregel fiir die elastisch-inelastische Verzerrungsgeschwindigkeit
D% angegeben wurde.

Aus diesen Ausfiihrungen folgt, dafl der hier verwendete Rahmen fiir Elastoplastizitét
nach Xiao, Bruhns & Meyers (2000a) also eine eindeutige und konsistente Bestimmung
der elastischen Deformation F® und der inelastischen Deformation F' und allen mit F®
und F' zusammenhingenden kinematischen Gréfien erméglicht.

Mit Hilfe von Sylvesters Formel (2.57) kann aus (B.7) die folgende basisfreie Dar-
stellung fiir den elastischen Spin £2° als Funktion von D®, D, W, B® und B hergeleitet
werden:

0° = 0le _N° (B.14)
mit
0, X1 = X5 = X3
N°® = {+°[B°D], X5 # X3 = Xx§ (B.15)

vi[B*D?] + 5[(B°)’D°] + v3[(B°)’DBT], x5 # x5 # x5 # X5,

. 1 2 XEAS 1
e =
X5 =6\ = g7 Inxg—InXg)”

(B.16)
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4 1 3
V=R (—x)** (
i=1

Je = 25/5, 6 = A5/, 6§ = A/ Ag,

227 1
€ e
sf  Iné¢

), k=1,2,3

B.17
s = 257 — 25,55 = A5T — Ag%, 5§ = M6 — ag? (BA)
2% = A§AS, 25 = A5, 25 = ASXS,
A= (A = A3)(Ag = A9)(A5 = AY),
wobei hier die Notation
(B°)"D*(B°)*] = (B®)'D*(B°)* — (B*)°D(B)" (B-18)

fiir r, s = 0,1, 2 verwendet wird.

B.2 Objektivitidt im allgemeinen Sinne

Um zu zeigen, dafl man in diesem Rahmen auch die Invarianzforderung im allgemeinen
Sinne erfiillen kann, wird die durch Gleichung (2.2) gegebene Beobachtertransformation
betrachtet. In dem Bezugssytem ©* soll sich auflerdem die Zwischenkonfiguration B* zum
Zeitpunkt t = 0 durch eine Rotation Q von der Refenzkonfiguration B unterscheiden.
Es gilt also

F'limo = Q=0QT, F"|m0 =Q, (B.19)

und die Differentialgleichung und Anfangsbedingung (B.4) fiir die elastische Rotation
nehmen die Formen

Re* _ QBRE*, Re*|¢=0 — Q|t:0QT (BQO)

an. Der Gradient (9%3/0) ergibt den elastischen Anteil h® des rdumlichen Henckyschen
Dehnungstensors h. Da h® objektiv ist, ist der Gradient (03/0m) auch objektiv (siehe
Lemma B in Xiao, Bruhns & Meyers (2000a)). Daraus folgt, daf8 seine logarithmische
Zeitableitung auch objektiv ist. Damit und mit (6.63) und (B.3) erhilt man

D = Q«D°, V™ =Qx«Ve: (B.21)
Aus (2.42),, (2.99), (2.100) und (2.121) folgt die Transformationsbeziehung

Qe = Q+ Q% + QQT (B.22)
fiir den Log-Spin. Aus Gleichung (B.7), (B.21) und (B.22) folgt

0 = Q+0°+ QQ”. (B.23)
Aus einem Vergleich der Beziehungen (B.20) und (B.23) mit (B.4) kann man

R** = QR*QT (B.24)

gewinnen. Gleichung (B.21); und (B.24) ergeben
Fe* = V**R°* = QFEQT, (B25)
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und damit folgt aus (B.8)
F'* = (F**)~'F* = QF'. (B.26)

Gleichungen (B.25) und (B.26) sind genau die von Casey & Naghdi (1981) und Naghdi
(1990) angegebenen Invarianzbedingungen fiir die Zerlegung (2.86). Ein Modell der Elas-
toplastizitit in dem von Xiao, Bruhns & Meyers (2000a) entwickelten Rahmen erfiillt
also die Forderung der Objektivitéit im allgemeinen Sinne.



Anhang C

Symmetrieeigenschaften von G

Um zu zeigen, daf der vierstufige Tensor & symmetrisch ist, wird hier die folgende
Beziehung betrachtet:
A=7Q-Qr (C.1)
mit
Q=) p.,(B'DB° - B'DB"),, (C.2)
7,
wobei p,s eine allgemeine Funktion der Invarianten von B ist. D bezeichnet die Verzer-

rungsgeschwindigkeit und 7 den Kirchhoffschen Spannungstensor. Fiir isotropes Material
sind 7 und B koaxial und man hat

niB = Bni = X;l1;, (CS)

n, 7T =7Tn; = TN, (C-4)

wobei hier 7; die Eigenwerte von T bezeichnen, x; die Eigenwerte von B und n; die
entsprechenden orthonormalen Eigenvektoren. Setzt man Gleichung (C.2) in (C.1) ein,
ergibt sich die Form

A = Y p.(rB'DB’+ B°DB'r — rB°DB’ — B'DB*r)

= G:D, (C.5)

die auch den Tensor vierter Stufe G definiert. Wihlt man D = (nx ® o), folgt mit (C.3)
aus (C.5) die folgende Eigenwertbeziehung:

G:(m®n) = |> prlme — 1)(Xex{ — XX | (0k @ my). (C.6)

r,8

Im sechsdimensionalen Tensorraum ist G ein Tensor zweiter Stufe, und die letzte Bezie-
hung zeigt, dafl die (n; ® n;) ein vollstindiges orthonormales System von Eigenvektoren
von G bilden. Daraus folgt, da8 G symmetrisch ist und die Symmetrieeigenschaften

Gijri = Gjirr = Giji = Gyuyy (C.7)

besitzt. Man beachte, daf§ nur durch das Vertauschen der Indizes die Symmetrie von G
bzw. X — siehe Gleichung (3.51) — schwer feststellbar ist.
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Anhang D

Liste der verwendeten Symbole

Bezeichnung

Einheitstensor zweiter Stufe

Materialkonstanten der Fliekurve

Menge der internen Zustandsvariablen
zuriickgedrehte Menge der internen Zustandsvariablen
Anisotropietensor

Volumenkraftdichte

Materialparameter der Flielkurve

Korper

Linker Cauchy—Green Tensor

Eigenprojektion des linken Cauchy-Green Tensors B
Momentankonfiguration

Zwischenkonfiguration

Referenzkonfiguration

Oberflache von B

Oberfliche von By

Rechter Cauchy—Green Tensor

Eigenprojektion des rechten Cauchy—Green Tensors C
Elastizitatstensor

skalarwertige Schidigungsvariable

Eigenwerte von d

differentielles gerichtetes Flachenelement in B, By
materielles Linienelement in B, By,

Volumen eines differentiellen Volumenelementes von B, By
Schadigungstensor

Verzerrungsgeschwindigkeit

Nachgiebigkeitstensor

Almansischer Dehnungstensor

Elastizitatsmodul

Greenscher Dehnungstensor

Basisvektoren der Momentankonfigration
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Basisvektoren der Referenzkonfiguration
allgemeiner Eulerscher Dehnungstensor
allgemeiner Lagrangescher Dehnungstensor
Euklidischer Vektorraum
Porenvolumenanteil

Flieffunktion

Deformationsgradient

Fliefunktion von Gurson (1977)

Quadrat der Flieflspannung
Temperaturgradient

rdumlicher Henckyscher Dehnungstensor
referentieller Henckyscher Dehnungstensor
Grundinvarianten eines Tensors zweiter Stufe
Hauptinvarianten eines Tensors zweiter Stufe
Einheitstensor vierter Stufe

Determinante des Deformationsgradienten
Kinetische Energie

Geschwindigkeitsgradient

Masse

Schadigungseffekttensor
Schidigungseffekttensor zur Berechnung von &
Schadigungseffekttensor zur Berechnung von &
Anzahl ungleicher Eigenwerte von B, C
Normalenvektor in der Momentankonfiguration
Normalenvektor in der Referenzfiguration
Koordinatenursprung in B, B,

Beobachter bzw. Bezugssystem
Wirmestromvektor in B

Materialkonstanten in Fg

Wirmeleistung

Plastisches Dissipationspotential

Drehtensor

Wairmestromvektor in 5y

Vergleichsdehnung

Nomineller Spannungstensor

spezifische Wirmequelle

Rotationstensor

spezifische Entropie

Entropie

2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
allgemeine orthogonale Gruppe

Zeit

Spannungsvektor

1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
spezifische innere Energie

201



202 ANHANG D. LISTE DER VERWENDETEN SYMBOLE

Verschiebungsvektor

innere Energie

Rechter Strecktensor

Geschwindigkeitsvektor

Linker Strecktensor

Gesamtenergie

Drehgeschwindigkeitstensor

Ortsvektor von X in der Momentankonfiguration
Teilchen

Back-Stress Tensor

Ortsvektor von X in der Referenzkonfiguration
zu d arbeitskonjugierte Grofie

SRR RN

kinematische Verfestigungsvariable
Dehnung

infinitesimaler Verzerrungstensor
Effektivverzerrungstensor
Euklidscher Punktraum
Kroneckerdelta

Eigenwerte von V,U

Lamésche Konstante
Proportionalitdtsfaktor

isotrope Verfestigungsvariable
Kompressionsmodul

Lamésche Konstante
Querkontraktionszahl

zu h arbeitskonjugierter Eulerscher Spannungstensor
zu H arbeitskonjugierter Lagrangescher Spannungstensor
freie Energie

Kontinuitat

Dichte in der Momentankonfiguration
Dichte in der Referenzkonfiguration
Cauchyscher Spannungstensor
Effektivspannung

Kirchhoffscher Spannungstensor
Temperatur

CIPAIZTRLEAINT A A > > o mon 0 Q

Xeo Eigenwerte von B, C

X Konfiguration, Bewegung, Deformation
T~ Materialparameter fiir ¥

P freie Enthalpie

by komplementiires hyperelastisches Potential
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Ein Beitrag zur Gestaltsoptimierung druckbelasteter Rotationsschalen (Dezember 1989)

J. Badur/H. Stumpf:
On the influence of E. and F. Cosserat on modern continuum mechanics and field theory
(Dezember 1989)

Werner Fornefeld:
Zur Parameteridentifikation und Berechnung von Hochgeschwindigkeitsdeformationen
metallischer Werkstoffe anhand eines Kontinuums-Damage-Modells (Januar 1990)

J. Saczuk/H. Stumpf:
On statical shakedown theorems for non-linear problems (April 1990)

Andreas Feldmuiler:
Ein thermoplastisches Stoffgesetz isotrop geschédigter Kontinua (April 1991)

Ulfert Rott:
Ein neues Konzept zur Berechnung viskoplastischer Strukturen (April 1991)

Thomas Heinrich Pingel:
Beitrag zur Herleitung und numerischen Ralisierung eines mathematischen Modells der
menschlichen Wirbelsaule (Juli 1991)

O.T. Bruhns:
GroBe plastische Forménderungen - Bad Honnef 1991 (Dezember 1991)

J. Makowski/J. Chroscielewski/H. Stumpf:
Computational Analysis of Shells Undergoing Large Elastic Deformation
Part I: Theoretical Foundations

J. Chroscielewski/J. Makowski/H. Stumptf:
Computational Analysis of Shells Undergoing Large Elastic Deformation
Part Il: Finite Element implementation

R. H. Frania/H. Waller:
Entwicklung und Anwendung spezieller finiter Elemente fiir Kerbspannungsprobleme im
Maschienebau (Mai 1992)

B. Bischoff-Beiermann:
Zur selbstkonsistenten Berechnung von Eigenspannungen in polykristallinem Eis unter
Berucksichtigung der Monokristallanisotropie (Juli 1992)
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J. Pohé:
Ein Beitrag zur Stoffgesetzentwicklung flr polykristallines Eis (Februar 1993)

U. Kikillus:
Ein Beitrag zum zyklischen Kiechverhalten von Ck 15 (Mai 1993)

T. Guo:
Untersuchung des singuldren RiBspitzenfeldes bei stationdrem RiBwachstum in
verfestigendem Material (Juni 1993)

Achim Menne:
Identifikation der dynamischen Eigenschaften von hydrodynamischen Wandiern (Januar
1994)

Uwe Folchert:
Identifikation der dynamischen Eigenschaften Hydrodynamischer Kopplungen (Januar
1994)

Jérg Kérber:
Ein verallgemeinertes Finite-Element-Verfahren mit asymptotischer Stabilisierung
angewendet auf viskoplastische Materialmodelle (April 1994)

Peer SchieBe:
ein Beitag zur Berechnung des Deformationsverhaltens anisotrop geschédigter Kontinua
unter Berlicksichtigung der thermoplastischen Koppiung (April 1994)

Egbert Schopphoff:
Dreidimensionale mechanische Analyse der menschlichen Wirbelsaute (Juli 1994)

Christoph Beerens:
Zur Modellierung nichtlinearer Dampfungsphanomene in der Strukturmechanik (Juli 1994)

K. C. Le/H. Stumpf:
Finte elastoplasticity with microstructure (November 1994)

O. T. Bruhns:
GroBe plastische Formanderungen - Bad Honnef 1994 (Dezember 1994)

Armin Lenzen;
Untersuchung von dynamischen Systemen mit der Singuldrwertzerlegung - Erfassung von
Strukturverdnderungen (Dezember 1994)

J. Makowski/H. Stumpf:
Mechanics of Irreguiar Shell Structures (Dezember 1994)

J. Chroscielewski/J. Makowski/H. Stumpf:
Finte Elements for Irregular Nonlinear Shells (Dezember 1994)

W. Krings/A. Lenzen/u. a.:
Festschrift zum 60. Geburtstag von Heinz Waller (Februar 1995)

Ralf Podleschny:
Untersuchung zum Instabilitdtsverhalten scherbeanspruchter Risse (April 1995)

Bernd Westerhoff:
Eine Untersuchung zum geschwindigkeitsabhangigen Verhalten von Stahl (Juli 1995)

Marc Mittelbach:
Simulation des Deformations- und Schédigungsverhaltens beim StofRversuch mit einem
Kontinuums-Damage-Modell (Dezember 1995)
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Ulrich Hoppe:
Uber grundiegende Konzepte der nichtlinearen Kontinuumsmechanik und Schalentheorie
(Mai 1996)

Marcus Otto:
Erweiterung des Kaustikenverfahrens zur Analyse rdumlicher Spannungskonzentrationen

(Juni 1996)

Horst Lanzerath:
Zur Modalanalyse unter Verwendung der Randeiementemethode
(Juli 1996)

Andreas Wichtmann
Entwicklung eines thermodynamisch konsistenten Stofigesetzes zur Beschreibung der
Reckalterung (August 1996)

Bjarne Fossa
Ein Beitrag zur FlieBildchenmessung bei vorgedehnten Stoffen (Oktober 1996)

Khanh Cha Le:
Kontinuumsmechanisches Modeilieren von Medien mit veranderlicher Mikrostruktur
(Dezember 1996)

Holger Behrens:
Nichtlineare Modellierung und lIdentifikation hydrodynamischer Kupplungen mit allge-
meinen diskreten Modellansatzen (Januar 1997)

Johannes Moosheimer:
Gesteuerte Schwingungsdampfung mit Elektrorheologischen Fluiden {Juii 1997)

Dirk Klaus Anding:
Zur simultanen Bestimmung materialabhangiger Koeftizienten inelastischer Stofigesetze
{Oktober 1997)

Stephan Weng:
Ein Evolutionsmodell zur mechanischen Analyse biologischer Strukturen
(Dezember 1997)

Michael StraBberger:
Aktive Schallreduktion durch digitale Zustandsregelung der Strukturschwingungen mit
Hilfe piezo-keramischer Aktoren (Dezember 1997)

Hans-Jérg Becker:
Simultation des Deformationsverhaltens polykristallinen Eises auf der Basis eines
monokristallinen Stoffgesetzes (Dezember 1997)

Thomas Nerzak:
Modellierung und Simulation der Ausbreitung adiabatischer Scherbander in metallischen
Woerkstoffen bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen (Dezember 1997)

O. T. Bruhns:
GroBe plastische Form&nderungen (Mérz 1998)

Jan Steinhausen:
Die Beschreibung der Dynamik von Antriebsstrangen durch Black-Box-Modelle
hydrodynamischer Kupplungen (August 1998)

Thomas Pandorf:
Experimentelle und numerische Untersuchungen zur Kerbspitzenbeanspruchung bei
schlagbelasteten Biegeproben (August 1998)
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Claus Oberste-Brandenburg:
Ein Materialmodell zur Beschreibung der Austenit-Martensit Phasentransformation unter
Beriicksichtigung der transformationsinduzierten Plastizitat (Juni 1999)

Michael Martens:
Regelung mechanischer Strukturen mit Hilfe piezokeramischer Stapelaktoren
(Dezember 1999)

Dirk Kamarys:
Detektion von Systemveranderungen durch neue ldentifikationsverfahren in der
experimentellen Modalanalyse (Dezember 1999)

Wolfgang Hiese
Gltigkeitskriterien zur Bestimmung von Scherbruchzahigkeiten (Januar 2000)

Peter Jaschke
Mathematische Modellierung des Betriebsverhaltens hydrodynamischer Kupplungen mit
hybriden Modellansatzen (Februar 2000)

Stefan Mdller
Zum Einsatz von semi-aktiven Aktoren zur optimalen Schwingungsreduktionin ~
Tragwerken (Februar 2000)

Dirk Eichel
Zur Kondensation strukturdynamischer Aufgaben mit Hilfe von Polynommatrizen
{(Juni 2000)

Andreas Burgel
Bruchmechanische Kennwerte beim Wechsel im Versagensverhalten dynamisch
scherbeanspruchter Risse (August 2000)

Daniela Lurding
Modellierung groBer Deformationen in orthotropen, hyperelastischen Schalenstrukturen
(Marz 2001)

Thorsten Quent

Ein mikromechanisch begriindetes Modell zur Beschreibung des duktilen Verhaltens
metallischer Werkstoffe bei endlichen Deformationen unter Berlicksichtigung von
Porenschadigung (Mai 2001)

Ndzi C. Bongmba
Ein finites anisotropes Materialmodell auf der Basis der Hencky-Dehnung und der
logarithmischen Rate zur Beschreibung duktiler Schadigung (Mai 2001)






Mitteilungen aus dem Institut fir Mechanik
RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM
Nr. 127

978-3-935892-1-8



