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Zusammenfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit liegt in der Entwicklung eines Finite-Elemente-Modells
zur numerischen Simulation von lokalisierten \Versagensmechanismen, wie z.B. Rissen in
Betonkonstruktionen. Auf der Basis einer Approximation der Kinematik lokalisierter De-
formationen mittels sprungstetiger Verschiebungsabbildungen wird ein C°-stetiges Verschie-
bungsfeld mit einer C°-unstetigen Abbildung additiv erweitert. Dies filhrt im Gegensatz zu
den bei klassischen Kontinuumsmodellen verwendeten Spannungs-Dehnungs-Beziehungen zu
Traktions-Verschiebungs-Beziehungen. Zur Herleitung dieses konstitutiven Interface-Gesetzes
werden zwei unterschiedliche, thermomechanisch konsistente Verfahren in Verbindung mit
einem gekoppelten elasto-plastischen anisotropen Schadigungsmodell herangezogen. Die nu-
merische Umsetzung des Modells im Rahmen der Finite-Elemente-Methode erfolgt auf der
Grundlage des Enhanced-Assumed-Strain-Konzeptes (EAS). Im Gegensatz zum urspriingli-
chen EAS-Verfahren wird fir die erweiterten Verzerrungen jedoch eine PETROV-GALERKIN-
Diskretisierung verwendet. Dabei werden die Freiheitsgrade, welche die Diskontinuitdt des
Verschiebungsfeldes beschreiben, bereits auf Materialpunktebene eliminiert und nicht, wie bei
EAS-Modellen ublich, durch statische Kondensation. Die resultierende numerische Implemen-
tierung ist formal identisch zur algorithmischen Umsetzung von Kontinuumsmodellen mit C°-
stetigen Verschiebungsfeldern. Bestehende Programmstrukturen kénnen somit ohne Anderung
ubernommen werden. Zur Gewadhrleistung einer effizienten und robusten numerischen Umset-
zung wird die bislang verwendete Annahme zeitlich invarianter Lokalisierungs- (Ril3-) Flachen
aufgegeben. Die Leistungsfahigkeit des entwickelten finiten Elementes und insbesondere die
Unabhéngigkeit der Resultate von der rdumlichen Diskretisierung werden anhand von zwei-
und dreidimensionalen Analysen von Betonstrukturen, darunter 3D-Simulationen von Auszugs-
versuchen von Betonankern, gezeigt.

Abstract

This thesis is concerned with the development of a finite element formulation suitable for nume-
rical analyses of localized deformations such as cracks in brittle structures. Based on an additive
decomposition of the displacement field into a C°-smooth part and a discontinuous part, the in-
elastic material response is governed by traction separation laws. For the development of these
interface laws, two thermodynamically consistent concepts are described and applied to the de-
rivation of an elastoplastic anisotropic damage model. In contrast to the originally proposed
numerical implementation based on the enhanced assumed strain (EAS) concept, the parame-
ters defining the discontinuous part of the displacement field are condensed out at the material
level without employing the standard static condensation technique. This approach results in
linearized constitutive equations formally identical to those of continuum models. Therefore
the standard return mapping algorithm is used to solve the nonlinear equations. The suitabili-
ty of the proposed finite element formulation is demonstrated by means of three-dimensional
ultimate load analyses of pull-out tests of a steel anchor embedded within a concrete block.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Numerische Simulationen auf der Grundlage der Finite-Elemente-Methode nehmen heutzutage
eine dominante Stellung in der Entwicklung von Ingenieurstrukturen ein. Hierbei stellt die Trag-
lastanalyse ein wichtiges Instrument zur Beurteilung der Sicherheit einer Konstruktion dar. Das
primdre Ziel der Traglastanalyse liegt in der Ermittlung der maximal aufnehmbaren Belastung
der untersuchten Struktur. Diese maximale Belastung wird entweder durch die Stabilitatsgren-
ze des Systems oder durch das Entstehen und die Ausbreitung von Versagenszonen aufgrund
der Uberschreitung von Festigkeitsgrenzen des Materials bestimmt. Représentative Beispiele
fur Versagensmechanismen auf Werkstoffebene stellen Risse in sproden Werkstoffen bei Zug-
beanspruchung, FlieRgelenke in Stahlen und Scherfugen in Boden dar. Die numerische Analyse
solcher Versagensformen bildet den Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit.

Die Analyse der mechanischen Werkstoffeigenschaften auf makroskopischer Ebene erfolgt im
allgemeinen auf der Grundlage von experimentellen Untersuchungen von Probekdrpern. Das
Sprodbruchverhalten von Beton wird hdufig in einachsialen Zug- oder in Biegezug-Versuchen
untersucht. Stahle werden meistens mit Hilfe einachsialer Tests analysiert. Die resultierenden
Last-Verschiebungs-Diagramme solcher weggesteuerten Experimente weisen nach dem Errei-
chen der maximal aufnehmbaren Kraft bei weiterer Zunahme an Verformungen eine Abnahme
der Belastung auf. Dabei existiert ein vielfaltiges Spektrum von Ursachen fiir diese Abnahme
der gemessenen makroskopischen Materialfestigkeit. Sind bei sproden Werkstoffen Mikrorisse
und die daraus hervorgehende reduzierte Querschnittsflache fiir die Verminderung der Material-
festigkeit verantwortlich (Mode I-Versagen), so sind duktile Materialien durch die Ausbildung
von Scherversagenszonen gekennzeichnet (Mode Il-Versagen). Neben Zug- bzw. Scherversa-
gen existieren auch Formen gemischten Versagens (Mixed-Mode-Versagen). Desweiteren ist
es maoglich, dal? ein Material unter verschiedenen Belastungszustanden unterschiedliche Versa-
gensmechanismen aufweist. So ist Beton durch ein sprodes Materialverhalten bei Zugbeanspru-
chung und durch ein duktiles Materialverhalten unter vorwiegender allseitiger Druckbelastung
charakterisiert. 1



2 Kapitel 1: Einleitung

In der Kontinuumsmechanik erfolgt die Beschreibung des Verhaltens von Werkstoffen in homo-
genisierter Form, d.h. in Form von Spannungs-Dehnungs-Beziehungen. Wird Materialversagen
mittels numerischer Modelle, die auf einer Spannungs-Dehnungs-Beziehung basieren, approxi-
miert, konnen daraus physikalisch unsinnige Ergebnisse resultieren. Um dies zu verdeutlichen,
wird im folgenden Absatz exemplarisch ein einachsialer Zugversuch einer Betonprobe betrach-
tet. Der Versuchsaufbau ist schematisch in Abb. 1.1 dargestellt. Die durchgezogene Linie im
Last-Verschiebungs-Diagramm korrespondiert hierbei zu den experimentell ermittelten Daten.

Zundchst erfolgt die numerische Analyse des Systems unter der Annahme rdumlich kon-
stanter Materialparameter. Mit der daraus resultierenden homogenen Spannungs- und Verzer-
rungsantwort wird das Spannung-Dehnungs-Diagramm durch die Gleichungen F' = o, A
und v = ey; L in das Last-Verschiebungs-Diagramm uberfuhrt. Hieraus folgt, dafl die
Spannungs-Dehnungs-Beziehung qualitativ den gleichen funktionalen Verlauf aufweist wie das
dazu korrespondierende Last-Verschiebungs-Diagramm. Somit nehmen nach Erreichen der ma-
ximalen Spannung bei weiter monoton steigenden Verzerrungen die Spannungen ab. Dieses
Phédnomen wird auch als Entfestigung bezeichnet. Die numerische Simulation von Entfesti-
gungsphanomenen ist ein zentraler Forschungsgegenstand in der Materialmodellierung. Fir
den in Abb. 1.1 dargestellten Zugversuch werden die Finite-Elemente-Analysen mittels unter-
schiedlicher raumlicher Diskretisierungen durchgefuihrt. Geméall Abb. 1.1 wird hierzu der Para-
meter i € N\ {0} variiert. Unabhéngig vom Geometrieparameter i folgt aus der vorgegebenen
Spannung-Dehnungs-Beziehung bei homogener Spannungsverteilung die gleiche Strukturant-
wort.

Da die Materialparameter in realen Strukturen jedoch stochastisch verteilt sind, stellt die zuvor
betrachtete homogene Verzerrungsantwort einen Sonderfall dar, welcher bei einachsialen Zug-
versuchen von Betonproben nicht auftritt. Somit ist es sinnvoll, in einer weiteren numerischen
Analyse den drei finiten Elementen aus Abb. 1.1 eine unterschiedliche Zugfestigkeit zuzuwei-
sen. GemaR Abb. 1.1 wird hierzu die Zugfestigkeit des mittleren finiten Elementes geringfligig
herabgesetzt, so daB eine Imperfektion entsteht. Im Gegensatz zu den numerischen Analysen
auf der Basis der rdumlich konstant angenommen Materialparametern ist die berechnete Dissi-
pation somit auf das mittlere Element beschrénkt. Die beiden anderen Elemente hingegen erfah-
ren Entlastungsvorgdnge. Da (L/(3i)); eine Nullfolge darstellt, konvergiert im Limesuibergang
i — oo das Volumen des Bereiches positiver Dissipation gegen Null (lim; ,., L/(3i) = 0).
Hieraus folgt fiir die numerisch ermittelte, zum materiellen Versagen korrespondierende, Ener-
gie £ := fuoio F du der Grenzwert lim;_,,, £ = 0 (s. Abb. 1.1). Die auf die Querschnittsflache
A der Betonprobe bezogene Bruchenergie G; := E/A konvergiert somit flir i — oo auch gegen
Null. Dies steht im Widerspruch zu der experimentell verifizierten Beobachtung, da G¢ > 0
ein objektiver Materialparameter ist.

Treten bei der numerischen Analyse homogener Verschiebungsfelder also keine Probleme auf,
so ist fur inhomogene Verschiebungsfelder gezeigt worden, dal? die mittels der Finite-Elemente-
Methode ermittelten Approximationen des Last-Verschiebungs-Verlaufes nach dem Erreichen
der maximalen Last stark abhéngig von der verwendeten raumlichen Diskretisierung sind. In der



1.1 Motivation 3

3i—1 1 3i—1
* ‘

7l
Imperfektion

Abb. 1.1: Einachsialer Zugversuch einer Betonprobe: Last-Verschiebungs-Diagramme auf der
Grundlage der Finite-Elemente-Methode fiir verschiedene raumliche Diskretisierun-
gen (i € N\ {0}) vs. angenommener experimentell ermittelter Verlauf.

Realitat sind solche inhomogenen Verschiebungsfelder dadurch gekennzeichnet, dal? die Defor-
mationen in einem zum Verhéltnis der geometrischen Abmessungen der betrachteten Struktur
relativ kleinen Bereich konzentriert sind. Man bezeichnet dieses Phanomen auch als Lokali-
sierung. Die Dicke des Bereiches lokalisierter Verformungen variiert dabei fur physikalische
Prozesse von der Mikrometer-Skala bei metallischen Werkstoffen bis zu mehreren Kilometern
bei geologischen Erdfaltungsvorgéngen.

Die numerische Analyse lokalisierten Versagens auf Basis der klassischen Kontinuumsmecha-
nik ist aus zwei Griinden nur eingeschrankt moglich. Klassische kontinuumsmechanische Mo-
delle basieren auf dem Prinzip der lokalen Wirkung. Die Materialantwort in einem speziellen
Punkt ist daher lediglich von den ZustandsgrolRen in diesem Punkt abhéngig. Somit ist eine
Langeninformation beziiglich der Dicke des Bereiches lokalisierter Verformungen nicht im Mo-
dell enthalten, so dal bei feiner werdender Diskretisierung geméall Abb. 1.1 diese Dicke gegen
Null konvergiert. Auf der anderen Seite ist es moglich, Lokalisierung als diskontinuierlichen
ProzeR aufzufassen. Dies fiihrt zu unstetigen Verschiebungs- oder Verzerrungsfeldern. Da die
Kontinuumsmechanik jedoch auf einer Homogenisierung der heterogenen Materialantwort ba-
siert, ist es nicht moglich, diskrete Lokalisierungsprozesse, wie z.B. Risse, zu modellieren. Zur
numerischen Analyse von Lokalisierungsphdnomenen ist es daher notwendig, entweder eine
Langeninformation beziglich der Dicke des Bereiches lokalisierter Verformungen in ein beste-
hendes Modell einzuarbeiten oder diskontinuierliche Verschiebungsfelder bzw. Deformations-
gradienten zu berticksichtigen.

Aus diesem Grund wurden erweiterte kontinuumsmechanische Modelle entwickelt, welche vom
Postulat der lokalen Wirkung abweichen (,,nicht-lokale erweiterte Materialmodelle). Hier-
durch gelang es, das Entstehen von lokalisierten \ersagensformen, wie z.B. Scherbander, nume-
risch zu erfassen. Allen Modellen dieser Klasse ist gemein, dal3 zur numerischen Berechnung
des betrachteten Lokalisierungsprozesses eine ausreichend feine Auflosung des Bereiches lo-
kalisierter Verformungen bendtigt wird. Der damit verbundene numerische Aufwand ist daher
betrachtlich.
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Eine andere Mdglichkeit, Lokalisierungsprozesse zu erfassen, wird durch die Verwendung von
CP-unstetigen Verschiebungsfeldern bzw. Deformationsgradienten erdffnet. Im Gegensatz zu
den nicht-lokalen erweiterten Modellen basiert diese Approximation auf einer makroskopischen
Sichtweise. Daher kann eine erheblich grobere rdumliche Diskretisierung verwendet werden.
Dies ist fir die numerische Simulation realitdtsnaher komplexer Ingenieurkonstruktionen von
groRRer Bedeutung. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird eine additive Erweiterung der C°-
stetigen Verschiebungsabbildung mit einem C°-unstetigen Verschiebungsfeld verwendet. Zur
Gewadhrleistung der Unabhangigkeit der numerischen Resultate von der raumlichen Diskreti-
sierung wird die diskontinuierliche Erweiterung des Verschiebungsfeldes in ein finites Element
eingebunden, so daR die Topologie der Sprungstelle der diskontinuierlichen FeldgroRe nicht auf
die Elementrander beschrankt ist.

1.2 Stand der Forschung

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber die, nach Ansicht des Autors, wichtigsten For-
schungsarbeiten auf dem Gebiet der Modellierung lokalisiertem Materialversagens gegeben.

Die erste Veroffentlichung, in der Lokalisierungsphanome wissenschaftlich untersucht wurden,
ist die Arbeit [HADAMARD 1903]. HADAMARD studierte die Wellenausbreitungsgeschwin-
digkeit in Kontinua und leitete die Bedingung fir stehende Wellen, also Wellen mit einer Ge-
schwindigkeit von Null, her. Diese Bedingung ist dquivalent zur starken Elliptizitat (s. [HADA-
MARD 1903]). Fir Materialmodelle, die auf dem Postulat der maximalen Dissipation basieren,
charakterisiert der Zeitpunkt der starken Elliptizitét den Ubergang von einem homogenen zu ei-
nem lokalisierten Deformationszustand. Dieser Zusammenhang wurde jedoch erst in den Arbei-
ten [HILL 1958; MANDEL 1966; THOMAS 1961] verstanden. In [RUDNICKI & RICE 1975;
RICE & RuUDNICcKI 1980] leiteten die Autoren fiir verschiedene konstitutive Modelle Bedin-
gungen fir die Bildung lokalisierter Deformationszustande her und bestimmten desweiteren
die rdumliche Orientierung der dazu korrespondierenden Bereiche. Fir eine umfangreiche Zu-
sammenfassung verschiedener Aspekte lokalisiertem Werkstoffversagens wird auf [DE BORST
2001] verwiesen.

Mitte der 80-er Jahre wurde gezeigt, da die mit der Finite-Elemente-Methode berechne-
ten Losungen auf der Grundlage klassischer kontinuumsmechanischer Modelle, die auf einer
Spannungs-Dehnungs-Beziehung in lokaler Form basieren, abhéngig von der verwendeten Dis-
kretisierung ist. DE BORST zeigte beispielsweise in [DE BORST 1986], dal sich mit einer
speziellen radumlichen Diskretisierung nahezu jede numerische Losung kiinstlich erzeugen 1a6t.
Ein umfassender Uberblick zu dieser Fragestellung ist den Arbeiten [JIRASEK 1999; JIRASEK
& BAZANT 2002] zu entnehmen.

Um die Abhangigkeit der mittels klassischer kontinuumsmechanischer Theorien erhaltenen nu-
merischen Resultate beztiglich der rdumlichen Diskretisierung zu beseitigen, wurden erwei-
terte Modelle entwickelt. Dabei wurde in verschiedenen Ansétzen eine Langenskala beriick-
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sichtigt, welche zur Dicke des Bereiches lokalisierter Deformationen korrespondiert. Zu diesen
Ansétzen zahlen nicht-lokale Modelle [PIJAUDIER-CABOT & BAZANT 1987A; BAZANT &
PIJAUDIER-CABOT 1988], die dadurch gekennzeichnet sind, daR das Prinzip der lokalen Wir-
kung aufgegeben wird, die gradientenerweiterten Theorien [MUHLHAUS & AIFANTIS 1991;
DE BORST & MUHLHAUS 1992], die aus einer TAYLOR-Reihenentwicklung der nicht-lokalen
Modelle hergeleitet werden kdnnen sowie die COSSERAT-Kontinua [DE BORST 1991; STEIN-
MANN & WILLAM 1991], bei welchen die Kinematik eines betrachteten Punktes neben dem
Verschiebungsfeld durch zuséatzliche Rotationsvariablen beschrieben wird. Diesen Modellen ist
gemein, daR Lokalisierung als ein stetiger Prozel3 aufgefa3t wird. Somit resultieren die nume-
rischen Ergebnisse dieser Theorien in einem Deformationsgradienten, welcher im Bereich der
lokalisierten Verformungen stetig ist und ein stark ausgepragtes Maximum aufweist. Um die-
sen Verlauf des betrachteten Gradientenfeldes mittels der Finite-Elemente-Methode numerisch
zu erfassen, ist eine ausreichend feine Diskretisierung der Bereiche lokalisierter Deformations-
zustande notig. Hierdurch steigt der numerische Aufwand betrdchtlich an.

Die Abhéngigkeit der auf der Basis klassischer kontinuumsmechanischer Materialmodelle er-
haltenen numerischen Resultate bezliglich der rdumlichen Diskretisierung resultiert in einer
nicht objektiven Bruchenergie. Somit folgen aus zwei unterschiedlichen Diskretisierungen zwei
verschiedene Bruchenergien. Da jedoch experimentell verifiziert wurde (s. z.B. [REMMEL
1994]), daR die Bruchenergie eine objektive Materialkonstante ist, steht das numerisch ermit-
telte Resultat im Widerspruch zum korrespondierenden physikalischen Proze3. Daher wurden
Modelle entwickelt, welche die Bruchenergie als objektiven Materialparameter beriicksich-
tigten. Hierzu wurde in den Arbeiten [PIETRUSZCZAK & MR0OZ 1981; OLIVER 1989] der
Entfestigungsmodul eines klassischen, lokalen Plastizitditsmodells mit der Bruchenergie gekop-
pelt. Somit wird der Entfestigungsmodul zu einer Funktion in Abhdngigkeit der Geometrie
des betrachteten finiten Elementes. Im Gegensatz zu dieser Idee entwickelten [HILLERBORG,
MODEER & PETERSSON 1976] auf der Grundlage einer Traktions-Verschiebungs-Beziehung
ein Modell fur sprode Werkstoffe, welches ebenfalls zu einer konstanten Bruchenergie fihrt.
Im Rahmen dieses Modells wurde eine Entfestigungsfunktion fur die Normalkomponente des
Traktionsvektors der Ri3flache postuliert, wobei die Entfestigungsfunktion in Abhéngigkeit der
RiBweite formuliert wurde.

Aus mathematischer Sicht erfordern Lokalisierungsprozesse eine sprungstetige Abbildung des
Verschiebungsfeldes. Die glatte Deformationsabbildung geht somit in eine C°-unstetige Funk-
tion Uiber. JOHNSON zeigte in [JOHNSON 1976], dal® diskontinuierliche Verschiebungsfelder
zulassige Funktionen zur Losung der Differentialgleichung eines perfekt-plastischen Fachwerk-
stabes sind (' s. auch [MATTHIES, STRANG & CHRISTIANSEN 1979]). Hierdurch wurde die
Maoglichkeit gegeben, sprungstetige Deformationsabbildungen zur Analyse von Randwertpro-
blemen der Strukturmechanik heranzuziehen. Die Ideen von JOHNSON verwendeten [BAZANT
& BELYTSCHKO 1985] zur Analyse eines eindimensionalen Fachwerkstabes. Im Gegensatz zu
[JOHNSON 1976] verwendeten BAZANT & BELYTSCHKO ein entfestigendes Materialmodell
und betrachteten die Ausbreitung einer Schockwelle. Die Autoren zeigten, da auch fiir dieses
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analysierte Problem eine sprungstetige Funktion die Losung des Verschiebungsfeldes darstellt.
Desweiteren belegten sie, daB die hierzu korrespondierende Dissipation zu Null verschwindet.

Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wurden sprungstetige Verschiebungsfelder erstmalig
in [JOHNSON & ScoTT 1981] angewendet. JOHNSON & SCOTT analysierten einen Fachwerk-
stab unter der Annahme eines perfekt-plastischen Materialmodells mittels C°-unstetiger An-
satzfunktionen des Verschiebungsfeldes. Auf der Basis der grundlegenden Arbeit [JOHNSON
& ScoTT 1981] wurden in [DVORKIN, CUITINO & GI0IA 1990; KLISINSKI, RUNESSON
& STURE 1991] zweidimensionale finite Elemente mit diskontinuierlichem Verschiebungsfeld
entwickelt. DVORKIN, CUITINO & GIOIA nutzten zur Herleitung ein erweitertes Funktional in
Abhangigkeit des Verschiebungsfeldes sowie des Verzerrungsfeldes. In [KLISINSKI, RUNES-
SON & STURE 1991] hingegen wurde die Diskontinuitat des Verschiebungsfeldes mittels einer
Umverteilungs-Matrix auf die Knotenverschiebungen des finiten Elementes verteilt. Den Mo-
dellen ist gemein, daB eine beliebige rdumliche Orientierung der Diskontinuitdt beschrieben
werden kann und daR die Parameter, die die Unstetigkeitsstellen beschreiben, auf Elementebe-
ne eliminiert werden. In [OLOFSSON, KLISINSKI & NEDAR 1994] verglichen die Autoren
das Modell aus der Arbeit [KLISINSKI, RUNESSON & STURE 1991] mit einem verschmierten
RiBmodell. KLISINSKI, RUNESSON & STURE zeigten fiir ein drei-knotiges ebenes Dreiecks-
Element, dal’ die numerisch ermittelten Ergebnisse fuir beide Modelle identisch sind, falls die
Sprungstelle des Verschiebungsfeldes parallel zu einer Kante des betrachteten finiten Elementes
ist. Desweiteren wurden in [KLISINSKI, OLOFSSON & TANO 1995] verschiedene Traktions-
Verschiebungs-Beziehungen zur Modellierung von Rissen in Betonstrukturen analysiert. KLIs-
INSKI, OLOFSSON & TANO Verifizierten anhand numerischer Beispiele, dal} der Versagens-
mechanismus von sproden Werkstoffen mit einem Mode-1- bzw. Mode-11-Modell im allgemei-
nen nicht ausreichend erfa3t wird. Die besten Ergebnisse wurden mittels eines Mixed-Mode-
Modells erzielt. Um die Leistungsfahigkeit der numerischen Umsetzung der Arbeit [KLISIN-
SKI, OLOFSSON & TANO 1995] zu demonstrieren, wurde in [OHLSSON & OLOFSSON 1997]
die Implementierung zur Analyse von zweidimensionalen Anker-Auszugs-Versuchen herange-
zogen.

Ein grol3er Fortschritt in der Modellierung von sprungstetigen Verschiebungsfeldern wurde
durch die Arbeit [SiMO, OLIVER & ARMERO 1993] erreicht. Auf der Grundlage der Ar-
beit [MATTHIES, STRANG & CHRISTIANSEN 1979] analysierten SiMO, OLIVER & ARMERO
klassische lokale Materialmodelle unter der Annahme diskontinuierlicher Verschiebungsfelder.
Die Autoren belegten, dal der Entfestigungsmodul im Rahmen der betrachteten Problemstel-
lung als eine singuldre Verteilung zu interpretieren ist. Desweiteren leiteten sie Bedingungen
fur die Entwicklung eines sprungstetigen Verschiebungsfeldes her. Neben den theoretischen
Uberlegungen wurde in [SIMO, OLIVER & ARMERO 1993] auch ein eindimensionales finites
Element zur Simulation von Lokalisierungsphanomenen vorgestellt. Dieses Konzept wurde in
[OLIVER & SimM0O 1994] fortgesetzt bzw. in [SIMO & OLIVER 1994; OLIVER 1995A; OLI-
VER 19958B] fir zweidimensionale Probleme erweitert. Als Grundlage der Implementierung
diente das Enhanced Assumed Strain-Konzept (EAS), welches in [SIMO & RIFAI 1990; Si-
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MO & ARMERO 1992] erstmalig vorgestellt wurde. Das zu dem diskontinuierlichen Verschie-
bungsfeld korrespondierende Verzerrungsfeld wurde in einem finiten Element beriicksichtigt,
so dal’ die raumliche Orientierung der Unstetigkeit unabhdngig von der verwendeten Diskre-
tisierung war. Zur Approximation der Diskontinuitét, im Sinne einer Sprungfunktion, fuhrten
die Autoren im Rahmen der numerischen Umsetzung einen Regularisierungsparameter ein. Da
die Unstetigkeitsstellen des \Verschiebungsfeldes in der groberen Skala des makroskopischen
Materialmodells berticksichtigt werden, eignet sich das Verfahren auch fiir die Analyse groRer
Strukturen. Fir eine ausfiihrliche Zusammenfassung und detailierte Beschreibung dieses Ver-
fahrens wird auf die Arbeit [OLIVER 1996] verwiesen, welche numerische Umsetzungen fir
ein skalares Schadigungsmodell und fiir ein isotropes Plastizitdtsmodell enthélt. Zeitgleich zu
den Veroffentlichungen von Simo, OLIVER & ARMERO entwickelten auch [LARSSON, Ru-
NESSON & AKESSON 1995; LARRSON & RUNESSON 1996] dquivalente numerische Umset-
zungen. Schliel3lich wurde die Erweiterung fiir die Theorie finiter Deformationen in [LARSSON,
STEINMANN & RUNESSON 1998] aufgezeigt.

In [ARMERO & GARIKIPATI 1995] wurde der Regularisierungsparameter durch Verwendung
einer Traktions-Verschiebungs-Beziehung beseitigt. Anders als bei den Modellen aus [SIMO &
OLIVER 1994; OLIVER 1995A; OLIVER 1995B] korrespondiert das inelastische Materialver-
halten nach dem Entstehen einer Versagenszone somit nicht mit einer Spannungs-Dehnungs-
Beziehung. Dieses Konzept wurde in [ARMERO & GARIKIPATI 1996] konsistent auf die geo-
metrisch nichtlineare Theorie erweitert.

Der Ubergang von Diskontinuititen im Tensorfeld des Deformationsgradienten zu sprungsteti-
gen Verschiebungsfeldern wurde in [OLIVER, CERVERA & MANzoLI 1997] und in [OLIVER,
CERVERA & MANzoLI 1999] untersucht. Die Autoren leiteten fur die Dicke des Bereiches
lokalisierter Deformationen eine Evolutionsgleichung her. Fir monotone Belastungsprozesse
konvergiert diese Dicke gegen Null, so dal} im Grenzfall Diskontinuitaten des Verschiebungs-
feldes auftreten. Das Verfahren kann somit als Bindeglied zwischen den regularisierten Sprung-
stellen des Verschiebungsfeldes in [SiIMO & OLIVER 1994] und der numerischen Umsetzung
in [ARMERO & GARIKIPATI 1995] angesehen werden.

Im Rahmen des Konzeptes C°-unstetiger Abbildungen des Verschiebungsfeldes wurde in [GA-
RIKIPATI 1996; ARMERO 1997] ein anisotropes Schadigungsmodell zur Simulation von Ris-
sen in sproden Werkstoffen vorgeschlagen. Desweiteren wurde in [REGUEIRO & BORJA 1999;
BORJA & REGUEIRO 2001] ein nicht-assoziiertes Plastizitdtsmodell nach DRUCKER-PRAGER
zur numerischen Analyse von Bdden im Rahmen diskontinuierlicher Verschiebungsfelder er-
weitert. Die Kopplung der Plastizitatstheorie mit der Schadigungsmechanik war inhaltlicher
Schwerpunkt der Arbeit [MOSLER & MESCHKE 2001A]. Hier wurde das gekoppelte elasto-
plastische, anisotrope Schadigungsmodell aus [MESCHKE, LACKNER & MANG 1998] fir
sprungstetige Abbildungen der Verschiebungen modifiziert.

Eine Alternative zur Herleitung eines Materialmodells fiir C°-unstetige Verschiebungsfelder
wurde in [ARMERO 1999] aufgezeigt. ARMERO beschrieb den dissipativen Anteil der Ener-
giedichtefunktion in Abh&ngigkeit der Diskontinuitdten des Verschiebungsfeldes und leitete die
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Evolutionsgleichungen mittels des Postulats der maximalen Dissipation her. Auf dieser Grund-
lage wurde in [JIRASEK & ZIMMERMANN 2001] ein Schadigungsmodell zur Simulation von
Rissen in Betonstrukturen vorgeschlagen.

Um das in [SiMO, OLIVER & ARMERO 1993] vorgestellte Verfahren zur Losung praxisre-
levanter Fragestellungen heranziehen zu konnen, erfolgte in [MOSLER & MESCHKE 2000;
MOSLER & MESCHKE 2001c] die Erweiterung auf dreidimensionale finite Elemente. Dabei
wurde keine Einschrankung hinsichtlich des Grades der Ansatzfunktionen zugrundegelegt. Ein
dreidimensionales finites Element mit C°-unstetigem Verschiebungsfeld wurde auch in [WELLS
& SLuys 2001c] entwickelt. Dieses Modell ist jedoch auf vier-knotige Tetraeder-Elemente
beschrankt und basiert auf der statischen Kondensation. Auf der Basis der Arbeit [ARMERO
& GARIKIPATI 1995] wurde bei der Implementierung der Modelle aus [MOSLER & MESCH-
KE 2000; MOSLER & MESCHKE 2001c] auf die Verwendung eines numerischen Regula-
risierungsparameters verzichtet. Anders als bei allen zuvor referenzierten Veroffentlichungen
wurden die zusatzlichen Freiheitsgrade, welche die Diskontinuitét des \erschiebungsfeldes be-
schreiben, nicht mittels statischer Kondensation sondern direkt auf Materialpunktebene elimi-
niert. Hieraus resultiert eine numerische Implementierung, die formal identisch zur algorithmi-
schen Umsetzung von Kontinuumsmodellen mit C°-stetigen Verschiebungsfeldern ist. Beste-
hende Programmstrukturen kénnen somit ohne Anderung ibernommen werden. Zeitgleich zu
den Veroffentlichungen von MOSLER & MESCHKE eliminierte auch BORJA in [BORJA 2000]
die Freiheitsgrade, die den diskontinuierlichen Anteil des Verschiebungsfeldes definieren, be-
reits auf GAuss-Punktebene. Im Gegensatz zu den Arbeiten [MOSLER & MESCHKE 2000;
MOSLER & MESCHKE 2001c] ist BoRJA’s Modell jedoch auf drei-knotige Scheibenelemente
beschrankt.

In den neuesten Veroffentlichungen wird versucht, eine numerisch robustere Umsetzung zu ent-
wickeln und Locking-Effekte im Rahmen der Finite-Elemente-Implementierung zu reduzieren.
In [JIRASEK & ZIMMERMANN 2001] wurde das Modell C°-unstetiger Verschiebungsfelder
mit einem nicht-lokalen Schadigungsmodell zur Simulation von Rissen in sproden Werkstoffen
gekoppelt. Das nicht-lokale Modell dient hierbei zur Ermittlung der Rif3topologie. Eine andere
Maoglichkeit, ein robustes numerisches Verfahren zu erreichen, wurde in [MOSLER & MESCH-
KE 2002A] aufgezeigt. Dabei wurde die bislang verwendete Annahme einer zeitlich invari-
anten Lokalisierungsflache (Fixed-Crack-Konzept) aufgegeben und ein sogenanntes Rotating-
Crack-Konzept verwendet. An einem einfachen Beispiel wurde belegt, daf das Rotating-Crack-
Konzept Defekte des Fixed-Crack-Verfahrens beseitigt. Desweiteren wurde in [MOSLER &
MESCHKE 2001B] gezeigt, daR die Approximationsguite der numerischen Analysen gerissener
Strukturen sich nicht durch hohergradige Ansatzfunktionen fur den diskontinuierlichen Anteil
des Verschiebungsfeldes verbessern lassen.

Aktuelle Entwicklungen im Rahmen C°-unstetiger Verschiebungsfelder zur Simulation von Ver-
sagensmechanismen basieren auf dem Partition-of-Unity-Konzept. Dieses Konzept wurde erst-
malig in [BABUSKA & MELENK 1996; BABUSKA & MELENK 1997] vorgestellt. Anders als
in allen zuvor referenzierten \eréffentlichungen wurde in [MOES, DOLBOW & BELYTSCHKO
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1999; SUKUMAR, MOES, MORAN & BELYTSCHKO 2000; WELLS & SLuYs 20018] der
diskontinuierliche Anteil des Verschiebungsfeldes als zusatzliche Feldgrofie auf Strukturebene
eingefiihrt. Daher ist es nicht modglich, die Parameter, die die Diskontinuitat der Feldvariable
beschreiben, auf Materialpunkt- bzw. Elementebene zu eliminieren.

1.3 Zieleund Umfang der Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit liegt in der Entwicklung eines Regularisierungsverfahrens
auf der Grundlage C°-unstetiger Verschiebungsfelder zur numerischen Analyse lokalisierter
Versagenszustéande in Tragwerken. Hierbei ist eine numerisch robuste dreidimensionale Imple-
mentierung von zentraler Bedeutung, um ingenieurrelevante Problemstellungen analysieren zu
kdnnen. Um das Ziel dieser Arbeit zu verwirklichen, sind Entwicklungen in drei verschiedenen
Bereichen erforderlich.

e Zur numerischen Analyse von komplexeren Tragwerken ist es notwendig, ein Material-
modell zu entwickeln, welches geeignet ist, die wesentlichen mechanischen Charakte-
ristika des Werkstoffverhaltens fiir eine betrachtete Problemstellung ausreichend genau
zu approximieren. Da das Materialverhalten im Rahmen C°-unstetiger Verschiebungsfel-
der mittels Traktions-Verschiebungs-Beziehungen beschrieben wird, stellt die Herleitung
dieser Gleichungen einen wichtigen Teil der Arbeit dar. Um ein moglichst breites An-
wendungsspektrum fiir das numerische Modell zu eroffnen, wird ein gekoppeltes elasto-
plastisches, anisotropes Schadigungsmodell hergeleitet. Zur einfachen Kalibrierung wird
das Materialmodell auf wenige, aussagekréftige Materialparameter reduziert. Das zu ent-
wickelnde Werkstoffmodell fiir C°-unstetige Verschiebungsfelder wird kritisch mit den
konstitutiven Gleichungen der Kontinuumsmechanik C°-stetiger Verschiebungsfelder ver-
glichen.

e Die numerische Umsetzung des Materialmodells C°-unstetiger \erschiebungsfelder setzt
voraus, dal3 die Topologie bzw. die raumliche Orientierung der Bereiche lokalisierten
inelastischen Materialverhaltens bekannt sind. Diese berechnen sich aus einem Minimie-
rungsproblem, fur welches nur in Ausnahmefallen eine geschlossene Losung bekannt ist.
Um das Optimierungsproblem fir beliebige Materialmodelle 16sen zu kdnnen, wird ein
numerisches Verfahren hergeleitet. Dabei ist eine hohe Konvergenzgeschwindigkeit des
Algorithmus zu erzielen.

e Im dritten Teil dieser Arbeit erfolgt die effiziente Implementierung der Materialmodelle
CP-unstetiger Verschiebungsfelder im Rahmen der Finite-Elemente-Methode. Die nume-
rische Umsetzung wird allgemein gehalten, so daB sie nicht auf spezielle finite Ele-
menttypen beschréankt ist und auch fir dreidimensionale Problemstellungen herangezo-
gen werden kann. Zur Analyse komplexerer Strukturen ist es auBerdem wichtig, dal? die
Implementierung robust ist und dal} Locking-Effekte reduziert werden. Um bestehende
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Programmstrukturen effektiv nutzen zu konnen, erscheint es zudem sinnvoll, eine Form
der numerischen Umsetzung zu erreichen, die dquivalent zu Materialmodellen C°-stetiger
\erschiebungsfelder ist.

1.4 Gliederungder Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist in acht Kapitel gegliedert. Die Inhalte der Kapitel werden im folgen-
den kurz skizziert:

e In Kapitel 2 werden klassische kontinuumsmechanische Materialmodelle fiir C°-stetige
Verschiebungsfelder beschrieben. Neben einem Plastizitdtsmodell und einem Schadi-
gungsmodell wird auch ein gekoppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell vorge-
stellt.

e Im 3. Kapitel werden die mathematischen und physikalischen Phanomene analysiert,
welche zu Diskontinuitaten im Verschiebungsfeld korrespondieren. Hierbei nimmt die
Herleitung von Traktions-Verschiebungs-Beziehungen einen Schwerpunkt ein.

e Kapitel 4 stellt zundchst verschiedene materielle \ersagensformen dar. Zwei dieser Ver-
sagensformen, welche durch Sprungstellen im Verschiebungsfeld bzw. im Gradienten des
Verschiebungsfeldes gekennzeichnet sind, werden anschlieBend genauer betrachtet. Fir
das zu den Versagensformen korrespondierende Optimierungsproblem wird ein numeri-
scher Losungs-Algorithmus vorgeschlagen.

¢ In Kapitel 5 erfolgt die numerische Umsetzung fiir Materialmodelle mit diskontinuier-
lichem Verschiebungsfeld im Rahmen der Finite-Elemente-Methode. Zur Integration der
Materialgleichungen wird der Return-Mapping-Algorithmus verwendet.

e Im 6. Kapitel wird ein Plastizitatsmodell fur C°-stetige und fiir C°-unstetige Verschie-
bungsfelder analysiert. Parallelen und Differenzen der beiden Modelle werden aufgezeigt
und interpretiert.

e In Kapitel 7 wird die Leistungsfahigkeit der neu entwickelten finiten Elemente anhand
numerischer Beispiele demonstriert. Diesbeziiglich erfolgen ausfuihrliche Vergleiche zwi-
schen verschiedenen, in Kapitel 5 vorgeschlagenen, Implementierungen. AnschieRend
werden zwei dreidimensionale Anker-Auszugs-Versuche mittels der neu entwickelten fi-
niten Elemente numerisch berechnet.

e Mit Kapitel 8 schlieRt diese Arbeit. Neben einer Zusammenstellung der erarbeiteten Er-
gebnisse wird ein Ausblick auf mogliche weiterfiihrende Problemstellungen gegeben.



Kapitel 2

Klassische kontinuumsmechanische
Materialmodellierung

Das folgende Kapitel beinhaltet eine Einflihrung in die klassischen kontinuumsmechanischen
Materialgleichungen. Auf der Grundlage der Theorie irreversibler Prozesse wird zunéchst
die Plastizitatstheorie im Spannungsraum behandelt. Daran anschlieBend wird die Kontinu-
umsschadigungstheorie dargestellt. Nach einer kurzen Motivation erfolgt die Beschreibung der
Kontinuumsschadigungstheorie fiir anisotrope Schéadigungsevolution. Im Anschluf? daran wird
eine mogliche Kopplung zwischen beiden Modellen aufgezeigt, und es wird die numerische
Umsetzung auf Basis des Return-Mapping-Algorithmus erldutert. Am Ende des Kapitels er-
folgt ein Uberblick {iber bestehende Probleme bei entfestigenden Materialien.

2.1 Elasto-plastische Materialmodelle

In diesem Abschnitt wird die im Spannungsraum formulierte Plastizitatstheorie kurz dargestellt
(s. [SIMO & HUGHES 1998], [LUBLINER 1997], [CHEN & HAN 1988]). Die Darstellung er-
folgt auf der Basis der geometrisch linearen Theorie. Die Erweiterung fir finite Deformationen
wird in Abschnitt 2.1.3 behandelt.

Die Einfiihrung des Raumes der zuldssigen Spannungen
Eo :={(0,q) € SxR" | ¢(o,q) <0} (2.1)

ist im Rahmen der Plastizitdtstheorie von zentraler Bedeutung. In Gl. (2.1) ist ¢ eine FlieR-
funktion und q eine interne, spannungsahnliche Variable. Innere Punkte der Menge E4, also
o € Eqg \OEg, sind durch elastisches Verhalten charakterisiert. Auf dem Rand 0E4 konnen
neben elastischen auch plastische Zustdnde auftreten. Die FlieRfunktion ¢ : S x R" — R in
Gl. (2.1) unterliegt folgenden mathematischen Restriktionen: Eg mul ein konvexes Gebiet sein

11
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und ¢ € C'(S x R",R). Das Gebiet ist konvex, wenn alle Punkte der Verbindungsstrecke zwi-
schen zwei beliebigen zugelassenen Spannungszustinden oY und o zur Menge Eq gehoren.
Konvexitdt ist daher aquivalent zur Forderung

M = {0'(1) + (1 — t) 0-(2) | (0-(1)7 0-(2)) c EO’ X EO’ At €E [0, 1]} C EO' (22)

Andert sich im Verlauf der Belastungsgeschichte ein elastischer Spannungszustand von &%) zu
o, miissen auch die dazwischenliegenden Spannungszustande elastisch sein. Die zweite For-
derung ¢ € C'(S x R*, R) beinhaltet die Stetigkeit der Ableitung. Im Rahmen der Mehrflachen-
Plastizitétstheorie kann ¢ € C! in den Schnittpunkten der unterschiedlichen FlieRflachen nicht
immer erreicht werden. Hier muR fiir jede der endlich vielen FlieRflachen ¢; € C' gelten. Die
dquivalente Forderung bei Mehrflachen-Modellen lautet daher

OEg LIPSCHITZ-Stetig und OEg € C! fir fast alle o € OEq . (2.3)

C*-Stetigkeit muR demnach fiir alle Punkte, bis auf endliche viele, erfiillt sein.

Die zweite, grundlegende Annahme der infinitesimalen Plastizitatstheorie ist die additive Auf-
spaltung der Verzerrungen
e=¢e"+¢? (2.4)

in einen elastischen Anteil ¢ und in einen plastischen Anteil eP. Motiviert wird diese Annahme
durch beobachtbare, bleibende Verformungen in kristallinen Werkstoffen. Auf der Grundlage
der Theorie hyperelastischer Materialien wird der Spannungstensor o aus der partiellen Ablei-
tung einer freien Energiefunktion ¥ nach der energetisch konjugierten GroRe £° zu

0V (e )

-7 2.
o 9ec (2.5)

berechnet. Gl. (2.5) folgt aus der Dissipationsungleichung fur die Theorie hyperelastischer Ma-
terialien unter der Annahme eines elastischen Belastungszustandes.

Der aktuelle zuldssige Spannungsraum wird anhand der internen Variablen g im Rahmen der
rationalen Thermomechanik (s. [COLEMAN & GURTIN 1967]) beschrieben. Analog zum Span-
nungstensor wird die spannungséhnliche Variable ¢ durch die partielle Ableitung der freien
Energiefunktion nach der energetisch konjugierten Variable o zu

_0V(e% )

o (2.6)

q:=

bestimmt.

Aus dem Zweiten Hauptsatz der Thermomechanik folgt, daf} im Zuge inelastischer Deformatio-
nen Energie dissipiert wird. Mechanische Arbeit wird demnach in andere Energieformen, wie
z.B. thermische Energie, umgewandelt. Diese Prozesse sind irreversibel. Fir isotherme Prozesse
folgt die Dissipationsungleichung zu

D=P—¥>0. (2.7)
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mit der externen Spannungsleistung P
P=o:¢. (2.8)

Gl. (2.7) wird auch hdufig die CLAUSIUS-PLANCK-Form des Zweiten Hauptsatzes der Ther-
momechanik genannt. Gl. (2.5) und (2.6) zusammen mit Gl. (2.4) in die Dissipationsrestrikti-
on (2.7) eingesetzt, fiihrt zur reduzierten Form

D=oc:e’"+q-a>0. (2.9)

Anders als Gl. (2.7), die unabhdngig beziiglich der verwendeten Materialtheorien ist, gilt
Gl. (2.9) nur im Rahmen der Plastizitatstheorie. In Gl. (2.9) bezieht sich das Skalarprodukt
,,-" auf den R", da g € R".

Im vorangegangenen Abschnitt ist der Spannungstensor o und die spannungséhnliche Variable
q aus einem Potential ¥ hergeleitet worden. Zur Berechnung der Raten dieser Grofien ist es
nun notwendig, die Evolutionen der plastischen Verzerrungen &P und der internen Variablen
& zu bestimmen. Eine Moglichkeit, diese Raten herzuleiten, liefert das Postulat der maximalen
plastischen Dissipation. Dieses Postulat, welches zu assoziierten Fliel3regeln und zu assoziierten
Ver- bzw. Entfestigungsregeln fiihrt, wird nach [HiLL 1950] auf vON MISES zuriickgefiihrt.
Anders als die Dissipationsungleichung ist das Postulat nicht fir alle Werkstoffe giiltig und
stellt lediglich eine konstitutive Annahme dar.

Das zum Postulat der maximalen Dissipation dquivalente Optimierungsproblem kann unter \er-
wendung eines LAGRANGE-Multiplikators A > 0 zur Berucksichtigung der Restriktion ¢ < 0
in das Minimierungsproblem

L(o,g\)=-D+AXp=—-0:>P—q-a+ )¢ (2.10)

uberfiihrt werden. Aus den Stationaritdtsbedingungen der Gl. (2.10) folgen die Evolutionsglei-

chungen
oL . 0o oL . 0¢
— =0 P=)\_—= — =0 =\ —
do 7 7%  oq RO
und die Be- und Entlastungs-Bedingungen (KUHN-TUCKER-BEDINGUNGEN) (S. [LUENBER-
GER 1984])

(2.11)

A>0  Plo,q) <0 Xg(o,q) =0. (2.12)

Anmerkung: Analog zum LAGRANGE-Funktional (2.10) ist es moglich, die GI. (2.11) auch
aufgrund der Konvexitét des zuldssigen Spannungsraumes herzuleiten. Da ein weiterer Span-
nungszustand o* und ein weiterer Tensor g* immer eine geringere Dissipation als der Zustand
o, q aufweisen muB, gilt die Ungleichung

(c—0"):e"—(gq—q") - a>0. (2.13)

Diese Ungleichung ist unter Beriicksichtigung der FlieRregel (2.11); und der Ver- bzw. Entfe-
stigungsregel (2.11), fir konvexe Abbildungen ¢ immer erfullt. O
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Es ist moglich, die Evolutionsgleichungen der assoziierten Plastizitdat durch die Einfiihrung
eines plastischen Potentials g(o, g) und eines Potentials h(o, ¢) zu verallgemeinern. Im Un-
terschied zur assoziierten Plastizitdt werden die Raten der plastischen Verzerrungen und der
internen Variablen unter Verwendung der Potentiale g(o, g) und h(o, ¢) zu
. . : J(e)
P =N0gg und &= \0dgh mit Jg(e):= B (2.14)
a
definiert. Die Wahl der Potentiale unterliegt auch hier der Restriktion des Zweiten Hauptsatzes
der Thermomechanik. Fiir ¢ = ¢ und h = ¢ ist der Sonderfall der assoziierten Plastizitatstheorie
in der allgemeineren Klasse der nicht-assoziierten Fliel3regeln enthalten.

GemadR der KUHN-TUCKER-Bedingungen ist plastisches Flielien, also A > 0, nur fir ¢ = 0
mdoglich. Da Spannungszustande fir ¢ > 0 nach Definition (2.1) nicht moglich sind, muf3
o € 0Eg wéhrend des gesamten plastischen FlieRBens erfiillt sein. Daraus folgt die Konsi-
stenzbedingung

¢p=0=0g¢:0+0q0-q. (2.15)

Setzt man GI. (2.5) und (2.6) zusammen mit der Ratenform der plastischen \Verzerrungen und

der internen Variablen (2.14) in die Konsistenzbedingung ein, wird der plastische Multiplikator
z

’ _ Oog¢p:C: ¢ mit C = OgegeeV

aa'd) :C: 809 + aqd) -H - aqh H = aa®a\1/

bestimmt. In GI. (2.16) wurde der plastische Modul H := —0q/0« eingefiihrt.

Die Linearisierung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung ist notwendige Voraussetzung, um die
Finite-Elemente-Methode effektiv zur Losung von Randwertproblemen heranziehen zu kdnnen.
Aus der Ratenform des Spannungstensors

A (2.16)

oc=C:e-C:¢? (2.17)

und unter Verwendung des plastischen Multiplikators (2.16) resultiert der 4-stufige Tensor der
Tangentenmoduli

C:00¢0®0gg:C

Nachdem die grundlegenden Gleichungen der Elasto-Plastizitdt eingefiihrt worden sind, werden
in den folgenden Abschnitten zwei verschiedene Plastizitdtsmodelle vorgestellt. Beide Model-
le unterliegen der Annahme isotroper Ver- bzw. Entfestigung und beschreiben die elastische
Materialeigenschaft mittels eines konstanten Werkstofftensors C. Unter der Annahme einer ad-
ditiven Zerlegung des Potentials der feien Energie W in einen elastischen Anteil ¥, und in einen
irreversiblen Anteil ¥;,, mul das Potential ¥ der Energiedichtefunktion die Form

P =C-

mit & =C® ¢ (2.18)

Vet a)==¢e":C: e’ +Up(a). (2.19)

U, (e®)

aufweisen.
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2.1.1 RANKINE-Kriterium

Wird ein assoziiertes Plastizitatsmodell zur makroskopischen Modellierung von Rissen in
sproden Materialien herangezogen, ist gemal Gl. (2.1) der Raum der zuldssigen Spannungen in
Form einer mit dem Versagensmodus korrespondierenden Versagensflache ¢ zu definieren. Wie
durch zahlreiche Experimente bestétigt wurde (s. z.B. [REMMEL 1994]), treten erste Risse im
unbewehrten Beton nach Erreichen der maximal zuldssigen Hauptspannung f;, auf. Im Rah-
men der numerischen Analyse sproder Werkstoffe wird f;, auch als Zugfestigkeit bezeichnet.
Ausgehend von der Spektralzerlegung des symmetrischen Spannungstensors (s. z.B. [BASAR
& WEICHERT 2000])

3
i=1
in die Eigenwerte o, und die Basistensoren n; ® n;, wird die maximale Hauptspannung zu
04 = Mmax o; (2.21)
1<i<3

definiert. Unter Beruicksichtigung der Orthogonalitdtsbedingungen »; - n; = J;; resultiert die
FlieBbedingung

¢, q)=(men): o —aér(‘li +q(a) mit af;éi = fiu- (2.22)

N————
OA

In Gl. (2.22) ist n ® n der zu o 4 korrespondierende Basistensor. Fir den ungeschéadigten Zu-
stand gilt (o = 0) = 0. Treten Mikrorisse auf, entfestigt das Material und es gilt ¢ > 0. Der
zuldssige Spannungsraum verkleinert sich folglich. Hat sich ein Makrorif3 gebildet, kann keine
Spannung mehr Ubertragen werden. Somit muf die Abbildung g der Restriktionlim,_, ¢ = fiu
genugen. Gemal des Postulats der maximalen Dissipation folgt die Richtung der Rate der pla-
stischen Verzerrungen fur einen einfachen Eigenwert o 4 zu

Jdop =n@n. (2.23)

2.1.2 DRUCKER-PRAGER-Moddll

Anders als das Kriterium nach RANKINE wird das in [DRUCKER & PRAGER 1952] vorge-
stellte Versagenskriterium vorwiegend zur Modellierung von Beton im Druckbereich (s. z.B.
[MEscHKE 1989]) und zur Simulation von Boden eingesetzt. Im Rahmen dieses Modells wird
haufig auf die Verwendung des Postulat der maximalen Dissipation verzichtet.

Zusatzlich zur FlieRfunktion

$(0,q) =T+ Io — ol 4 q(a) (2.24)

wird fiir nicht-assoziierte Plastizitditsmodelle das plastische Potential

9(e,q) =/ 2+ az Ig — ol + q() (2.25)
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eingefiihrt. Die Beschreibung von Ver- bzw. Entfestigung erfolgt auf der Grundlage einer asso-
ziierten Regel (h = ¢). Inden GI. (2.24) und (2.25) ist die zweite Invariante .J, des Spannungs-
deviators und die erste Invariante /o des Spannungstensors verwendet worden (siehe Anhang
A). Flr a; = ay geht das vorgestellte Modell in die Klasse der assoziierten Modelle tiber. Wer-
den Werkstoffe betrachtet, deren FlieRverhalten unabhdngig vom hydrostatischen Druck /4 ist,
wird «; = s = 0 gesetzt. Das hierzu korrespondierende assoziierte Plastizitdtsmodell geht auf
VON MISES zuriick. Da dieses Modell nur von der zweiten Deviatorinvariante abhangt, wird es
auch .J,-Plastizitatsmodell genannt. Zusammenfassend sind in Abb. 2.1 fiir beide Modelle die
FlieRfunktionen ¢ dargestellt.

Abb. 2.1: FlieRfunktionen: a) nach DRUCKER-PRAGER b) nach VON MISES.

Aus mathematischer Sicht ist das Modell ausreichend beschrieben. Zur Kalibrierung der Koeffi-
zienten in den Gl. (2.24) und (2.25) wird die physikalische Interpretation der Materialparameter
bendtigt. Fir zementgebundene Werkstoffe, wie z.B. Beton, konnen die Koeffizienten «; und
o mit der einachsialen Druckfestigkeit f. und der einachsialen Zugfestigkeit f;, zu

) = fc_ftu und O_ini: 2fc ftu
\/g(fc"‘ftu) “ V3 (fe+ fiu)
berechnet werden (s. z.B. [IORDACHE & WILLAM 1996]). Die Bestimmung des Materialpa-
rameters a,, welcher die Richtung der Rate der plastischen Verzerrungen definiert, wird hier
nicht erldutert. Der Parameter « ist stark abhdngig vom verwendeten Material.

(2.26)

AbschlieBend werden die bendtigten Ableitungen der FlieRfunktion nach dem Spannungstensor

1
Oer b —

sowie die Ableitungen des plastischen Potentials nach dem Spannungstensor

deve 4+ a; 1 (2.27)

1
Ogg = ——— dev 1 2.28
o g AR o+ a9 ( )
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angegeben. Mit deve wird hierbei der Deviator des Spannungstensors bezeichnet (s. An-
hang A).

2.1.3 Finite Deformationen

Im Gegensatz zur infinitesimalen Plastizitatstheorie wird im Rahmen der geometrisch nichtli-
nearen Theorie von einer multiplikativen Aufspaltung des Deformationsgradienten F' = F°- F?
in einen elastischen Anteil F° und in einen plastischen Teil F? nach [LEE 1969] ausge-
gangen. Die implizite Einfiihrung einer entlasteten, plastischen Zwischenkonfiguration wird
hierbei, analog zur Theorie Kkleiner Verzerrungen und Verformungen, auf der Grundlage der
Monokristall-Plastizitat motiviert (s. z.B. [SiIM0 1998], [MIEHE 1993]). Da diese multiplika-
tive Zerlegung in der Regel nicht auf Strukturebene erreicht werden kann, wird sie punktweise
(lokal) postuliert. Sie unterliegt somit keiner Kompatibilitdtsbedingung.

Der zweite Unterschied zwischen der geometrisch linearen und geometrisch nichtlinearen
Theorie resultiert aus der Einhaltung des Prinzips der Objektivitat (Beobachterindifferenz; s.
[TRUESDELL & NoLL 1965]). Im Rahmen der linearisierten Theorie muf3 dieses Prinzip nicht
erfullt sein. Ausgehend von einem ruhenden Beobachter, der zur Momentankonfiguration
korrespondiert, kann aus mathematischer Sicht die Lage der aktuellen Konfiguration fur einen
zweiten Beobachter =*(¢) = »(t) + Q(t) - « mittels einer Translation =(¢) und einer Rotati-
on Q(t) € SO(3) beschrieben werden. Da fur den Abstand zweier Punkte x; und - in der
Momentankonfiguration

o2y =Q(t) (w1 —x2) = ||lo] —xi|[3 = || — x5 (2.29)

beide Beobachter die gleiche Lange messen, wird fiir Vektoren in der Momentankonfiguration
die Objektivitatsbedingung

r=Q() = (2.30)
postuliert. Die Objektivitatsbedingung fur Tensoren hoherer Stufe folgt aus der Verwendung

von Gl. (2.30) und der Definition des dyadischen Produktes. Fir Tensoren zweiter Stufe wird
somit die Objektivititshedingung A* = Q(t) - A - Q (t) hergeleitet.

Anmerkung: Nach der Definition der Objektivitét ist der linearisierte Verzerrungstensor e fir
finite Deformationen nicht objektiv (s. [SiIMO 1998]). O

Im folgenden werden im Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie die Annahmen getrof-
fen:

1. Das elastische Verhalten IaR3t sich mit hyperelastischen Materialmodellen approximieren.
2. Das Werkstoffverhalten ist isotrop.

3. Das Potential der Ver- bzw. Entfestigungsmechanismen W¥;, ist entkoppelt vom Potential
der elastischen Verzerrungen V..
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4. Die FlieRfunktion ist isotrop.

5. Die Ver- bzw. Entfestigung ist isotrop.

Die Annahme 1.) impliziert die Existenz eines elastischen Potentials. Im Gegensatz zu der
allgemeineren Klasse der CAUCHY-elastischen Materialien, fur die die CAUCHY-Spannungen
o aus einer tensorwertigen Funktion & in Abhdngigkeit des lokalen Deformationsgradienten
F(X) in der Form o = o (F, X) berechnet werden, ist fur hyperelastische bzw. GREEN-
elastische Kontinua die integrierte spezifische innere Spannungsleistung nur vom Anfangs- und
Endzustand des Deformationsgradienten abhéangig. Die integrierte Spannungsleistung ist also
fur hyperelastische Materialmodelle wegunabhangig. Da die hyperelastischen Materialtheorien
eine Untermenge der CAUCHY-elastischen Materialmodelle bilden, ist offensichtlich, dal jedes
GREEN-elastische Material die Eigenschaft eines CAUCHY-elastischen Materials aufweist.

Unter Beriicksichtigung der ersten drei Annahmen und der multiplikativen Zerlegung des De-
formationsgradienten folgt das Potential der freien Energiefunktion (s. z.B. [SiM0 1992]) zu

U(F°, o) = We(F°) + Wi (00). (2:31)

Die Darstellungsform (2.31) ist jedoch nicht zweckmaRig (s. [SiM0O 1998]). Da F'© kein objek-
tiver Tensor ist, resultieren aus Gl. (2.31) im allgemeinen nicht objektive Spannungstensoren.
Um die Restriktion der Objektivitdt einzuhalten, wird das elastische Potential in Abhangigkeit
des elastischen rechten CAUCHY-GREEN-Tensors C*

C°:=F" - F° (2.32)

formuliert. Das Symbol e kennzeichnet dabei GroRen in der plastischen Zwischenkonfiguration.
Mit der Forderung ¥, (C®) = U (F*) wird das objektive Potential

U(C,a) = We(C°) + Wiy (a) (2.33)

hergeleitet. Unter der Annahme das Werkstoffverhalten sei isotrop, kann Gl. (2.33) in die &qui-
valente Form
U (b, ) = Ve (b°) + Uiy () (2.34)

tberfihrt werden. In GI. (2.34) ist die Notation
b= F°. F° (2.35)

fiir den linken CAUCHY-GREEN-Tensor verwendet worden. Da isotrope Tensorfunktionen der
Form f = f(A) lediglich Funktionen der Invarianten von A sind (s. [CIARLET 1988]), folgt
aus der Aquivalenz der drei Invarianten Iy = Ige, Hye = Iere und /11y = IT1 e die
Identitét der Potentialfunktionen ¥, (C*) = W, (b°).

Analog zur geometrisch linearen Theorie folgen die Spannungen aus dem Zweiten Hauptsatz
der Thermomechanik D = P — & > 0. Die externe Spannungsleistung P erhélt man in der
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Momentankonfiguration mit dem raumlichen Geschwindigkeitsgradienten I := F - F~! und
dem KIRCHHOFF-Spannungstensor 7 zu

P=1:l=1:01"™ (2.36)

Der unsymmetrische raumliche Tensor des Geschwindigkeitsgradienten I beinhaltet unter der
Verwendung der multiplikativen Aufspaltung des Deformationsgradienten

I=F .- F'=F° F* 'yF - F-F . F (2.37)
le IP— F°. L. "

eine additive Zerlegung in einen elastischen rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten 7 und in
einen plastlschen raumlichen Geschwindigkeitsgradienten IP. Fir elastische Prozesse (I = 1°,
¥ = ¥, und D = 0) berechnet sich der KIRCHHOFF-Spannungstensor = aus dem Zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik [SiM0O 1992]

0V,

ob°
Gl (2.38) impliziert, daf? die Spannungen unmittelbar aus dem Potential berechnet werden. Eine
aufwendige Zeitintegration entfallt demnach.

D=7:01°-U,=0 zu T=20b°-

(2.38)

Eine Moglichkeit, isotropes Materialverhalten in effektiver Weise zu beschreiben, kann durch
die Spektralzerlegung der symmetrischen Tensoren

3 3
b° = Z )\3 n;, ®n; und T = ZTZ' n;, ®n; (239)
i=1 i=1
erreicht werden. Da die Tensoren b° und = fiir isotrope Materialien gemal Gl. (2.39) koaxial zu-
einander sind, ist es ausreichend, eine konstitutive Beziehung zwischen den Hauptspannungen
7; und den Hauptstreckungen \; zu fordern. Wird das elastische Potential ¥, in Abhéngigkeit
der HENCKY-Verzerrungen ¢; := log \; formuliert, berechnen sich die Hauptspannungen zu

8\Ile (617 €2, 83)
T, = .
881'

Im Rahmen der Plastizitatsbeschreibung finiter Deformationen sind Potentiale vom Ty-
pus (2.40) weit verbreitet (s. z.B. [SiMO 1998]). In Verbindung mit dem Return-Mapping-
Algorithmus zur Integration der Materialgleichungen und der exponentiellen Abbildung zur
Approximation der zugrundeliegenden Differentialgleichungen It sich eine effektive numeri-
sche Umsetzung herleiten (s. [SiMO 1992]).

(2.40)

Analog zur geometrisch linearen Theorie wird der Spannungsraum mittels einer FlieRfunktion

o(T,a) = Teq(T) o q T q(a) <0 (2.41)

definiert. Neben der isotropen Ver- bzw. Entfestigung impliziert Ungleichung (2.41) noch eine
weitere Restriktion. Aufgrund der zu erflillenden Objektivitét, d.h. 7eq(T) = Teq(Q(F) - T -
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Q(t)"), ist die Klasse der Abbildungen 7o, : S — R auf isotrope Funktionen beschrénkt.
Um anisotrope Funktionen herzuleiten, missen FlieRfunktionen in Abhdngigkeit der zweiten
PloLA-KIRCHHOFF-Spannungen S beziiglich der Zwischenkonfiguration formuliert werden
(s. [Sim0 1998]).

Nach der Beschreibung des elastischen Materialverhaltens werden in diesem Absatz die Evo-
lutionsgleichungen des plastischen rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten [” und der internen
Variablen « hergeleitet. Hierzu wird das Postulat der maximalen Dissipation herangezogen. Fir
plastische Prozesse folgt die Dissipationsungleichung (2.38); zu

D=r:d—U>0 mit d=I"" (2.42)

Zur weiteren Umformung von GI. (2.42) wird die objektive LiE-Zeitableitung des elastischen
linken CAUCHY-GREEN-Tensors b bendtigt. Aufgrund nicht vorhandener Objektivitét der ma-
teriellen Zeitableitung verschiedener raumlicher GroRRen (z.B der CAUCHY- und KIRCHHOFF-
Spannungen) sind in der Literatur (s. [TRUESDELL & NoLL 1965; MARSDEN & HUGHES
1994]) verschiedene, modifizierte, objektive Zeitableitungen hergeleitet worden. Hierbei las-
sen sich alle objektiven Zeitableitungen auf die LiE-Ableitung zuriickfiihren. Da man weif3,
dal3 Tensoren in der Referenzkonfiguration per definitionem invariant beziiglich einer Beobach-
tertransformation sind, werden rdumliche Tensoren in einem ersten Schritt in die Ausgangs-
konfiguration transformiert, anschlielend zeitlich abgeleitet und danach wieder in die Mo-
mentankonfiguration transformiert. Somit folgt fur die L1E-Zeitableitung des elastischen linken
CAUCHY-GREEN-Tensors b°

L, :=F- {% [F~'-b°- F‘T]} - FT. (2.43)

Berticksichtigt man Gl. (2.43), wird die Zeitableitung des Potentials W in die Gleichung
=0y, b + 0,V =Wy [1-6°+b°- 1" + L] + 9,0

1 2.44
=2 abe\llb b |:d + §Lube . be_1:| + 8a\Ifin « ( )

uberfiihrt. Gl. (2.44) mit (2.38), in die Dissipationsungleichung (2.42) eingesetzt, fiihrt zur
reduzierten Form (s. [SiMO 1992])

1 .
D=rT: [—5 L,b°- bel] +qga mit g=-0,Y;,. (2.45)

Analog zur geometrisch linearen Theorie folgen aus Gl. (2.45), zusammen mit dem Postulat der
maximalen Dissipation, die Evolutionsgleichungen

1
-3 Lb b1 = Noro

& = X0

(2.46)

Werden die fiinf Annahmen auf Seite 17 getroffen, konnen nicht alle 9 Evolutionsgleichungen
der Komponenten von [P bestimmt werden. Zur Vervollstandigung des Modells wird die Rate
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des plastischen Spintensors w? := skewl® benotigt. Unter der Voraussetzung der beschriebenen
Annahmen wird diese Rate zu w? = 0 angenommen (s. [SiMO 1998]).

Anmerkung: Wie in [SiMO 1992] und [SIMO & MESCHKE 1993] gezeigt wurde, fuhrt eine
exponentielle Approximation der Rate des elastischen linken CAUCHY-GREEN-Tensors unter
Verwendung der Gl. (2.46);, zusammen mit einem logarithmischen Verzerrungsmal3, zu einer
additiven Aufspaltung der Gleichungen. Hierdurch kann eine zur geometrisch linearen Struktur
analoge Form hergeleitet werden. O

2.2 Schadigungsmechanik

Anders als bei plastischen Materialbeschreibungen wird im Rahmen der Schadigungsmechanik
nicht eine bleibende Deformation, sondern die Entstehung und das Aufweiten von Mikrodefek-
ten, wie z.B. Mikrorissen, betrachtet. Auch diese Prozesse sind irreversibel. Die physikalische
Motivation dieser Prozesse ist jedoch fiir beide Materialtheorien verschieden.

Die erste Arbeit, in der der Einflu von Mikrodefekten im Kontinuum beschrieben wurde, geht
auf [KACHANOV 1958] zuriick. Im Gegensatz zur modernen skalaren Schadigungstheorie, wur-
de zur Erfassung von Materialschadigung die sogenannte Kontinuitét ¢ betrachtet. ¢ = 1 charak-
terisiert hierbei den Zustand des ungeschéadigten Materials, ¢ = 0 beschreibt den Zustand des
vollkommen zerstérten Materials. Nachfolgende skalare Schadigungsmodelle (s. [LEMATTRE
1983; LEMAITRE 1984]) basieren auf der Schadigungsvariablen d := 1 — ¢. Diese Variable
1Rt sich als Quotient

AV
d=—""

Vo

interpretieren. In Gl. (2.47) stellt AV das Volumen der Mikrorisse in einem représentativen
Volumenelement (RVE) des Volumens V' dar. Konform zum Definitionsbereich der Kontinuit&t
ist somit d = 0 beim ungeschédigten und d = 1 beim vollig zerstorten Material erfullt. Unter
Beriicksichtigung von GI.(2.47) und der freien Energiefunktion des ungeschadigten Materials
U, folgt das Potential

(2.47)

U(d,e) = (1 — d) Ty(e). (2.48)

Potentiale des Typus (2.48) werden aufgrund ihrer einfachen und robusten Implementierung
haufig angewendet (s. z.B. [MAZARs 1986]). Neben diesen positiven Eigenschaften weist
das skalare Schadigungsmodell jedoch auch Méangel auf. Eine grol’e Anzahl unterschiedlicher
Werkstoffe 1ait sich im elastischen Bereich ausreichend anhand zweier unabhéngiger Mate-
rialparameter beschreiben. Da geméaR Gl. (2.48) das elastische Materialverhalten mittels der
skalarwertigen Variablen d degradiert wird, ist eine implizite Kopplung zwischen den zwei
Materialparametern, die das isotrope elastische Materialverhalten approximieren, im Modell
enthalten. Hierdurch konnen Querkontraktionseffekte im geschadigten Material nicht simuliert
werden. Zur Beseitigung dieses Mangels kann das Potential ¥ additiv in einen volumetrischen
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Anteil ¥¥°! und in einen deviatorischen Anteil Wwdev
U = grol 4 gpdev (2.49)

zerlegt werden. Im Gegensatz zum Potential (2.48) ist es somit moglich, zwei skalare Schadi-
gungsvariablen d*°' und d¢¢v einzufiihren. Um anisotrope Effekte zu modellieren, die z.B. bei
Rissen in Betonstrukturen auftreten, ist auch das isotrope Potential (2.49) weniger gut geeignet.

Um dem anisotropen Verhalten verschiedener Materialien gerecht zu werden, sind im Laufe
der letzten zwei Jahrzehnte tensorielle Schadigungsvariablen eingefiihrt worden. Da zur hinrei-
chenden Charakterisierung klassischer kontinuumsmechanischer Materialmodelle ein 4-stufiger
Tensor C erforderlich ist, ist der allgemeinste Schadigungstensor D®) ein Tensor 8-ter Stufe.
Hiermit wird der elastische Tensor C, mittels

C=D® . C, (2.50)

linear in den Schadigungsraum transformiert. Gegen die Umsetzung dieser mathematisch ge-
sehen konsistenten Vorgehensweise spricht, neben der komplexen Implementierung, die bei-
nahe unmogliche Kalibrierung des Modells. In [ORTIZ 1985] ist der Nachgiebigkeitstensor
(D = C~1) selbst als anisotropes SchadigungsmaR genutzt worden. Die Evolution des 4-stufigen
Tensors leitete ORTIZ unter Verwendung des Postulates der maximalen Dissipation aus der im
Spannungsraum formulierten Flie3funktion her.

Basierend auf der Veroffentlichung von ORTIZ ist in [GOVINDJEE, KAY & SiM0O 1995] das
Modell geringfligig modifiziert worden und der algorithmischen Umsetzung besondere Auf-
merksamkeit geschenkt worden. GOVINDJEE, KAY & SIMO erreichten durch eine Umformu-
lierung des Algorithmus eine zur Plastizitatstheorie analoge Form. Hierdurch kdnnen die stan-
dardisierten Integrationsalgorithmen der Plastizitdtstheorie genutzt werden. Da dieses Modell
im Rahmen der gekoppelten elasto-plastischen Schadigungstheorie verwendet wird, folgt in
diesem Abschnitt eine kurze Erlduterung des Schadigungsmodells. Ausgangspunkt der weite-
ren Herleitungen bildet das Potential

U, Ca) = % e:C:e+ V(). (2.51)
Wird die aus der ldentitét
C:D=1 (2.52)

gewonnene Beziehung zwischen den Raten des Nachgiebigkeitstensors D und des Werkstoff-
tensors C
C=-C:D:C (2.53)

in die Dissipationsungleichung (2.7) eingesetzt, folgt diese zu

1 .
DziazD:a+qd20. (2.54)



2.2 Schadigungsmechanik 23

Die Evolutionsgleichungen fir den 4-stufigen Tensor D und die interne Variable « leiteten Go-
VINDJEE, KAY & SIMO aus dem Prinzip der maximalen Dissipation her. Nach Einfuihrung
der zuldssigen Spannungszusténde ¢(o,q) < 0 (s. Gl. (2.1)) wird hierzu das Maximierungs-
in ein Minimierungsproblem tberfiihrt und die Restriktion ¢ < 0 in Form des LAGRANGE-
Funktionals

L(o,q,\)=—-D+\¢ (2.55)
berticksichtigt. Aus dem Optimierungsproblem folgen die Evolutionsgleichungen
oL D:o=\dgd oL q=\ 0,6 (2.56)
Jo dq

und die KUHN-TUCKER-Bedingungen
A>0  ¢(e,q9) <0 Ag(o,q) =0. (2.57)

Unter Berucksichtigung der postulierten und implizit genutzten Symmetrie D;;,; = Dy;; wird
aus Gl. (2.56), die Evolutionsgleichung des Nachgiebigkeitstensors, bis auf eine Konstante c,
zu

D=cdgd Qg (2.58)
bestimmt. Nach Einflihrung einer speziellen Klasse von Flie3funktionen
¢(0'7 Q) = Ueq(a) - qier(;i + Q(a)a (259)

die auf einer positiven homogenen Funktion ersten Grades o, (o) basieren (es gilt also 0., =
Jo e : 0), ergibt sich die Evolution des Nachgiebigkeitstensors zu

do ¢ ® Og

80-¢ o
Die in Abschnitt 2.1.1 vorgestellte Flie3funktion nach RANKINE gehort demnach zur Klasse der
FlieRfunktionen (2.59). Somit ist das Modell nach GoVINDJEE, KAY & SIMO zur Modellierung
von Rissen in Beton anwendbar.

D=\ (2.60)

Ein grolRer Vorteil des Modells ist die zur klassischen Plastizitatstheorie analoge Form. Um das
anisotrope Schadigungsmodell den Algorithmen der Plastizitatstheorie zuganglich zu machen,
wird die Ratenform der Spannungen mit Gl. (2.53) und (2.56); zu

6=C:6+C:e =C:6—-C:D:C:e¢
=C:6—C:0g¢ (2.61)
N——

éd

umformuliert. Ein Vergleich der GI. (2.61) und (2.17) belegt die analoge Form. In GI. (2.61) ist
C nicht der elastische Tensor des ungeschadigten Materials. Mit dem Nachgiebigkeitstensor D,
des ungeschadigten Kontinuums folgt fiir den 4-stufigen Tensor D zur Zeitt =T

T
D =D, + /D dt. (2.62)

t=0
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Aus C : D = I folgt somit, daB nach dem Auftreten von Schéadigung der urspriingliche Werk-

stofftensor C, zu C tbergeht. GeméaR der dquivalenten Form des Modells resultiert der tangen-

tiale Werkstofftensor zu

C:000®dgo:C dqg O’V
900:CogotH "M H= 5,7 502 @83

Effekte, die bei RiBschlieBung auftreten konnen (s. z.B. [ORTIZ 1985] und [KRAJCINOVIC

1996]), werden nicht ndher betrachtet.

o=C%:¢ mit ¢4 =C-

2.3 Gekoppelte
elasto-plastische Schadigungsmechanik

In den Abschnitten 2.1 und 2.2 ist die Plastizitatstheorie und die Schadigungstheorie betrachtet
worden. Das makroskopische Materialverhalten von Werkstoffen, wie z.B. Beton, weist neben
bleibenden Verformungen héaufig auch die Degradation der elastischen Materialparameter auf.
Hierdurch wird es erforderlich, die Modelle zu koppeln.

Nach [JIRASEK 1999] ist zwischen zwei grundsétzlich verschiedenen Konzepten zu differen-
zieren. Das Prinzip der effektiven Spannung stellt die erste Moglichkeit dar. Anders als bei der
Plastizitatstheorie wird in einem ersten Schritt die Spannung, ausgehend von einem Schadi-
gungsmodell, berechnet. Diese Spannung, auch als effektive Spannung bezeichnet, wird an-
schlielend in das FlieRkriterium eingesetzt. Das andere Konzept hingegen basiert auf einer
Erweiterung eines Plastizitdtsmodells mittels schadigungs-induzierter Verzerrungen. Diese Ver-
zerrungen korrespondieren zu Steifigkeitsverdnderungen, die durch Schadigung hervorgerufe-
nen werden. In diese Klasse fallt auch das in [MESCHKE, LACKNER & MANG 1998] beschrie-
bene Modell.

MESCHKE, LACKNER & MANG griindeten ihre Herleitung auf dem Potential der freien Ener-
giefunktion von [GOVINDJEE, KAY & SIM0O 1995]. Im Gegensatz zu Abschnitt 2.2 ersetzten
die Autoren die Verzerrungen durch ihren elastischen Anteil

V(e Ca) = % e C: e+ V(o). (2.64)
Mit den GI. (2.7), (2.8) und (2.53) folgt die Dissipationsungleichung zu
D:a:ép+%a:]f):0'+qd20. (2.65)

Analog zu [GOVINDJEE, KAY & SiMo 1995] wird nach Einflhrung der FlieRfunktion ¢ das
LAGRANGE-Funktional
L(o,g,\)=-D+X\¢ (2.66)

betrachtet. Die Evolutionsgleichungen ergeben sich aus den Stationaritdtsbedingungen der
Gl. (2.66) zu
E+D:o=Xdg¢ und &= \0,0. (2.67)
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Mit den Definitionen &¢ := D : o und ¢ := X\ 9 ¢ wird Gl. (2.67) in die Form
el =P 4 &4 = X\ 0g o (2.68)

uberfuhrt. Um eine eindeutige Aufteilung der rechten Seite der Gl. (2.68) auf die Verzerrungen
P und &4 zu ermoglichen, filhrten MESCHKE, LACKNER & MANG einen skalaren Kopplungs-
faktor 3 € [0, 1] ein. Unter Beriicksichtigung dieser Annahme werden die Raten & und &9
zu

E=1-FNdg¢p und ¢4=D:0=FX0go (2.69)

bestimmt. Der Vergleich von Gl. (2.69) mit (2.56), flihrt zur Evolutionsgleichung des Nachgie-

bigkeitstensors
o9 ® Og ¢
ogp:0
Da bis auf die Evolutionsgleichung fiir die plastischen Verzerrungen das gekoppelte Modell mit
dem von [GOVINDJEE, KAY & SIMO 1995] ubereinstimmt, ist es naheliegend, die Standard-
Integrationsalgorithmen der Plastizitdtstheorie zur Integration der Materialgleichungen zu nut-
zen. Unter Berlicksichtigung der Evolutionsgleichungen (2.69) sowie Gl. (2.53) wird die Ra-
tengleichung der Spannungen zu

D=3\ (2.70)

o = C: e + C:é — C: &P
= —-C ]D)C g° + C:e — (1_6)AC80¢ (271)
= —C:D:o + C:e — (1-pB)AC: 009 .

umgeformt. Ein Vergleich von Gl. (2.71) mit GI. (2.61) belegt deren Aquivalenz.

Anmerkung: 8 = 0.5 ist nicht &quivalent zu der Aussage, daR 50% der inelastischen Verzerrun-
gen zu Schadigung und 50% zu plastischen Mechanismen korrespondieren. Wie in [MESCHKE,
LACKNER & MANG 1998] gezeigt worden ist, resultiert aus einer exponentiellen Entfestigung
fur g = 0 zwar eine exponentielle Spannungs-Dehnungs-Beziehung, bei Schadigung (6 = 1)
hat die gewéahlte Entfestigung jedoch eine lineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung zur Folge.
Hierdurch wird der EinfluR des Parameters 3 nichtlinear in Bezug auf Schadigungs- und Plasti-
zitatsanteile. O

2.4 Integration der Materialgleichungen

In diesem Abschnitt wird die numerischen Umsetzung der verschiedenen Materialmodelle
erlautert. Da im weiteren Verlauf dieses Kapitels nur die Klasse der isotropen Flie3funktionen

¢(0,q) = 0eq() — q(a) (2.72)

betrachtet wird, sind die Ausfiihrungen dieses Abschnitts auf FlieRfunktionen des Typus (2.72)
beschrankt. Die numerische Implementierung komplexerer Materialmodelle erfolgt analog (s.
[SIMO & HUGHES 1998]).
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Anmerkung: Damit die FlieBbedingung (2.72) aquivalent zur Gl. (2.59) ist, mul? lediglich das
\orzeichen der Evolutionsgleichung der internen Variable « gedndert werden (s. Gl. (2.73)3).
O

Fur die Plastizitditsmodelle nach Abschnitt 2.1, genauso wie fir die Schadigungstheorie nach
Abschnitt 2.2 und die gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmechanik nach Abschnitt 2.3,
ist es notwendig, das Differentialgleichungssystem

o = C: (e —¢")
gpd = Adgd

. 2.73
q = Opqgc mit. &= A (2.73)

¢(d,q) = 0 und $=0

fur einen inelastischen Belastungszustand zu lésen. Im Rahmen der weggesteuerten Finite-
Elemente-Methode muB, ausgehend vom Zuwachs der Verzerrungen Ae = V*Aw, die Ande-
rung der Spannungen o , der internen Variable o: und der plastischen (schadigungs-induzierten)
Verzerrungen eP¢ berechnet werden. Fiir eine ausfiithrliche Diskussion verschiedener Integrati-
onsalgorithmen wird auf [SIMO & HUGHES 1998], [SiM0 1998] und [HAN & REDDY 1999]
verwiesen.

In dieser Arbeit wird zur numerischen Umsetzung der Materialmodelle der Return-Mapping-
Algorithmus angewendet. Die erste Veroffentlichung, die die zugrundeliegende Idee beinhaltet,
geht auf [WILKINS 1964] zuriick. Neuere Veroffentlichungen (z.B. [PEREZ-FOGUET & AR-
MERO 2000]) zeigen, dal’ der Return-Mapping-Algorithmus mit kleineren Modifikationen bzw.
Erweiterungen immer noch eine der effektivsten numerischen Implementierungen ist.

Der Return-Mapping-Algorithmus féllt in die Klasse der sogenannten Pradiktor-Korrektor-
Algorithmen. In einem ersten Schritt wird mittels eines Pradiktor-Schrittes tberpriift, ob plasti-
sches FlieRen vorliegt. Dieser Pradiktor-Schritt wird in der Literatur hdufig als trial-Zustand be-
zeichnet. Wird plastisches Fliel3en signalisiert, sind die Differentialgleichungen (2.73) zu ldsen.
Mit den Spannungen zum Zeitpunktt = n + 1

0'n+1 == (Cn+1 . (€n+1 — 62_1_1) mlt (.)n+1 = (.)(t =N + 1) (274)
werden die Trial-Spannungen zu
U%rﬂ =G, : (sn—H - 62) (2.75)

definiert. Ein Vergleich von GI. (2.74) mit (2.75) liefert die Aquivalenz o, = o fir
Ant1 = 0. Im Trial-Zustand wird folglich von einem elastischen Schritt ausgegangen. Die zum
Trial-Zustand korrespondierende Flie3funktion lautet somit

¢Zr+1 = ¢(U:zr+1aq7tzr+1) mit qytzr+1 = C](Oén)- (2.76)

Wird neben der Konvexitat des zuldssigen Spannungsraumes beriicksichtigt, dal C positiv defi-
nitist, folgen ¢'* — ¢ (o, ¢) > 0 und somit auch die Be- und Entlastungsbedingungen (s. [SiMO
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& HUGHES 1998])

- :
o {_0 = elastisch 2.77)

"1 >0 = inelastisch.

Fur einen Lastschritt mit ¢;’,, > 0 verbleibt die Losung des Differentialgleichungs-
systemes (2.73). Mit der Definition A(e),,; := (e)(t = n + 1) — (e)(t = n) wird die
Riuckwarts-EULER-Integration fiir die Rate der inelastischen Verzerrungen

A‘fi% = Ant1 At 0g 9,y =t Adni1 0o Pns1 (2.78)

und fir die interne Variable ¢

. 0
Ag=—Hpir Adyyy mite Hyoy o= — 22 (2.79)
Oa|, .y
angewendet. Der klassische Return-Mapping-Algorithmus ist demnach ein implizites Verfah-
ren. Durch die numerische Integration geht das Differentialgleichungssystem (2.73) in das

nichtlineare Gleichungssystem

R =0 )

R =0 mit R = —5211 + "-‘gd + ANpi1 O Py (2.80)

¢ —0 ' R* .= —Qp11 + «,, + A)\n+1 .
n+l —

uber. Zur Losung der nichtlinearen Gleichungen wird das NEwTON-Verfahren zur Nullstellen-
bestimmung (s. z.B. [HARRIS & STOCKER 1998]) herangezogen. Dieses ist aufgrund seiner
asymptotischen quadratischen Konvergenz sehr effizient. Wird do,, ., = —C,, : dsﬁil in die
Linearisierung von 52‘11 eingesetzt (dies folgt unmittelbar aus €,,.; = const wahrend der ge-
samten Iteration), konnen die linearisierten Approximationen der Residua R° und R“ zu

dRr° E. 0 dopi1 0o P11
= n A . 2.81
|: dRa :| |: 0 H*l :| |: dqn+1 +d )\n+1 1 ( 8 )
R N - ———
dR Al A VM

zusammengefalt werden. In Gl. (2.81) ist die Definition der algorithmischen Moduli =
E,11 = C '+ ANyt 0o 90 fntt (2.82)

verwendet worden. Mit der linearisierten FlieRBbedingung

o Oo Pnt1 dopt1
Aoy = [ i } [ do |’ (2.83)
Vo A

wird die Anderung des plastischen Multiplikators A innerhalb einer Iteration zu

o1 — Vo' AR
A = g AT (2.84)
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berechnet. Nach konvergierter Iteration (R = 0) wird die Linearisierung do /de zu

cor d_a - {A VM @ Ve A}{n}
de Vol' AVM ’

(1]

(2.85)

berechnet. In Gl. (2.85) ist die Notation Ay, fur die Submatrix 11 der Matrix A verwendet
worden. Da die Tangente nach GI. (2.85) fir finite Lastschritte nicht identisch mit der Tangente
in Gl. (2.18) ist, hat sich zur Unterscheidung der beiden Tensoren, nach [SIMO & TAYLOR
1985], der Terminus ,,algorithmische Werkstofftangente” fiir Gl. (2.85) durchgesetzt.

Anmerkung: Fir den ersten inelastischen Lastschritt sind die Ldsungen des Differentialglei-
chungssystemes (2.73) invariant beziglich 5. Wird das gekoppelte Modell angewendet, kann
demnach ein Abdriften der analytischen Losung zur Plastizitatstheorie beobachtet werden. Auch
die folgenden Lastschritte weisen das gleiche Problem auf. Nur im Grenzfall At — 0 ist der
Fehler beseitigt. Dieses Problem, welches in der Literatur bis zum jetzigen Zeitpunkt unerwahnt
ist, ist mittels der GroRe der Belastungsinkremente kontrollierbar. O

2.5 Entfestigende M aterialien

Werden materielle Defekte betrachtet, wie z.B. sich 6ffnende Mikrorisse, fuhrt die Funktion
q(«) zu einer Verkleinerung des elastischen Raumes. Man spricht dann auch von entfestigenden
Materialien. Diese mussen das Stabilitatskriterium nach HiLL (s. auch Gl. (4.5)) nicht notwen-
digerweise erfillen.

Zur quantitativen Erfassung solcher Phdanomene ist es wichtig, die dazu korrespondierende ex-
terne Energie zu berechnen. Die auf das Volumen bezogene Rate dieser Energie ist die externe
Spannungsleistung P (s. Gl. (2.8))

P=D+U=o0:¢. (2.86)

Folglich wird die gesamte, zum materiellen Defekt korrespondierende, Energie aus der Integra-
tion der GI. (2.86) Uber das betrachtete Volumen und der Pseudo-Zeit ¢ bestimmt. Mit der Zeit
t = t, bei vollstandiger Entfestigung berechnet sich die Energie £ zu

E:/7P dt dV. (2.87)

Q t=0

Wird GI. (2.87) fiir das gekoppelte elasto-plastische Modell nach Abschnitt 2.3 spezifiziert und
nimmt man ferner eine rdumlich konstante Verteilung der einzelnen Variablen an, folgt

pov [(owoilonio)anr [(02) oumor] o o
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Da fir plastische Prozesse nach Gl. (2.59) 0. (o) = ¢/t —q¢(«) giltund fur die positivhomogene
Funktion ersten Grades o, (o) = o : 0o ¢ erflillt ist, vereinfacht sich Gl. (2.88) zu

Qy

E=V (1 - g) / (¢ — g(e)) da. (2.89)

a=0

Fur Risse in sproden Materialien (s. [REMMEL 1994]) ist es sinnvoll, die berechnete GroRe F
auf die RifRflache A zu beziehen. Die somit definierte GroRe

Qy

E .
Gy = 1= \ZC,/ <1 - g) / (g — q(e)) da (2.90)
= V/As =0 — .
const

stellt die Bruchenergie dar.

Wie durch Experimente (s. z.B. [REMMEL 1994]) bestatigt wurde, sind Rifzonen durch star-
ke Lokalisierung der mikroskopischen Defekte gekennzeichnet. Werden Risse im Rahmen der
Finite-Elemente-Methode auf Basis klassischer Kontinuumsmodelle numerisch simuliert, dege-
neriert die Breite dieser Zonen kleinstmdglich zur Breite eines finiten Elementes (s. [DE BORST
1986]). Da die Geometrie, bzw. die charakteristische Lange I., des Elementes implizit in der
Formulierung enthalten ist (s. GI. (2.90)), wird der physikalische Materialparameter der Bruch-
energie G; abhéngig von der verwendeten Diskretisierung. Fr eine Folge von Bruchenergien
bei monoton fallenden Langen . folgt der Grenzfall

élg% Gy =0. (2.91)
Diesem physikalischen Defekt, der auch als Null-Dissipation bezeichnet wird, ist in der Ver-
gangenheit besondere Aufmerksamkeit geschenkt worden.

2.6 Regularisierungsverfahren

Im vorliegenden Abschnitt werden einige Verfahren schematisch vorgestellt, welche das bei
numerischen Analysen entfestigender Materialien auftretende Problem der Null-Dissipation be-
heben. Diese Verfahren werden im folgenden als Regularisierungsverfahren bezeichnet. In der
Literatur wird der Begriff keineswegs eindeutig verwendet. Im Gegensatz zu der hier eingefiihr-
ten Definition vertreten manche Autoren die Meinung, es sollten lediglich solche Methoden als
Regularisierungsverfahren bezeichnet werden, die der eigentlichen mathematischen Ursache
der Null-Dissipation entgegenwirken. Die mathematische Ursache ist hierbei der Ubergang der
Differentialgleichung vom elliptischen zum hyperbolischen Typus. Fir eine ausfiihrliche Dis-
kussion verschiedener Regularisierungsverfahren wird auf [DE BORST 2001] verwiesen.
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Die in den Abschnitten 2.1, 2.2 und 2.3 vorgestellten klassischen Kontinuumsmodelle implizie-
ren den Grundgedanken:

,,Die Werte der unabhangigen konstitutiven Variablen

von materiellen Punkten in weiter Entfernung von M

beeinflussen die Werte der abhangigen Variablen in M

nicht wesentlich. ’(s. [STEIN & BARTHOLD 1995])
Solche Modelle werden auch als lokale Theorien bezeichnet. Wird diese Annahme aufgegeben,
gelangt man zu den nicht-lokalen Materialmodellen. Die ersten Veroffentlichungen im Rahmen
inelastischen Materialverhaltens gehen auf [PIJAUDIER-CABOT & BAZANT 1987B; BAZANT
& CHANG 1987] zuriick. Im Gegensatz zur lokalen Variable (e) wird bei diesen Theorien die
nicht-lokale GroRe ()

(0)(X) = / a() (o)(X +€) dV (2.92)

betrachtet. Die Wichtungsfunktion a(¢), hdufig eine GAuss’sche Verteilung, hat zur physikali-

schen Interpretationsmoglichkeit der Restriktion [ «(¢) dV = 1 zu gentigen. Durch die Wahl
Vo
der Funktion a(&) wird eine Langeninformation in die lokale Theorie eingearbeitet, welche

einen direkten EinfluB auf die Ausweitung der Lokalisierungszone beinhaltet. Die Ldngeninfor-
mation bewirkt, dal? die Kontraktion des inelastischen Bereiches bei feiner werdender Diskreti-
sierung begrenzt wird. Demzufolge féllt das Modell in die Klasse der ,,localization limiters”.

Aus der Entwicklung der G1.(2.92) in eine TAYLOR-Reihe kann eine Approximation der nicht-
lokalen Modelle hergeleitet werden. Haufig wird bereits nach dem dritten Reihenglied abgebro-
chen. Die Grundidee hierfiir stammt aus der Betrachtung mikromechanisch motivierter Verset-
zungsmodelle (s. [AIFANTIS 1984]). Unter der Voraussetzung, das elastische Materialverhalten
ist isotrop, vereinfacht sich die Approximation (s. [PAMIN 1994; DE BORST & MUHLHAUS
1992]) zu

(8)(X) = (9)(X) + ¢ V*(o)(X). (2.93)

Beide skizzierten Verfahren weisen neben den theoretischen Schwierigkeiten, die sich aus der
Formulierung der Randbedingungen fur die erweiterten Gradienten bzw. aus der Existenz der
energetisch konjugierten Variable ergeben, auch Probleme hinsichtlich der Anwendbarkeit auf.
Um den inelastischen Bereich qualitativ beschreiben zu konnen, ist mehr als ein finites Element
in Richtung der Dicke dieses Gebietes erforderlich. Da diese Dicke oftmals eine andere Grolien-
ordnung als die betrachtete Struktur aufweist (z.B. Risse in Naturzugkuhltiirmen), ist der damit
verbundene numerische Aufwand bei realen Systemen sehr grol2.

Ein einfaches, aber dennoch effektives Verfahren zur Behebung der Null-Dissipation geht auf
die Arbeit [PIETRUSZCZAK & MROZ 1981] zuriick. GemaR Gl. (2.87) und (2.90) ist die Bru-

chenergie G zu
tu

gf = lc gt mit gr 1= /P dt (294)

t=0
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definiert. In GI. (2.94) stellt ¢g; die volumenspezifische Bruchenergie dar. Da g; nur vom Ma-
terialverhalten abhdngig ist und /. nur von der Geometrie des finiten Elementes abhédngig ist,
repréasentiert Gl. (2.94) eine multiplikative Zerlegung der Bruchenergie in einen Anteil der zum
Materialmodell korrespondiert und in einen geometrischen Anteil. Unter der Annahme, G; ist
ein konstanter Materialparameter, wird die auf das betrachtete Volumen bezogene Energie g;

zu

G
e
berechnet. Wird desweiteren berticksichtigt, da das Volumen des betrachteten finiten Elemen-
tes implizit in der Lange /. enthalten ist (mit dem Vektor der diskreten Knotenkoordinaten X “
giltalso [, = 1.(X*°)), und daB g; mittels der Entfestigungsfunktion ¢(«) aufgrund des ersten
Hauptsatzes der Integralrechnung abhéngig von deren erster Ableitung H := —dq /0« ist, folgt
fur den Entfestigungsmodul H

ge (2.95)

H = H(Gr,1.). (2.96)

Da gr = g¢(H) qilt, ist die volumenspezifische Bruchenergie abhdngig von der Geometrie des
betrachteten finiten Elementes. Die mel3bare Bruchenergie G; hingegen ist invariant bezuglich
l.. Fur die Abbildung [.(X*°) sind in der Literatur unterschiedliche Ansétze zu finden. Haufig
wird

l.=VV (2.97)

genutzt. Es existieren jedoch auch Definitionen einer charakteristischen Lange, die die Element-
form bertcksichtigen (s. z.B. [OLIVER 1989]).

Das in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagene Regularisierungsverfahren fihrt ebenfalls zu
einer konstanten Bruchenergie G;. Die Grundidee dieses Verfahrens geht auf [HILLERBORG,
MODEER & PETERSSON 1976] zuriick. Hierzu wird die Bruchenergie fur eindimensionale
Kontinua analysiert. Mit du; = [. de;; folgt die Bruchenergie zu

u
Uy

G = / o1 dug. (2-98)

u1=0

Wird anstelle einer Spannungs-Dehnungs-Beziehung der Form o = o (e) eine Traktions-
Verschiebungs-Beziehung der Form o7 = o1 (uy) postuliert, ist gemaR Gl. (2.98) die Bruch-
energie G unabhangig von der Grole des betrachteten finiten Elementes. Das in den Kapiteln 3
und 5 vorgestellte Finite-Elemente-Modell beinhaltet ebenfalls eine Traktions-Verschiebungs-
Beziehung.
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Kapitel 2: Klassische kontinuumsmechanische Materialmodellierung




Kapitel 3

M odellierung von C'-unstetigen
Ver schiebungsfeldern

Im vorliegenden Kapitel werden die mathematischen und physikalischen Aspekte von Dis-
kontinuitdten im Verschiebungsfeld analysiert. Auf der Grundlage einer erweiterten Form des
Prinzips der virtuellen Verschiebungen werden die bendttigten Modifikationen der kinemati-
schen Beziehungen vorgestellt. Anschlielend wird die Kopplung zwischen den Verschiebungs-
spriingen und ihren energetisch konjugierten GroRen anhand zweier unterschiedlicher \erfahren
hergeleitet. Das erste dieser Verfahren stellt eine Projektion eines bestehenden Kontinuumsmo-
dells auf eine Fl&che dar. Das zweite Konzept hingegen basiert auf einer modifizierten Energie-
dichtefunktion.

3.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen fur Kontinua mit
einer inneren Flache

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit ist @ C R?® die offene, beschrankte Menge der Punkte
X der Referenzkonfiguration eines betrachteten Kontinuums. Mit der disjunkten Zerlegung
2.2 U 0,0 = 09, 0, N 9,0 = () des Randes 92 der Menge € ist zwischen den DIRICHLET-
und den NEUMANN-Randbedingungen zu differenzieren. Am DIRICHLET-Rand wird das Ver-
schiebungsfeld w vorgeschrieben (es gilt u|s,o = u*). Am NEUMANN-Rand wird fiir den
Traktionsvektor T" die Bedingung T'|5, = T gefordert. Fiir den Spannungsvektor T" wird das
CAUCHY-Lemma T = P - N in der Referenzkonfiguration verwendet. Hierbei ist die Notation
P fiir den ersten PIoLA-KIRCHHOFF-Tensor und IN fir den Vektor der Normalen am Rand des
Kontinuums verwendet worden. Wird desweiteren die Menge der virtuellen Verschiebungsfel-
der bzw. Testfunktionen vy := {n, € H' (), R?) | nyls,o = 0} eingefilhrt, ist es mdglich, die
starke Form des Gleichgewichtes und die starke Form der NEUMANN-Randbedingungen in der
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Referenzkonfiguration in die sogenannte schwache Form

/P:GRADnOdV:/nO-bpdV+/nO-T*dF (3.1)
Q Q 0,0

zu Uberfiihren. Gl. (3.1) stellt das Prinzip der virtuellen Verschiebungen dar.

Um die Effekte von diskontinuierlichen Verschiebungsfeldern genauer zu betrachten, wird das
Prinzip der virtuellen Verschiebungen an dieser Stelle fiir Kontinua mit einer inneren Flache
0502 C € spezifiziert (s. [SIMO & OLIVER 1994; OLIVER 1996]). Diese innere Flache konnte
aus physikalischer Sichtweise z.B. eine RiRoberflache in sproden Materialien oder eine Gleit-
flache in Boden repréasentieren. Die Betrachtung einer Flache 0,2 C € im Inneren (s. Abschnitt
4.3.1) impliziert die Unterteilung des Korpers in die drei disjunkten Mengen Q TUQ~UdsQ) = Q,
QTN Q™ N = O (s. Abb. 3.1). Neben der Flache 9,2 werden folglich die Teilkorper Q'
und Q~ definiert. Zur weiteren Herleitung wird dquivalent zur Forderung fiir den Rand 0f)
postuliert, daR 9,02 C*-stetig beziiglich der Reparametrisierung in den Referenzkoordinaten X
ist. Mit der Notation [e] fur die Amplitude der Unstetigkeit der FeldgroRRe (e) an der inneren
Flache (s. Abschnitt 4.3.1) und mit der Testfunktion n, € v, wird das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen zu

/[DIVP byl - dV = / ([P] - N)-n, dr + / T —P.N]-ndl (32
Q 0502 IIT]I 0,0

spezifiziert. Da Gl. (3.2) fiir beliebige Testfunktionen n, € v, erfullt sein muf, folgen unmit-
telbar die Gleichungen

DIVP +bp=0 VX €, P-N=T" VX €09,2 und [T]|o.oa=0. (3.3)

Neben der Kinetik und der NEUMANN-Randbedingung ist also auch die Gleichung [T] |5, = 0
zu erfullen. Diese Gleichung fordert das Traktionsgleichgewicht an der inneren Oberflache 02.

Xo

X pxy P
Abb. 3.1: Kontinuum mit einer inneren Flache 0,(2.

Anmerkung I: [T]]s,o = O ist nicht &quivalent zu T'|5.o = 0. Es ist demnach mdglich,
daB Spannungen von Q" nach Q~ Ubertragen werden. Ein diskreter Ri3 mit spannungsfreier
Oberflache (T'|s, = 0) ist ein Spezialfall von [T'] |5, = 0. O
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Anmerkung I1: Die Amplitude der Unstetigkeit [ f(X )] einer Abbildung f : R* — R* im
Punkt X, € €2 wird auch die Oszillation der Abbildung f im Punkt X , genannt. Die Definition
der Oszillation wy lautet:

wg(Xo) = [ [f(X0)] |2 := inf sup £ (X1) = F(F)ll2 5 (3.4)
5>0X1,X2€B(Xo,(5)

mit der offenen ¢-Kugel B(X ¢, d):

IB(X(),(S) = {X€Q|||X—X0||2<(5},X0€Q,5>0 (35)

3.2 Kinematik von C'-unstetigen Ver schiebungsfeldern

Im Rahmen der Kontinuumsmechanik ist die Abbildung der Deformation ¢ : Q x t — R?
von zentraler Bedeutung. Sie ordnet jedem Punkt der Referenzkonfiguration X einen Punkt
x in der verformten Konfiguration zur Zeit ¢ zu. Fir einen speziellen Punkt X € Q wird
im folgenden die Abbildungsvorschrift (X, ¢) — x(X,t) betrachtet. Ohne Einschrankung
der Allgemeinheit wird demzufolge die unverformte Konfiguration als Referenzkonfiguration
eingefihrt. Sollen Unstetigkeiten im Verschiebungsfeld betrachtet werden, muf3 die Abbildung
o zusétzlich zu einem C-stetigen Anteil ¢ auch einen diskontinuierlichen Anteil aufweisen.
Mit der Definition der HEAVISIDE-Funktion

HS::{O VX €Q

1 VX eQtuoan (36)

und der Amplitude der Unstetigkeit [] der Abbildung ¢ folgt die Bewegungsabbildung zu

p=p+ I[(P]] H;. (3.7)

Verwendet man die Kontinuitét der Materie [ X] = 0 und die Spezifikation der Bewegungsab-
bildung (¢, X) = X + u(X,t), wird das Verschiebungsfeld «

u=1u+[u] H (3.8)

additiv in einen C%-stetigen Teil w und einen diskontinuierlichen Anteil [u] zerlegt. Der zu
Gl. (3.8) korrespondierende Deformationsgradient wird somit zu

Oox
F=—"=1+GRADu+ N 6 AD Hy :
X + f{ u+[u] ® N 05 + GRAD [u] (3.9)
F

berechnet. In GI. (3.9) ist neben der Notation d, fir die DIRAC-DELTA-Verteilung an der Stelle
0582 (s. Anhang C und [STAKGOLD 1998]) auch der Vektor IV als Normalenvektor der inne-
ren Fléche eingefiihrt worden. Unter Berlicksichtigung der NANSON-Gleichung und mit der
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Einflhrung der Limiten

nt(X,) = lim n(X") mit X" eQf

X' X, X, € 8.0 (3.10)
n (Xg):= lm n(X") mit X eQ T

X =X,

werden die Normalenvektoren der inneren Flache in der Momentankonfiguration zu

n(X,) = [detF N dal )]

x
G (3.11)

= -T
n*(X,) = [det (F+ GRAD[u]) (F+GRAD[u]) ~ N —d—} X
berechnet. In Gl. (3.11) sind die infinitesimalen Flachenelemente d A", da; und da; der unver-
formten inneren Flache und der verformten inneren Flache in Q~ bzw. Q* eingefiihrt worden.
Fir GRAD [u] # 0 existieren zum Punkt X ¢ folglich zwei unterschiedliche Normalenvektoren
in der Momentankonfiguration (s. [WELLS 2001]).

Daher erscheint die folgende Annahme GRAD [u] = 0 zundchst ungerechtfertigt. Wie je-
doch im weiteren Verlauf dieser Arbeit ausgearbeitet wird, ist es moglich, in 02 Traktions-
Verschiebungs-Beziehungen herzuleiten (s. Anmerkung I, Seite 34). Werden diese in der Mo-
mentankonfiguration formuliert, ist es nicht eindeutig, auf welche der Normalenvektoren der
Gl. (3.11) der Traktionsvektor zu beziehen ist. In [WELLS 2001] z.B. werden die \ektoren n*
und n~ arithmetisch gemittelt.

Eine weitere Begriindung fur die Annahme GRAD [u] = 0 ist durch die numerische Um-
setzung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode gegeben (s. z.B. [BORJA 2000], [GARIKI-
PATI 1996], [ARMERO & GARIKIPATI 1996] und [MOSLER & MESCHKE 2002A]). Entwe-
der ist die Anderung der Sprungamplitude [u] innerhalb eines Elementes sehr gering, so daR
GRAD Ju] = 0 lokal eine ausreichende N&herung darstellt, oder das betrachtete Gebiet ist
zu grob diskretisiert, um die Topologie der inneren Flache ausreichend genau beschreiben zu
konnen.

Zusammenfassend ist die Annahme GRAD [u] = 0 im Rahmen einer Finite-Elemente-
Umsetzung mit einer Traktions-Verschiebungs-Beziehung an der Flache 0,2 demnach gerecht-
fertigt.

Mit der Annahme GRAD [u] = 0 wird der Deformationsgradient in die Gleichung
F=F.-F mit F:=1+GRAD&z und F:=1+F '-[u]® N d, (3.12)

uberfiihrt (s. [GARIKIPATI 1996; ARMERO & GARIKIPATI 1996]). Durch dieses Vorgehen
konvertiert die additive Zerlegung nach Gl. (3.9) in eine multiplikative Aufspaltung. Ein Ver-
gleich der Gl. (3.12) mit Abschnitt 2.1.3 liefert die formale Aquivalenz zur Plastizitétstheorie
finiter Deformationen.

Anmerkung: Die Annahme GRAD [u] = 0 fiihrt zu einer Inkompatibilitét des Deformations-
gradienten auf Strukturebene. Analog zur Plastizitatsbeschreibung finiter Deformationen kann
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somit die Aufspaltung nach GI. (3.12) nur lokal postuliert werden. Im Gegensatz zu der loka-
len Zerlegung des Deformationsgradienten (3.12) wird in [WELLS 2001] nicht die Annahme
GRAD [u] = 0 getroffen und GI. (3.9) diskretisiert. Dadurch wird eine inkompatible Zerle-
gung des Deformationsgradienten umgangen. O

Aufgrund der analogen Form der multiplikativen Zerlegung (3.12) zur Plastizitatsbeschreibung
finiter Deformationen wird der raumliche Geschwindigkeitsgradient I = F - F~* gemaR Ab-
schnitts 2.1.3 additiv in zwei Tensoren zerlegt. Im Gegensatz zu Abschnitt 2.1.3 wird neben
einem kontinuierlichen Anteil I der singulre Anteil I eingefiihrt. Wird in GI. (2.37) F? durch
F ersetzt, folgt unmittelbar

7 7 1

I=1+] mit I:=F-F' und [=F-L-F' und L=F-F' (313

Der kontinuierliche Geschwindigkeitsgradient I ist mit dem Deformationsgradienten F' und
dessen Rate eindeutig bestimmt. Da F' eine singulare Verteilung darstellt, ist die Herleitung
des singuldren Geschwindigkeitsgradienten I hingegen nicht direkt méglich. GemaR der Defi-
nition von I wird die Existenz der Inversen des singuldren Deformationsgradienten F voraus-
gesetzt. Um die Inverse von F' zu bestimmen, wird die singuldre Verteilung F mittels einer
reguldren Verteilung approximiert. Im Limesiibergang konvergiert die reguldre Verteilung der
Approximation gegen die singulare F'. Mit der Definition des materiellen Vektors des Verschie-
bungssprunges J = F - [u] (s. [GARIKIPATI 1996]) und mit der N&herung der DIRAC-
DELTA-Verteilung 6, ~ % mittels eines numerischen Regularisierungsparameters £ erhdlt man
die Approximation

. 1
Frx1t JoN. (3.14)

Gl. (3.14) ist auch in den Arbeiten [STEINMANN, LARSSON & RUNESSON 1997; LARS-
SON, STEINMANN & RUNESSON 1998; STEINMANN 1998; STEINMANN & BETSCH 2000]
verwendet worden. Die Inverse der Approximation (3.14) wird mit Hilfe der SHERMAN-

MORRISON-Formel zu
1 JRN

Ck1+LIN-J
berechnet (s. Anhang A). Aus der Limesbetrachtung der Approximation des singuldren raumli-
chen Geschwindigkeitsgradienten I folgt mit N =0

Flai (3.15)

=L, [u] ®nd,. (3.16)
In Gl. (3.16) ist die L1E-Zeitableitung des Verschiebungssprunges
L[l =F 5 (F : [[u]]) (3.17)

eingefiihrt worden (s. [ARMERO & GARIKIPATI 1996]). Gl. (3.16) ist identisch mit dem sin-
gulé@ren raumlichen Geschwindigkeitsgradienten aus [GARIKIPATI 1996; ARMERO & GARIKI-
PATI 1996]. Dennoch unterscheiden sich die Herleitungen. Anders als in [STEINMANN, LARS-
SON & RUNESSON 1997] wird nicht die Approximation (3.15) im weiteren Verlauf betrachtet,
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sondern der Grenzwert (3.16). Demnach ist kein numerischer Regularisierungsparameter £ er-
forderlich.

Anmerkung: Die Annahme N = 0, die den Verdffentlichungen [ARMERO & GARIKIPATI
1996; LARSSON, STEINMANN & RUNESSON 1998] zugrunde liegt, ist fur die lokale inkom-
patible Zerlegung des Deformationsgradienten nach Gl. (3.12) nicht notwendig. Die Erweite-
rung auf zeitlich veranderliche Lokalisierungsflachen (IN # 0) erfolgt in Kapitel 6. O

Beschrankt man die Herleitungen auf die geometrisch lineare Kontinuumsmechanik, geht
die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten (3.12) in eine additive Aufspaltung
des linearen Verzerrungstensors e tber. Mit dem Verschiebungsfeld (3.8) und der Annahme
GRAD Ju] = 0 folgt

e=V¥"y = Vsy”iﬂ + ([u] ®ﬁ)sym s . (3.18)
=€ =&

Fur die weiteren Betrachtungen ist es sinnvoll, die Diskontinuitét des Verschiebungsfeldes bzw.
[w] und L, [u] in die Amplitude des Verschiebungssprunges ¢ und in einen Richtungsvektor
m aufzuspalten. Diese Zerlegung resultiert in der Gleichung

[@] = ¢ m (3.19)
im Rahmen der geometrisch linearen Theorie und in
L,[u] = Cm (3.20)

fur finite Deformationen. Der singulare raumliche Geschwindigkeitsgradient I geht daher in die
Form
I=( (m®n) 4, (3.21)

Uber.

3.3 Spannungs-Ver schiebungs-Beziehungen an einer inneren
Flache

In Abschnitt 3.1 ist gezeigt worden, daf Kontinua mit einer inneren singuldren Fldche der Re-
striktion des Traktionsgleichgewichtes [T] | 5. = 0 geniigen mussen. Eine Gleichung, die diese
Restriktion erfllt, ist die Spannungsfreiheit T'|5,, = 0 an der Lokalisierungsflache 0,Q2. Die
Forderung T'|s.o = O korrespondiert zu einem diskreten RiR. Da jedoch [T] |40 = O nur
Traktionsgleichgewicht beinhaltet, konnen verschiedene konstitutive Gesetze an 052 postuliert
werden. Es ist daher moglich, neben einem Materialgesetz fir P eine zusdtzliche konstitutive
Gleichung an der Flache 9,2 einzufiihren.

Die Herleitung eines konstitutiven Gesetzes erfordert in einem ersten Schritt die Identifikation
der energetisch konjugierten Variablen. Das Skalarprodukt [T] |5, - 1, in der schwachen Form
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des Traktionsgleichgewichtes der Gl. (3.2) représentiert eine virtuelle Arbeit. Transformiert man
diese Aussage in die komplementére Form und verwendet ein Verschiebungsfeld nach GlI. (3.8),
wird die flaichenbezogene geleistete Arbeit an der inneren Flache 0sQ2 zu T'|5,q, - [u] spezifiziert.
Die im folgenden herzuleitende konstitutive Gleichung in 0, ist demnach von der Form

Tloo = Ty = Ts([u]). (3.22)

Aus der Degeneration der Gl. (3.22) fur eindimensionale Kontinua im Rahmen einer geome-
trisch linearen Theorie

o1 = o1 (Ju]) (3.23)
wird die Analogie zum fiktiven Rifimodell nach HILLERBORG in Abschnitt 2.6 deutlich.

Anmerkung: Die Kopplung des konstitutiven Gesetzes (3.22) mit den Punkten in Q= erfolgt
mittels der Kompatibilititsbedingung T's = T". Diese Bedingung ist nicht in Gl. (3.2) ent-
halten. Nach [SIMO & OLIVER 1994] kann sie hergeleitet werden, indem man das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen fiir Kontinua mit einer inneren Fldche betrachtet und den Raum
der zuldssigen Testfunktionen auf sprungstetige Abbildungen der Form n, = 7, + [n,] H;s
erweitert. O

Im Rahmen der Herleitung der Gl. (3.22) ist in der Literatur zwischen zwei verschiedenen Kon-
zepten zu differenzieren. In den Veroffentlichungen [SiIMO, OLIVER & ARMERO 1993; SIMO
& OLIVER 1994; OLIVER & SIMO 1994]) ist die Traktions-Verschiebungs-Beziehung auf der
Grundlage eines Kontinuumsmaodells C°-stetiger Verschiebungsfelder hergeleitet worden. Im
Gegensatz dazu wird in den Publikationen [SNYMAN, BIRD & MARTIN 1991; LEE & PANDE
1999] a priori ein Interface-Gesetz der Form (3.22) postuliert. Diese Differenzierung ist auch
in den Arbeiten [MIEHE & SCHRODER 1994] und [BORJA 2002] verwendet worden. Da die
konstitutive Gleichung (3.22) fir die vorliegende Arbeit von zentraler Bedeutung ist, werden
die Vor- und Nachteile der zwei Verfahren kurz dargestellt.

Das erste Verfahren zur Herleitung von Gl. (3.22) zeichnet sich dadurch aus, dal3 die Traktions-
Verschiebungs-Beziehung unabhéngig von der konstitutiven Gleichung des ersten PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensors P ist. Das Konzept wurde in den Arbeiten [SNYMAN, BIRD
& MARTIN 1991; LEE & PANDE 1999] angewendet. Nach Ansicht dieser Autoren spricht
fur das Verfahren, da nach Auftreten von Lokalisierungsprozessen das fiir eine homogene
Materialantwort entwickelte, kontinuumsmechanische Modell nicht weiter zur Beschreibung
des Materialverhaltens verwendet werden dirfe. Auch bei BORJA ([BORJA 2002]), der seine
Ausfihrungen auf Betrachtungen an intaktem und stark lokalisiertem Fels griindet, findet man
diese Kritik. Im Gegensatz zu den fritheren Veroffentlichungen basieren die Arbeiten [ARME-
RO 1999] und [JIRASEK & ZIMMERMANN 2001] auf einer Potentialfunktion in 9,2. Auf der
Grundlage dieses Potentials wird die Gleichung (3.22) mittels thermomechanisch konsistenter
\Vorgehensweisen bestimmt.

Das andere Konzept zur Spezifizierung der Gl. (3.22) geht auf die grundlegende Arbeit von [Si-
MO, OLIVER & ARMERO 1993] zuriick. Unter Verwendung eines Plastizitatsmodells fiir C°-
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stetige Verschiebungsfelder (s. [SIMO, OLIVER & ARMERO 1993]) bzw. Kontinuumsschadi-
gungsmodells (s. [OLIVER 1996; ARMERO 1997]) werden die homogenen Materialantworten
auf die singuldre Flache 0,02 projiziert. Hierdurch wird die Spannungs-Dehnungs-Beziehung,
die den zweistufigen Spannungstensor mit dem Verzerrungstensor verknipft, in die vektorwer-
tige Gleichung (3.22) lberfiihrt.

In dieser Arbeit sollen beide Verfahren gesondert dargestellt werden. In Abschnitt 3.4 wird be-
schrieben, wie die Traktions-Verschiebungs-Beziehung auf der Basis eines Materialmodells fir
CO-stetige Verschiebungsfelder hergeleitet werden kann. Anders als in Abschnitt 3.4 wird in
Abschnitt 3.5 die Energiedichtefunktion a priori additiv in einen reguldren und in einen sin-
guldren Anteil aufgespalten. Aus dieser modifizierten Energiedichtefunktion wird Gl. (3.22)
ermittelt. Beide Unterkapitel orientieren sich an dem Aufbau des Kapitels 2. Neben der Pla-
stizitdts- und der Schadigungstheorie wird auch das gekoppelte elasto-plastische Modell mit
anisotroper Schadigungsdegradation betrachtet.

3.4 Projektion von Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen
auf eine Flache

In diesem Abschnitt wird die homogene Materialantwort eines klassischen kontinuumsmecha-
nischen Modells auf eine innere Fl&che projiziert. Nach Kenntnis des Autors lassen sich hierbei
alle in der Literatur vorhandenen Ansatze auf die grundlegende Arbeit [SiIMO, OLIVER & AR-
MERO 1993] zurtickfuhren.

3.4.1 Elasto-plastische Materialmodelle

Zu Beginn des Abschnitts 3.4 wird die homogene Materialantwort mittels eines Plastizitéts-
modells finiter Deformationen spezifiziert (s. Abschnitt 2.1). Der erste Teil des vorliegenden
Unterabschnitts ist an den Veroffentlichungen [GARIKIPATI 1996; ARMERO & GARIKIPATI
1996] orientiert.

Zur Herleitung der GI. (3.22) wird in einem ersten Schritt die Rate des Traktionsvektors in der
Referenzkonfiguration
Topo=P N=[L, 7+ 7] n (3.24)

mittels rdumlicher GrolRen beschrieben. Neben der Lie-Ableitung des KIRCHHOFF-
Spannungstensors 7 ist auch die Transformation des Vektors IN in die Momentankonfiguration
verwendet worden. Setzt man die Beziehung zwischen der elastischen LIE-Ableitung £+ des
KIRCHHOFF-Spannungstensors = und der LIE-Ableitung £, 7

Lor =L+l m 47 ()7, (3.25)
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zusammen mit der Definition der elastischen JAUMANN-ZAREMBA-Zeitableitung

v

= f—wr—71 (W) =a:d
1 1 (3.26)
az]kl — Cz]kl + 5 [Tzk 5]1 +7_zl 5]1@] 4 5 [T]l 5@/6 +7_]k 5zl:| ,
in Gl. (3.24) ein, folgt
Too=[c:d—a:d®—2 (W 7)™ +1-7]-n. (3.27)
In Gl. (3.27) ist die Umformung
(c—a):d”=-2 (7 -d°)™™ (3.28)

implizit genutzt worden. Wird die additive Aufspaltung des rdumlichen Geschwindigkeitsgradi-
enten  in den symmetrischen Anteil d := I™™ und in den antisymmetrischen Anteil w := skewl
sowie die additive Aufspaltung in elastische und plastische Anteile auf Gl. (3.13) angewendet,
resultiert der regulére raumliche Geschwindigkeitsgradient I und der singulére raumliche Ge-
schwindigkeitsgradient I zu

e

1 = I° + [ - l + 1’
und ~p

= d'+a® + d+aP = d +a° + d +ao".

o~
|

(3.29)

Mit der additiven Entkopplung singuldrer und regulérer Verteilungen (3.29) wird GI. (3.27) in

die Form _ . 7 )
T|8SQ = [C:d—a:dp—Q (‘I’p"")sym—f-l-‘r]-n

. S

reguldre verteilung
- - . (3.30)
+ [c:d—a:dp—Q (L:Jp'T)Sym+l'T:| ‘n

. S

singulére Verteilung

uberfuhrt. Die Rate des Traktionsvektors wird somit in eine singuldre und in eine reguldre Ver-
teilung zerlegt. Da der Spannungsvektor eine reguldre GroRe darstellt (s. z.B. [SiIMO, OLIVER
& ARMERO 1993]), muB der singulédre Anteil der Gl. (3.30) zu Null verschwinden.

Anmerkung: Fir den Sonderfall des Volumenlastvektors bp = 0 folgt unmittelbar mit der loka-
len Gleichgewichtsaussage DIV P+ bp = 0 die strengere Bedingung, dal3 der Spannungstensor
P bzw. der Traktionsvektor T" konstant ist. O

Fur die weiteren Herleitungen werden die folgenden Annahmen getroffen:

1. Die inelastischen Verformungen sind auf 0,82 beschrinkt (d” = 0, @? = 0).

2. Das Kontinuumsmodell ist auch nach dem Auftreten der singuléren Flachen 0, giltig.
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3. Das Traktionsgleichgewicht [T] = 0 bzw. T = T, ist auch nach der Verzweigung
des Verschiebungsfeldes in einen kontinuierlichen und einen diskontinuierlichen Anteil
erfullt.

Annahme 1.) ist dquivalent zu d” = d’. Die gesamten inelastischen Verzerrungen sind dem-
nach in der Flache 9,92 konzentriert, wodurch die anderen Gebiete " bzw. (2~ elastische Ent-
lastungsvorgange erfahren. Der Zustand d # 0 korrespondiert per definitionem zu einer ho-
mogenen Materialantwort und wird daher im folgenden Verlauf dieser Arbeit nicht weiter ana-
lysiert. Die Annahmen 2.) und 3.) bilden die notwendige Voraussetzung, damit die Traktions-
Verschiebungs-Beziehung im lokalisierten Zustand ihre Gultigkeit beibehlt.

Setzt man die Annahme 1.) zusammen mit den Evolutionsgleichungen des plastischen Defor-
mationsgeschwindigkeitstensors d® und des plastischen Spintensors wP in die Rate des Trakti-
onsvektors (3.30) ein, folgt

~P

‘fp B Aor¢ } = A=)\ s (3.31)
Wb = \w

Dabei kennzeichnet w die Richtung des plastsichen Spintensors. Analog zur singuldren Vertei-
lung des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten basiert auch der plastische Multiplikator A auf
der DIRAC-Delta-Verteilung. Demnach ist der dissipative Mechanismus auf 0,¢2 beschrankt. Da
die Dicke des Bereiches 0,2 im Rahmen einer rdumlichen Diskretisierung mittels der Finite-
Elemente-Methode unabhdngig von der GroRRe bzw. Geometrie des betrachteten finiten Elemen-
tes ist, sind die numerischen Ergebnisse invariant beziiglich der Diskretisierungen.

Um den plastischen Multiplikator \ zu bestimmen, wird die Konsistenzbedingung ¢ = 0 be-
trachtet. Analog zu Abschnitt 2.1.3 wird die FlieBfunktion ¢ in KIRCHHOFF-Spannungen for-
muliert und ist daher, aufgrund des Prinzips der Objektivitdt, auf isotrope Abbildungen be-
schrankt. Aus dieser Einschrankung resultiert die Koaxialitat der Tensoren = und d+¢ und
somit

or¢: (W -7)=0r¢-7)w*=0=07r¢: (17 -w°). (3.32)

——
sym.

Mit GI. (3.32) wird die elastische JAUMANN-ZAREMBA-Zeitableitung zu

or¢ ::e = Or¢:T—0r¢: (W'-T)—0rd: [7‘ . (we)T}
= Or¢:T—07¢: W T—T- W

a‘rgbi‘l"

(3.33)

vereinfacht. Unter Verwendung der GI. (3.33) und der Definition der elastischen JAUMANN-
ZAREMBA-Zeitableitung (3.26), zusammen mit der additiven Zerlegung des Deformationsge-
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schwindigkeitstensors d und der Annahme 1.) d” = 0, wird die Konsistenzbedingung

¢ = Ord:T+0,0q

\Y
Or¢ :T° +0,¢ cj~
drd:a:(d—d)+0,0q o (3.34)
— ?T¢:a:5i+8q¢cz+§7¢:a:(d—dpl —0
reguléreVerteilung singuléreVerteilung

additiv in eine regulédre und in eine singulédre Verteilung zerlegt. Da ¢ den Raum der zuldssigen
Spannungen definiert, die wiederum eine regulare Verteilung darstellen, folgt, daB auch ¢ re-
guldr sein muB (s. auch [OLIVER 1996]). Somit muR der singuldre Term aus Gl. (3.34) zu Null
verschwinden und fir den plastischen Multiplikator folgt

1
_87-¢:a:87-¢

A= \s b ord:a:l, d a:d=a:l. (3.35)
Mit der FlieRbedingung (2.41) wird ¢ der Menge der reguldren Verteilungen zugewiesen, wo-
durch man mit der korrespondierenden Evolutionsgleichung (2.46)- zur Gleichung

dq

(=5 A=HA=HN0b = H™'g=\s (3.36)

gelangt (0,0 = 1 s. Gl. (2.41)). Der Entfestigungsmodul H stellt also eine DIRAC-Delta-
Verteilung dar. Filhrt man den reguldren Entfestigungsmodul H ein, ergibt sich die Rate der
spannungsahnlichen Entfestigungsvariable ¢ mit

H'=H'6, zu ¢=H ). (3.37)

Wird die zur Konsistenzbedingung &aquivalente Gleichung ¢ = —0+¢ ¥, zusammen mit
Gl. (3.37), in die Bestimmungsgleichung des plastischen Multiplikators (3.35) eingesetzt, re-
sultiert, unter Beriicksichtigung von Gl. (3.21), die Traktions-Verschiebungs-Beziehung in dif-
ferentieller Form zu

1 Or¢d:a:0r¢

C__ﬁ org:a:(men)
Gl. (3.38) fallt demnach in die, mittels Gl. (3.22) definierte, allgemeinere Klasse der konsti-
tutiven Beziehungen an der singuldren Flache 0,€). Fur das RANKINE-Kriterium vereinfacht
sich Gl. (3.38) mit der Ableitung 0r¢ = n4 ® ny4 (S. Abschnitt 2.1.1) und der Identitdt
m = n = n, (S. Abschnitt 4.3.4.1) zu

Ord T . (3.38)

(=—2 (man) ¥ (3.39)

H
Anmerkung: Da die an der singuldren Flache 0,2 auftretenden Phanomene oftmals einer an-
deren Langenskala zuzuordnen sind als die eigentlich betrachtete Struktur selbst, wird das kon-
stitutive Gesetz bei manchen Autoren auch mit einer Mikrostruktur assoziiert; so z.B. bei [GA-
RIKIPATI & HUGHES 1998] [ARMERO 1999] [BORJA 2002]. Hierdurch werden Parallelen
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zu den Arbeiten [MIEHE, SCHOTTE & SCHRODER 1999; MIEHE, LAMBRECHT & SCHOTTE
2001] deutlich. O

Im folgenden Absatz wird eine Traktions-Verschiebungs-Beziehung der Form (3.38) fur die
geometrisch lineare Kontinuumsmechanik hergeleitet (s. [MOSLER & MESCHKE 2000]). Mit
der Rate des Traktionsvektors

ti=0-n=[C:(V¥u+[d]®@nd—E") n (3.40)

und der Annahme einer lokalisierten plastischen Zone (£° = 0 bzw. &” = "), zusammen mit
der Evolutionsgleichung (2.14) e? = X\ dg g, folgt

(I[’U,]I ® n)Sym = s 8o-g mit \ = As (SS. (341)

Demnach sind die Raten der plastischen und der singuléren erweiterten Verzerrungen dquiva-
lent. Wird GI. (3.41) in der Konsistenzbedingung

¢=0g¢:6+0dgh-q=0 (3.42)

beriicksichtigt, berechnet sich der plastische Multiplikator aus dem zu Null verschwindenden
singuldren Anteil zu

0o :C:(m®n)

As =C 9 C .
g :C:0gg

Anders als im Rahmen der Theorie finiter Deformationen ist die Flie3funktion ¢ in diesem Ab-
satz nicht auf Isotropie beschrankt. Um das Konzept der diskontinuierlichen Verschiebungsfel-
der auf eine moglichst groRe Anzahl unterschiedlicher Materialmodelle anwenden zu konnen,
ist von der Annahme einer assoziierten Plastizitdt mit isotroper Entfestigung, wie z.B. in [SI-
MO, OLIVER & ARMERO 1993; OLIVER 1996; ARMERO & GARIKIPATI 1995], abgewichen
worden. Analog zur geometrisch nichtlinearen Theorie folgt aufgrund der regulédren Verteilung
der spannungséhnlichen Variablen g (s. Gl. (2.14))

(3.43)

g=X H-0gh mit H'=H ', und H =dagq. (3.44)
Substituiert man GI. (3.44) in die umformulierte Konsistenzbedingung dq¢ - ¢ = —0g ¢ : 7,

wird die Traktions-Verschiebungs-Beziehung zu

B 1 Ood:C:0gyg

¢ = dod: o (3.45)

spezifiziert. Fir das RANKINE-KTriterium vereinfacht sich GI. (3.45) zu

(= (niony) o (3.46)

Anstelle einer Ratenformulierung kann Gl. (3.46) auch in die totale Beschreibung

$(0,0) =(na®@ns):o—q() mit §=0q(=-H¢ (3.47)
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uberfuhrt werden. Formal identisch zur FlieRbedingung des Materialmodells fiir homogene De-
formationszustande stellt die FlieRbedingung (3.47) eine Traktions-Verschiebungs-Beziehung
dar. Da die modifizierte FlieRbedingung somit allein von ¢ abhédngig ist, kann nicht mehr von
einer internen Variable im eigentlichen Sinne gesprochen werden. Im Gegensatz zu « ist mit ¢
eine klare physikalische Definition gegeben.

Anmerkung: Gl. (3.47) wird auch in Kapitel 5 zur numerischen Umsetzung herangezogen.
Hierdurch wird eine stark dquivalente Form zu den Kontinuumsmodellen C°-stetiger \Verschie-
bungsfelder erreicht. O

3.4.2 Schadigungsmechanik

Analog zum Aufbau des zweiten Kapitels wird in diesem Unterabschnitt das Schadigungs-
modell nach GoVvINDJEE, KAY & SIMO (s. Abschnitt 2.2) betrachtet und im Rahmen C°-
unstetiger Verschiebungsfelder modifiziert. Auch die Veroffentlichungen [SIMO, OLIVER &
ARMERO 1993; ARMERO 1997] basieren auf dem referenzierten anisotropen Schadigungsmo-
dell. Die dort vorgeschlagenen Herleitungen weichen jedoch deutlich von der Arbeit [MOSLER
& MESCHKE 2001A] ab, die die Grundlage des vorliegenden Unterabschnittes bildet.

Analog zur Plastizitatstheorie wird der dissipative Mechanismus additiv in eine reguldre und
eine singuldre Verteilung aufgespalten. Da der Nachgiebigkeitstensor selbst in [GOVINDJEE,
KAY & SiMo 1995] die interne Variable verkorpert, wird von der Zerlegung

D=D+DS§, (3.48)

ausgegangen. Postuliert man desweiteren, gemals Annahme 1.) in Abschnitt 3.4.1, dafl der
schadigungs-induzierte Bereich lokalisiert ist und dafl auBer den Punkten in 9,9 die restli-
che Struktur eine Entlastung erfahrt (es gilt also D = D°* = const.), wird die Evolution des
Nachgiebigkeitstensors zu _

D =D, (3.49)

spezifiziert. Mit Gl. (3.49) und mit der regulédren Verteilung des Traktionsvektors folgt
([a] ®@n)*™ =D: 0. (3.50)

Gl. (3.50) verkniipft demzufolge die singuldren Verzerrungen mit dem Nachgiebigkeitstensor.
Nutzt man die Existenz der Energiedichtefunktion ¥ und die daraus hervorgehende grof3e Sym-
metrie D, = Diy;, Zusammen mit der FlieBfunktion (2.59), ergibt sich die Evolutionsglei-
chung

B¢ (men)” @ (men)™™

(men):o

Analog zur Plastizitatstheorie ist die Darstellungsform des plastischen Multiplikators A = A\ d
genutzt worden. Da somit die Rate der Verschiebungssprungamplitude dquivalent zur Rate der

internen Variable « ist, kann die FlieRbedingung (2.59) in die Gleichung
9(o,¢) = (mamn):o—q((). (3.52)

mit ¢ = ). (3.51)
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uberfuhrt werden. Die modifizierte Traktions-\Verschiebungs-Beziehung des RANKINE-
Kriteriums (s. Gl. (3.47)) ist in der allgemeineren Menge der Gl. (3.52) enthalten.

Im Gegensatz zu dieser Arbeit wird in [ARMERO 1997] die Verkniipfung der erweiterten Ver-
zerrungen und des Nachgiebigkeitstensors D nicht in der Ratenformulierung, sondern direkt
mittels

e=([u]@n)"™ 5,=D:0d (3.53)

postuliert. Hierdurch entféllt die Analogie zur Plastizitatstheorie (vgl. Gl. (3.50) mit (3.41)).
Wie fir das Schadigungsmodell aus Abschnitt 2.2 resultiert auch fir das in diesem Ab-
schnitt beschriebene Modell aus einer exponentiellen Entfestigung ¢(¢) eine lineare Spannungs-
Dehnungs-Beziehung (s. Anmerkung, Seite 25). ARMERO’s Schadigungsmodell unterscheidet
sich hingegen fiir Belastungsschritte nicht von einem Plastizitditsmodell und fiihrt zu einer ex-
ponentiellen Spannungs-Dehnungs-Beziehung. Fir Entlastungsvorgénge verwendet ARMERO
anstelle der Tangente der Entfestigungsfunktion ¢(¢) die Sekante.

Durch die hier vorgeschlagene Formulierung ist es moglich, das gekoppelte elasto-plastische
Schadigungsmodell nach Abschnitt 2.3 im Rahmen diskontinuierlicher Verschiebungsfelder zu
modifizieren. Desweiteren ist aufgrund der Ratenform der Verzerrungen eine Erweiterung auf
zeitlich veranderliche singuldre Flachen (IV # 0) leicht durchfiihrbar (s. Abschnitt 5). Fiir das
Modell in [ARMERO 1997] hingegen sind solche Modifikationen aufgrund der totalen Formu-
lierung nicht ohne weitere Uberlegungen mdglich.

3.4.3 Gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmechanik

In den Abschnitten 3.4.1 und 3.4.2 sind die Plastizitatstheorie und ein anisotropes Schadigungs-
modell im Rahmen C°-unstetiger Verschiebungsfelder betrachtet worden. Die Verallgemeine-
rung flr gekoppelte elasto-plastische Schadigungmodelle wird in diesem Abschnitt ausgearbei-
tet. Zu diesem Zweck wird das Modell aus [MESCHKE, LACKNER & MANG 1998] (s. Ab-
schnitt 2.3) fur sprungstetige Verschiebungsfelder erweitert. Die Ausfiihrungen sind der Arbeit
[MOSLER & MESCHKE 2001A] enthommen worden.

Analog zu Abschnitt 2.3 werden die inelastischen Verzerrungen additiv in einen plastischen
Anteil eP und in einen schadigungs-induzierten Anteil €4 zerlegt. Unter der Annahme eines
lokalisierten inelastischen Verhalten e? = ¢4 = 0 VX € QF resultiert die additive Zerlegung
der singuléren Verzerrungen zu

E=(man)™" (6= +&" (3.54)

Nach der Einfuihrung des skalaren Kopplungsfaktors g € [0, 1] folgt mit dem Schadigungsmo-
dell aus Abschnitt 3.4.2:
&= 1-8) mon)P{d . .4 . L

. mit ¢ =D:o, D=DJ,. 3.55
= B (man) (s, © 7 (3:55)
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Die Evolutionsgleichung des Nachgiebigkeitstensors ID ergibt sich somit zu

sym

(mean)™ e (men)
(m®n):o

D=4¢ (3.56)
Die Traktions-Verschiebungs-Beziehung kann folglich auch fiir das gekoppelte elasto-
plastische Schadigungsmodell in der totalen Formulierung (3.52) angegeben werden.

Alle in Kapitel 2 beschriebenen Kontinuumsmodelle sind somit im Rahmen diskontinuierlicher
Verschiebungsfelder erweitert worden.

3.5 Energiedichtefunktionen an inneren Flachen

Nachdem in Abschnitt 3.4 die Traktions-Verschiebung-Beziehung auf der Grundlage eines Kon-
tinuumsmodells fir homogene Materialantworten hergeleitet worden ist, wird in diesem Ab-
schnitt ein anderes Verfahren zur Ermittlung der Gleichungen erldutert. Im Gegensatz zu Unter-
kapitel 3.4 wird der lokalisierte, dissipative Mechanismus mittels eines singuldren Anteils der
Energiedichtefunktion berticksichtigt.

Die Idee, die Energiedichtefunktion unter Beriicksichtigung innerer Flachen 952 zu modifizie-
ren, ist z.B. den Arbeiten [ARMERO 1999] und [JIRASEK & ZIMMERMANN 2001] zu ent-
nehmen. Die referenzierten Publikationen sind nicht die ersten Veroffentlichungen zu dieser
Thematik, jedoch ist die dort angenommene Kinematik identisch mit jener in Abschnitt 3.2.
In [JIRASEK & ZIMMERMANN 2001] wird ein singuldrer Anteil in der Energiedichtefunktion
berticksichtigt, um ein Schadigungsmodell zur Beschreibung von Rissen in Betonstrukturen her-
zuleiten. Die Arbeit [ARMERO 1999] hingegen ist allgemeiner formuliert. Neben der Theorie
infinitesimaler Verformungen ist dort auch eine aquivalente Formulierung fir finite Deforma-
tionen enthalten.

Das in dem vorliegenden Abschnitt erlduterte Konzept zur Herleitung einer Traktions-
\erschiebung-Beziehung wird auch zur Betrachtung der auftretenden Dissipation und der Bru-
chenergie herangezogen.

3.5.1 Elasto-plastische Materialmodelle

In Abschnitt 3.4.1 ist gezeigt worden, daf der erweiterte Deformationsgradient F' zu plastischer
Materialantwort korrespondiert. Um das elastische Verhalten des Kontinuums mittels eines hy-
perelastischen Materialmodells zu beschreiben, muR die freie Energiefunktion folglich in F
formuliert sein. Wird desweiteren das Kriterium der Objektivitét berlicksichtigt und somit der
elastische materielle CAUCHY-GREEN-Tensor

c'=C:=F -F (3.57)

definiert, muR das elastische Potential von der Form ¥ (C) sein.
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Neben den reversiblen Prozessen ist die plastische Materialantwort zu definieren. Wie in Ab-
schnitt 3.4.1 implizit belegt worden ist, gilt fiir elastische Prozesse J = 0. Unter der Annahme
d® = 0 VX ¢ QF korrespondiert der Vektor des Verschiebungssprunges folglich zu plasti-
schen Deformationen. Es ist daher moglich, mittels der Amplitude ¢ des Verschiebungssprunges
isotrope plastische Mechanismen zu modellieren. Das im weiteren Verlauf dieses Abschnittes
betrachtete isotrope Potential der irreversiblen Energie ist demnach von der Form ¥y, (¢).

Die Potentiale ¥.(C) und ¥;,(¢) fihren unter der Annahme eines lokalisierten inelastischen
Gebietes, sowie einer additiven Zerlegung des elastischen und des inelastischen Materialverhal-
tens, zum Gesamtpotential (s. auch [ARMERO 1999])

U(C,¢) = We(C) + s Win(C)- (3.58)

Gemald Abschnitt 2.1.3 werden die Evolutionsgleichungen aus dem Postulat der maximalen
Dissipation hergeleitet. Um die Dissipation zu berechnen, wird die zeitliche Ableitung des Po-
tentials U bendtigt. Die Rate W ergibt sich zu

b = 9pW: C+ 6 0V

. (3.59)
= (2 F- aCxpe) F 40, 0,0, C.
Setzt man diese Gleichung in die Dissipationsungleichung
D=P:F -0 >0, (3.60)
zusammen mit der zeitlichen Anderung des Deformationsgradienten
F=F+[u]® N g, (3.61)
ein, wird der Zweite Hauptsatz der Thermomechanik in die Form
D=P.F+T- [i] 55—(QF-va;e)-F—agqjmg'aszo (3.62)

uberfihrt. Fir elastische Belastungszustande folgt aus Gl. (3.62) fiir den ersten PIOLA-
KIRCHHOFF-Tensor P
P=2F. O Ve (3.63)

Wird Gl. (3.63) in die Dissipationsungleichung (3.62) eingesetzt, ergibt sich die reduzierte
Form
D=T:[u] 6 — Vi, ¢ & > 0. (3.64)

Alle Summanden der Gl. (3.64) sind DIRAC-Delta-Verteilungen. Der dissipative Mechanismus
ist folglich lokalisiert. Zur Berechnung der totalen Energie, welche mit der Entstehung von
materiellen Defekten korrespondiert, wird die lokale Dissipation tiber das betrachtete Volumen
integriert. Mit der Gleichung (s. auch Anhang C)

fodv= [ fdr (3.65)
[raa=/

Q 0582
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wird die gesamte Dissipation zu

DQ:/dez/[T-[[u]]—agxymg' dr > 0 (3.66)
Q 0502

bestimmt. Anders als bei den Materialmodellen aus Kapitel 2 basiert D, nicht auf einem

\Volumen-, sondern auf einem Flachenintegral. Um GI. (3.66) weiter umzuformen, wird die

LIE-Ableitung

Lu]l=( m=F % (F*l : [['u,]]) (3.67)
in die Form _ -
(m=[u]+F -F -[u]=][u]-1-[u] (3.68)

uberfiihrt. Mit GI. (3.68) geht die globale Dissipation D, in die Gleichung

Do= [DdV = [ |T-((m)+T (I-[u]) - 3T, (| dT >0 (3.69)
o= [oor= [ (em)er @ -awd

uber. Der mittlere, konvektive Term der Gl. (3.69) ist zu Beginn plastischer Prozesse Null. Die
beiden anderen Summanden hingegen sind mit der Rate des \Verschiebungssprunges ¢ assoziiert.

Analog zu den Plastizitdtsmodellen des Abschnitts 2.1 wird die zur Amplitude des Verschie-
bungssprunges energetisch konjugierte GroRe

q = —ac\lfin (370)

eingefihrt (vgl. Gl. (2.45),). Da die Struktur der bisher ausgefiihrten Herleitungen identisch mit
der Kontinuumsmechanik C-stetiger Verschiebungsfelder ist, wird die spannungsahnliche Va-
riable ¢ verwendet, um den Raum der zul&ssigen Spannungen zu begrenzen. Anders als bei der
Theorie homogener Verformungszustande ist es im Rahmen C°-unstetiger Verschiebungsfel-
der zweckmaRiger, anstelle der Spannungen den Traktionsvektor zu betrachten. Der zul&ssige
Raum des Spannungsvektors 7' wird somit anhand einer FlieRfunktion ¢ zu

Ep = {(T,{) e R xR | §(T,() <0} VX €80 (3.71)

definiert. Auch in den Arbeiten [KLISINSKI, RUNESSON & STURE 1991], [OLOFSSON, KLIS-
INSKI & NEDAR 1994], [KLISINSKI, OLOFSSON & TANO 1995] und [OHLSSON & OLOFS-
SON 1997] wird der zul&ssige Spannungsraum mittels einer der Gl. (3.71) dquivalenten Bedin-
gung eingefthrt, ohne dal} ndher auf die thermomechanische Grundgestalt der zugrundeliegen-
den Gleichungen eingegangen wird. Auf der Grundlage einer FlieRfunktion ¢ der Form (3.71)
wird in den referenzierten Veroffentlichungen ein zweidimensionales Interface-Gesetz an der
Flache 0,) hergeleitet. Hierzu werden die Evolutionsgleichungen unter Verwendung des Po-
stulates der maximalen Dissipation bestimmt. Dieses Postulat wird auch in dem vorliegen-
den Abschnitt verwendet. Mit Gl. (3.66) wird das betrachtete Optimierungsproblem in das
LAGRANGE-Funktional

LT, g \)=-T -[u] —ql+X¢ VX €dN (3.72)



50 Kapitel 3: Modellierung von C°-unstetigen Verschiebungsfeldern

Uberfuhrt. Aus den Stationaritatsbedingungen der Gl. (3.72) folgen die Evolutionsgleichungen

oL

=0 = [@] = A Op¢ und %k _y = =\ 0,0. (3.73)

dq
Analog zu den Kontinuumsmodellen C°-stetiger Verschiebungsfelder sind die Gl. (3.73) ausrei-
chend anhand der FlieRfunktion ¢ beschrieben.

Anmerkung: Zusétzlich zur Abbildung ¢ wird noch eine weitere Funktion benétigt, die den
Normalenvektor N der singuldaren Flache 0;$2 definiert. Im Gegensatz zu diesem Abschnitt
wird der Vektor N im Rahmen des Projektions-Konzeptes (s. Abschnitt 3.4) aus der homoge-
nen Antwort des klassischen Kontinuumsmodells berechnet. Hierauf wird im folgenden Kapitel
naher eingegangen. O

Nachdem das Materialmodell mit den Evolutionsgleichungen (3.73) vervollstandigt worden ist,
wird in diesem Absatz die mit dem Modell berechnete Spannungsarbeit und die Bruchener-
gie analysiert. Unter Berticksichtigung der globalen Dissipation (3.66) ergibt sich die tber das
\Volumen integrierte dullere Spannungsarbeit zu

’PQ:DQ—I—/\PdV:/T-[iL]] dF+/\ifedV. (3.74)

Q 0502 Q

Aus der Definition P := P : F folgt, daB P, auch ohne die Dissipation D, also direkt berechnet
werden kann. Wird Gl. (3.74) tber die gesamte Pseudo-Zeit bis zum \Versagen ¢ = ¢, integriert
und wird desweiteren die Eigenschaft der Hyperelastizitét verwendet, folgt fiir die gesamte zum
Entstehen von Makrodefekt korrespondierende Energie

tu tu
E= /PQ dt = / /T-[[u]] dr d. (3.75)
t=0 t=0 950

Unter der Voraussetzung daR der Integrand von Gl. (3.75) raumlich konstant, vereinfacht sich
die Bruchenergie G; = F/A zu

tu
G — / T [a] d. (3.76)
t=0
Die Bruchenergie ist somit unabhéngig vom Volumen der betrachteten Struktur. Anders als
die Bruchenergie kontinuumsmechanischer Modelle C°-stetiger Verschiebungsfelder berechnet
sich G; hier allein lokal auf der Basis einer Traktions-Verschiebungs-Beziehung. Die Verwen-
dung einer internen Lange entféllt.

In diesem Absatz werden die Vereinfachungen fiir die Mechanik infinitesimaler Verformungen
beriicksichtigt. Zu Beginn wird auch hier das Potential W hergeleitet.

Unter Verwendung von Gl. (3.18) werden die elastischen Verzerrungen in die Form

e =e+e—€eP=¢ (3.77)
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uberfiihrt. Das elastische Potential ist somit von der Form W (&).

Zur Herleitung des Potentials W;, wird im Rahmen der geometrisch linearen Theorie keine
Einschrankung auf isotrope Ver- bzw. Entfestigung gefordert. Demnach muR das Potential der
irreversiblen Energie vom Vektor des Verschiebungssprunges [« abhéngig sein. Hierdurch ge-
langt man zum Potential der freien Energie

U (e, [u]) = Ve(e) + ds Win([ul), (3.78)
sowie zu dessen zeitlicher Ableitung

U =00, : &+ 6 ug¥in - [1] - (3.79)

Die Herleitung der konstitutiven Gleichungen sowie der Evolutionsgleichungen basiert auf dem
zweiten Hauptsatz der Thermomechanik. Mit der &ul3eren Spannungsarbeit

P=c:é=0:6+4+0:¢ (3.80)
wird die Dissipation zu
D=0:(6+¢&)— 0V : & — b OyWin - [u] >0 (3.81)

spezifiziert. Analog zur Theorie grof3er Deformationen folgt aus Gl. (3.81) sowohl die elastische
Materialantwort
o =0zV, (3.82)

als auch die reduzierte Dissipationsungleichung
D=0:&— 0 0¥ - [u] > 0. (3.83)
Mit GI. (3.65) resultiert die tber das Volumen integrierte Dissipation zu

Dq = / [t - [4] — Oy Vin - [&]] dT > 0. (3.84)

Nach der Einfuhrung der zum Verschiebungssprung energetisch konjugierten Variable
q 1= Vi (3.85)
wird der Raum der zuldssigen Traktionsvektoren mittels
Ep = {(t,q) € R* x R® | ¢(t, q) <0} VX €9,Q (3.86)

definiert. Anders als E ist die Evolution des Raumes [E; nicht auf isotrope Ausdehnungen bzw.
Verkleinerungen beschrankt. Unter Berticksichtigung des Postulates der maximalen Dissipation
ergeben sich die Evolutionsgleichungen zu

[4] =\ 0pp bzw. [&] = —\ Ogo. (3.87)
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Folglich mussen die Gl. (3.87) die Forderung 6t<;3 = —aqu erfillen. Diese Bedingung ist a
priori immer erflllt, wenn sich die skalarwertige Funktion ¢ anhand einer Abbildung ¢., be-
schreiben Iait, in der die beiden Argumentvektoren ¢ und g immer nur als Differenz eingehen.
Demzufolge muR die Abbildung ¢ von der Form

O(t,q) = eg(t — q) — t1 (3.88)

sein. In Gl. (3.88) kontrolliert ti}}f die GroRe des zuldssigen Traktionsvektorraums vor dem Auf-
treten plastischer Verformungen (vgl. Gl. (2.22)). Die Analogie zur kinematischen Verfestigung
bei Plastizitatsmodellen C°-stetiger Verschiebungsfelder wird deutlich, wenn q als Back-Stress-

\ektor interpretiert wird.

Anmerkung |: Nach Kenntnis des Autors ist die hergeleitete Aquivalenz bisher noch nicht
gezeigt worden. Lediglich in der Arbeit [OHLSSON & OLOFSSON 1997] findet sich eine An-
merkung tber kinematische Entfestigung im Rahmen der Traktions-Verschiebungs-Interaktion.
O

Anmerkung I1: Die Abbildung ¢¢, : R* x R* — R kann als eine Metrik im E; aufgefaft
werden. Hierzu muf lediglich die Restriktion ¢., > 0 eingehalten werden. Die Abbildung mif3t
einen mittels ¢, definierten Abstand zwischen den Punkten g und ¢. Die zul&ssigen Traktions-
vektoren miissen folglich in der abgeschlossenen Kugel B

teB(q,th) = {t € R’ | deg(t — q) < 2 mit g € R, 2 € RT} (3.89)

» Yeq

liegen. O

Analog zur Theorie finiter Deformationen wird in diesem Absatz die duf3ere Spannungsarbeit P
und die Bruchenergie analysiert. Die Uiber das Volumen integrierte GrolRe P wird mit Gl. (3.84)
zu

PQ:DQ+/¢’dV:/t'[[u]] dF+/8€\Ife:édQ (3.90)
Q 0582 Q

spezifiziert. Die Integration der GI. (3.90) Uiber die gesamte Zeit bis zur vollstandigen Entfesti-
gung des Materials liefert die zum Materialversagen korrespondierende Energie

E= ] / ¢ [u] dr dt. (3.91)

t=0 8,0

Fur den Sonderfall eines raumlich konstanten Integranden vereinfacht sich die Bruchenergie
Qf = E/As ZUu
Cu

Gr = / o:(m®n) dC. (3.92)
¢=0
Die Bruchenergie (3.92) ist unabhéngig von der Geometrie des betrachteten Volumens.
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3.5.2 Schadigungsmechanik

In diesem Abschnitt wird das Modell der anisotropen Schadigungsdegradation nach [GOVIND-
JEE, KAY & SiM0 1995] im Rahmen diskontinuierlicher Verschiebungsfelder erweitert. Im
Gegensatz zu Abschnitt 3.4.2 erfolgt die Modifikation des Modells aus Abschnitt 2.2 auf der
Basis einer singuldren Verteilung der Energiedichtefunktion W.

Da das Schadigungsmodell aus [GOVINDJEE, KAY & SiM0O 1995] von einer isotropen Entfe-
stigung ausgeht, sind die dissipativen Mechanismen hinreichend mittels der skalaren GroRe der
Amplitude des Verschiebungssprunges beschrieben. Das Potential der freien Energie ist somit
von der Form

U(C,e,() = Wo(C,e) + 6 Uin(C) mit C=D"' und D =D, (3.93)

In der DIRAC-Delta-Verteilung der Evolution des Nachgiebigkeitstensors ist die Annahme eines
lokalisierten Schadigungsbereiches impliziert. Gemal? Abschnitt 2.2 wird das elastische Poten-
tial zu

1
V. (Ce) = 5 € C:e (3.94)

spezifiziert. Unter Beriicksichtigung von D = D &5 und GI. (3.94) sowie der Gleichung C =
—C : D : C resultiert die Rate des Potentials ¥ zu

. 1 B .
\P:a:é—ﬁa:ﬂ):aés—l—a(\IImCés. (3.95)
Mit GI. (3.50) vereinfacht sich der mittlere Term aus Gl. (3.95) zu

a:ﬁ:az%a:(m@n) ¢. (3.96)

DN | =

Die Dissipationsungleichung hat mit GlI. (3.95) die Form
D= % o (men) (5, — by ¢ 6, > 0. (3.97)

Nach der Einfiihrung der zur Amplitude des Verschiebungssprunges ¢ energetisch konjugierten
Variable ¢ = —0, V., zusammen mit Gl. (3.65), folgt die tber das Volumen integrierte Dissipa-
tion Dg zu

DQ:/Bt-[u]Hqé] dr > 0. (3.98)

0sQ2
Analog zum Plastizitatsmodell des Abschnitts 3.4.1 kontrolliert die spannungsahnliche Variable
¢ durch die Fliefunktion
O(t,¢) = deq(t) — tog +¢(C) (3.99)
die Expansion bwz. Kontraktion des Raumes der zul&dssigen Traktionsvektoren ¢. Unter der
Voraussetzung, die Abbildung ¢, : R* — R erfillt die Bedingung dg¢eq - t = ¢eq, der
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Integrand der Gl. (3.98) ist rdumlich konstant und die Evolutionsgleichungen von [#] und ¢
basieren auf dem Postulat der maximalen Dissipation, erhdlt man die Bruchenergie zu

Cu
/ tdc. (3.100)
¢=0

Gr =

DO | =

Wird das geometrisch lineare Plastizitatsmodell des Abschnitts 3.5.1 auf eine isotrope Ent-
festigung reduziert, zeigt ein Vergleich der GI. (3.100) und (3.92), dal’ bei gleicher Entfesti-
gungsfunktion ¢(¢) die Bruchenergie des Plastizitdtsmodells zweimal groRer als die des Schédi-
gungsmodells ist. Dieses Ergebnis stimmt mit den zugrundeliegenden Kontinuumsmodellen
CO-stetiger Verschiebungsfelder tiberein (s. Gl. (2.90) und [MESCHKE, LACKNER & MANG
1998]). Fur das Schadigungsmodell in [ARMERO 1997] hingegen ist die Bruchenergie iden-
tisch mit der des Plastizitdtsmodells.

3.5.3 Gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmechanik

Den AbschlulR des vorliegenden Kapitels bildet das gekoppelte elasto-plastische Schadigungs-
modell in [MESCHKE, LACKNER & MANG 1998]. Das Potential des Modells (s. Gl. (2.64))
geht fur Kontinua mit einer singuléren Fldche in die Form

U(C, e, () = We(C,e®) + 0, Uin(¢) mit C=D"' und D=Ds (3.101)

uber. Gl. (3.101) und (3.93) unterscheiden sich lediglich dadurch, dal? das Potential dieses Ab-
schnitts auf den elastischen Verzerrungen basiert. Die elastischen Verzerrungen bestimmen sich
fur das gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmodell zu (s. GI. (3.55))

EC=E+E—EP=E4+0 (man)"™ (4. (3.102)

Wird GlI. (3.102) berticksichtigt, folgt die Rate des Potentials (3.101), zusammen mit Gl. (2.64),
zu . _
\P:a:ée—ﬁa:]13):0'55+8<\111néés. (3.103)

Um die Dissipation zu berechnen, wird die aus Gl. (3.55) gewonnene Identitat
a:]ﬁ:azﬂa:(m@n)é (3.104)

in Gl. (3.103) eingesetzt. Mit der dulReren Spannungsarbeit (3.80) folgt fiir die Dissipationsun-
gleichung des vorliegenden Modells

D=c:é—fo:(men) éés—l—%ﬁa:(m@n) Cés—aclllinéészo. (3.105)

Die uber das Volumen integrierte, reduzierte Form der Dissipationsungleichung vereinfacht sich
mit der Definition der Rate der singuldren Verzerrungen & = (m ® n) ¢ und mit der zu ¢
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energetisch konjugierten GroRe ¢ = —d V5, zu

DQ:/[<1—§> t;|[u]]+qg'] dl’ > 0. (3.106)

Unter der Annahme einer Belastungsflache von der Form (3.99) erhdlt man die Bruchenergie
fur raumlich konstante Spannungszustéande zu

Cu

_ /6 ini
G = (1 - 5) /teq d¢. (3.107)

¢=0

Die Bruchenergie des im Rahmen der Theorie sprungstetiger Verschiebungsfelder neu hergelei-
teten Modells ist demnach formal identisch mit der des korrespondierenden Kontinuumsmodells
fur C%-stetige Verschiebungsfelder (s. GI. (2.90)).

Anmerkung: Die Evolutionen des Verschiebungssprunges sind nicht auf das Postulat der ma-
ximalen Dissipation beschréankt. Eine allgemeinere Darstellung wird mit der Einfiihrung eines
plastischen Potentials erreicht. O

3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden neben der Kinematik C°-unstetiger Verschiebungsfelder die Evoluti-
onsgleichungen an einer singuléren Flache 0;$2 hergeleitet. Hierfiir wurden zwei unterschied-
liche Verfahren beschrieben und erweitert. Beide Konzepte resultierten in einer Traktions-
Verschiebungs-Beziehung an der Lokalisierungsflache. Die Lage und Orientierung dieser
Flache ist bis zum jetzigen Zeitpunkt als bekannt und gegeben vorausgesetzt worden. Daher
wird im folgenden Abschnitt der Vektor IV fiir beliebige Materialmodelle hergeleitet.
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Kapitel 4
L okalisiertes Wer kstoffver sagen

Im folgenden Kapitel werden unterschiedliche Versagensformen auf Materialpunktebene vor-
gestellt. Zwei verschiedene Versagensformen, welche eng mit dem Phdnomen der materiellen
Verzweigung verknipft sind, werden detailiert betrachtet. Den Anfang bildet die klassische Lo-
kalisierungsbedingung, die den Ubergang des Anfangsrandwertproblems der Mechanik vom
elliptischen zum hyperbolischen Differentialgleichungstypus kennzeichnet. Anschlieend wird
eine analoge Bedingung analysiert, die das erstmalige Auftreten von Spriingen im Verschie-
bungsfeld charakterisiert. Zum Abschlul} dieses Kapitels wird ein numerisches Verfahren zur
Analyse des Lokalisierungsprozesses hergeleitet und die Effizienz des Algorithmus an verschie-
denen Beispielen verifiziert.

4.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt wird zundchst eine Einflhrung in die unterschiedlichen Versagensformen
auf Materialpunktebene gegeben. Die zu Beginn dieses Abschnitts skizzierten Kriterien fiir
Versagen auf Materialpunktebene sind den diffusen Versagensformen zuzuordnen. Im Gegen-
satz dazu wird mit Hilfe von Lokalisierungsanalysen das erstmalige Auftreten von singulédren
Flachen, wie z.B. Rissen, und deren Orientierung bestimmt. Wie aus Abb. 4.1a ersichtlich wird,
ist das diffuse Versagen als kontinuierlicher ProzeR aufzufassen. An jeder gedachten inneren
Oberflache des Kontinuums weist sowohl das Feld der Geschwindigkeiten « als auch das zu-
gehdrige Tensorfeld des Gradienten V« einen stetigen Verlauf auf. Bei den lokalisierten \Ver-
sagensformen hingegen ist zwischen schwachen (Abb. 4.1b) und starken (Abb. 4.1c) Diskonti-
nuitdten zu unterscheiden. Fir schwache Diskontinuitaten ist das Geschwindigkeitsfeld selbst
stetig, dessen Gradient jedoch nicht. Starke Diskontinuitdten hingegen weisen einen diskonti-
nuierlichen Verlauf des Geschwindigkeitsfelds und dessen Gradienten auf. Unter Lokalisierung
ist demnach die Entstehung schmaler \ersagenszonen mit hoher Konzentration von Deforma-
tionen zu verstehen. Dabei variiert sowohl die Breite dieser Zone, als auch das Spektrum der
Entstehungsursachen bei verschiedenen Werkstoffen und Belastungsarten stark. Typische Bei-
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spiele lokalisierter Versagensformen sind Risse in sproden Materialien oder L UDERS-Bander in
Metallen (s. [NADAI 1931]).

v

o *
—1+ O o
\>PN
» [N
Q1
O.-I—
o.-l—
ut = ut = ut A u
Vut =Va~ Vu' # Vi~ Vut 4 Vau~
a) diffuses Versagen b) schwache Diskontinuitat c) starke Diskontinuitét

Abb. 4.1: Ubersicht der verschiedenen Versagensformen.

4.2 Indikatoren fir diffuses Versagen

Der erste Indikator fur diffuses Versagen, welcher in diesem Abschnitt dargestellt wird, kenn-
zeichnet den Zeitpunkt des Verlustes von Eindeutigkeit der Materialantwort. Der Begriff der
Eindeutigkeit ist in diesem Zusammenhang als eindeutige Zuordnung von Verzerrungen und
Spannungen zu verstehen. Fur den eindimensionalen Spannungszustand wird dies erfillt, wenn
die Abbildung der Verzerrungen in den Spannungsraum injektiv ist. Fir zwei verschiedene Ver-
zerrungen 5§11) und 5521) ist die Eindeutigkeit der Materialantwort demnach dquivalent zu

e #e) = ou(l)) #on(D). (4.1)
Da die Eigenschaft der Injektivitét bei stetigen Abbildungen gleichbedeutend zur strikten Mo-
notonie ist, folgt unmittelbar, dal? fiir einen singuldren Tangentenmodul

do .
Fﬁ = (C1I1)11 =0 (4-2)
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die Injektivitat und somit die Eindeutigkeit nicht mehr erfillt ist. Eine analoge Aussage kann
auch mittels des Satzes von RoLLE formuliert werden. Verallgemeinert man diese Aussage auf
Abbildungen vom R® — R", resultiert, da Eindeutigkeit fur

det {C®} = 0 (4.3)

nicht gewahrleistet ist. In Gl. (4.3) stellt {e} die symbolische Abkiirzung fir die Matrixnotation
des Tensors e dar.

Werden die singuldren Punkte nach Gl. (4.3) nur fiir den symmetrischen Teil der Matrix {C°P}
berechnet, gelangt man zur Stabilitatsbedingung nach [HiLL 1958]. Die in [HiLL 1958] vor-
geschlagene Bedingung

det {CP}¥™ =0 (4.4)

ist demnach ein strengeres Kriterium als Gl. (4.3). Da in Gl. (4.4) nur der symmetrische Anteil
von C° betrachtet wird, 183t sich das Stabilitatskriterium nach HiLL in die quadratische Form

1
dQW:§é:<cep:é>o (4.5)

uberfuihren. Die Forderung von Gl. (4.4) ist demnach dquivalent zur strikt Positiv Definitheit
des Arbeitsbegriffes zweiter Ordnung.

4.3 Schwacheund starke Diskontinuitaten

In dem vorliegenden Abschnitt werden die lokalisierten Versagensformen betrachtet. Diese Ver-
sagensformen, die in starke und in schwache Diskontinuitdten unterteilt werden, sind durch
Regionen hoher Deformation charakterisiert. Bei monotoner Laststeigerung fiihren diese De-
formationen zu einem Makrodefekt. Die (ibrige Struktur dagegen erféhrt zeitgleich héufig Ent-
lastungsvorgénge. Der Ubergang von homogenen (s. 4.1a)) zu lokalisierten Zusténden (s. 4.1b)
und c)) ist durch den Wechsel der zugrundeliegenden Differentialgleichung vom elliptischen
zum hyperbolischen Typus gekennzeichnet. Fir das Anfangsrandwertproblem der Mechanik
bedeutet dies, dalR die Wellengeschwindigkeit nicht reellwertig ist. Dieses Phdnomen wurde
schon zu Beginn des 20. Jh. von [HADAMARD 1903] beschrieben.

Erst in [RUDNICKI & RICE 1975] und [RICE & RuDNIcKI 1980] wurde der Ubergang von
diffusem zum lokalisiertem Versagen fiir verschiedene konstitutive Gesetze analysiert. In die-
sen Arbeiten wird die Bedingung zur Formation einer singuldren Flache zweiter Ordnung, also
einem diskontinuierlichen Verlauf der Rate der Verzerrungen, explizit genannt und die Analo-
gie zur Stabilitatsbedingung nach HADAMARD erkannt. Diese Form des lokalisierten Versagens
wird auch als schwache Diskontinuitét bezeichnet. [RANIECKI & BRUHNS 1981] folgten den
Arbeiten von RUDNICKI & RICE und verallgemeinerten das Konzept im Rahmen der Plastizitat
finiter Deformationen fir nicht assoziierte FlieRregeln. Fiir eine grof’e Anzahl unterschiedlicher
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Materialmodelle wurden im folgenden Zeitraum explizite analytische Bedingungen zur Erfas-
sung der schwachen Diskontinuitaten erarbeitet. Dazu zahlen z.B. die Arbeiten [OTTOSEN &
RUNESSON 1991] und [RUNESSON, OTTOSEN & PERIC 1991]. Neben klassischen Konti-
nuumsmodellen wurden Lokalisierungsanalysen auch fiir andere Materialbeschreibungen, wie
beispielsweise das CosSERAT-Kontinuum, durchgefiihrt (s. [STEINMANN 1992]). In [KRAJCI-
NoVIC & VUJOSEVIC 1998] beschrieben die Autoren das Phanomen der Lokalisierung mittels
der statistischen Physik.

Aufgrund komplexer werdender Materialbeschreibungen wurde in [ORTIZ, LEROY & NEED-
LEMAN 1987] ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der Lokalisierungsbedingung fur
schwache Diskoninuitdten vorgeschlagen. Wie im folgenden jedoch belegt wird, ist dieses Kon-
zept sowohl im zweidimensionalen, als auch im dreidimensionalen Kontinuum fiir numerische
Berechnungen als Prototyp anzusehen. In [STEIN, STEINMANN & MIEHE 1995] wurde die
Idee im Rahmen des ebenen Spannungs- bzw. Verzerrungszustands konsistent erweitert.

Im Gegensatz zur Lokalisierungsbedingung schwacher Diskoninuitdten beschéftigten sich die
Autoren der grundlegenden Arbeit [SIMO, OLIVER & ARMERO 1993] mit diskontinuierli-
chen Verschiebungsfeldern in kontinuumsmechanischen Modellen. Simo, OLIVER & ARME-
RO leiteten die notwendige Bedingung zur Formation unstetiger Verschiebungsfelder her. Die-
se lokalisierte Versagensform wird im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit auch starke
Diskontinuitdt genannt. In [ARMERO & GARIKIPATI 1996] und [STEINMANN, LARSSON &
RUNESSON 1997] wurde das Konzept auf die geometrisch nichtlineare Theorie erweitert. Fir
porose, mit Fluid gesattigte Kontinua gaben [LARSSON & LARSSON 2000] die zur starken
Diskontinuitaten korrespondierenden Lokalisierungsbedingung an.

Aus dem zuvor Beschriebenen ist die Notwendigkeit einer exakten Definition flir eine singuldre
Flache deutlich geworden. Daher wird im folgenden Abschnitt eine mathematische Klassifika-
tion der unterschiedlichen inneren Flachen gegeben.

4.3.1 Singulare Flachen

Im Rahmen von Analysen materieller Verzweigungen ist eine singuldre Flache 0,2 eine zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit des R?, fiir die eine gegebene Abbildung f : R® x t — R3
in 3, nicht glatt ist. Mit f ¢ C>*(R*® x ¢,R*) wird die Ordnung einer singuldren Flache
beziiglich der LAGRANGEN Betrachtungsweise zu

p:=inf{ ceNU{0}| X €Q, t€]0,T], a,b € NU{0},
0°f(X,t)
0X“otb
definiert. Gemal der Definition (4.6) gibt die Ordnung der singuldren Flache die niedrig-
ste unstetige Ableitung der Abbildung f an. Da diese Ableitung eine neue unstetige Funk-

tion darstellt, ist es ausreichend, singuldre Flachen nullter Ordnung zu betrachten. Die De-
finition einer singuldren Flache nullter Ordnung, hinsichtlich einer betrachteten Abbildung

» (4.6)
§ZC°<R3><t, R ) A a+b:c}
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g ¢ Co’R? x ¢,R?), wird zu

00 = {X € Q| wg(X) # 0} (4.7)
spezifiziert. In Gl. (4.7) stellt wg(X') die Oszillation der Abbildung g im Punkt X dar (s.
Anmerkung I, Seite 35).
Unter der Annahme einer ebenen singuldren Flache mit Normalenvektor IV (s. Abb. 4.1) werden

die Mengen Q* und Q" zu

Ot ={XeQ|(X-A)-N>0}

O —{XeQ|(X—4).N<oy A (4.8)

spezifiziert (s. auch Abschnitt 3.2). Definiert man den links- und den rechtsseitigen Limes eines
Feldes (o) als

(o)t := lim (o)
- XesA mit A € 0.0 (4.9)
(o) := x lim (o),
GQ_%A

wird die Unstetigkeit an der singuldren Flache im Punkt A mittels
[o] := (o) — (o) (4.10)

analytisch beschrieben.

Fur eine singuldre Flache nullter Ordnung weist, gemal Definition (4.6), die betrachtete Abbil-
dung selbst einen unstetigen Verlauf in 0,¢2 auf. Da im Rahmen der LAGRANGEN Beschreibung
der Bewegung in der Kontinuumsmechanik die Abbildung

p: RBxt — R

(XD — (4.11)

die zentrale Zuordnung darstellt, ist fur singulére Flachen nullter Ordnung die Deformationsab-
bildung ¢ unstetig in 0;£2. Demnach ist die in Abschnitt 3.2 behandelte Kinematik genau dieser
Klasse zuzuordnen. Die zugehorige kinematische Kompatibilitatsbedingung lautet

[z] = [u] = ( m. (4.12)

Gemal} Kapitel 3 bezeichnet in Gl. (4.12) m die Richtung und ¢ die Amplitude der Diskon-
tinuitdt des Verschiebungsfeldes in der Momentankonfiguration. Auf der Basis von Gl. (4.12)
werden die Kompatibilitdtsbedingungen hoherer Ordung nach [MAXWELL 1873] und [TRUES-
DELL & ToUPIN 1960] rekursiv hergeleitet. Fur singuldre Flachen erster Ordnung, also Unste-
tigkeitsstellen in der ersten Ableitung, bestimmen sich diese aus Gl. (4.12) mit der Definition
der Ausbreitungsgeschwindigkeit C' der singuléren Flache zu

[F]=¢(m&N, [&]=-C(m. (4.13)
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Die Bedingungen (4.13) sind folglich mit dem physikalischen Phdnomen der Schockwellen
verkniipft. Zur Herleitung der Lokalisierungsbedingung fir schwache Diskontinuitaten werden
die Kompatibilitatsbedingungen fiir singuldre Flachen zweiter Ordnung, also die zu Beschleu-
nigungswellen korrespondierenden Bedingungen, benotigt. Diese ergeben sich zu

[GRADF]=(m® N ® N, [[Fﬂ = C(m®N und [&]=C?Cm. (4.14)
Mit der Definition des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten (s. Abschnitt 2.1.3)
I=F.F! (4.15)

wird der Sprung des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten fir singulére Flachen zweiter Ord-
nung mit der Gleichung

mM=[fF'|=[F] F'=-cimeN-F'=yman (416
beschrieben.

Anmerkung: Anders als in Kapitel 3 stimmen in diesem Abschnitt die Richtungen des Sprun-
ges des Verschiebungsfeldes [2] = ¢ m und die Richtung der Rate [&] = —C { m lberein. Da
die Kompatibilitatsbedingungen zum Zeitpunkt des erstmaligen Auftretens singuldrer Fldchen
korrespondieren, ist diese Aquivalenz offensichtlich. Fiir Zustande im post-kritischen Bereich
ist zwar die LIE-Ableitung in Abschnitt 3.2 zu £, [u] = ¢ m definiert worden, jedoch folgt
hieraus keineswegs [u] = ¢ m. Aufgrund sich dndernder Richtungen der Raten gilt fur den

allgemeinen Fall [u] = [ ( m dt # ¢ m. O

4.3.2 Lokaliserungsbedingung fur schwache Diskontinuitaten

Unter dem Begriff der klassischen Lokalisierung ist nach [RUDNICKI & RICE 1975] die Bil-
dung schmaler Zonen mit groBen Verzerrungen zu verstehen. Da der Grenzfall starker Defor-
mationszustdnde einen unstetigen Verlauf des Deformationsgradienten darstellt, wird folglich
der Zeitpunkt der Bildung einer singuléren Flache zweiter Ordnung betrachtet. GemaR des vor-
angegangenen Abschnittes ist fuir singuldre Flachen zweiter Ordnung der Deformationsgradient
stetig, dessen Rate und somit auch der rdumliche Geschwindigkeitsgradient jedoch unstetig (s.
Gl. (4.14), und (4.16)). Das Ziel der Lokalisierungsanalyse ist die Bestimmung der Vektoren
N und m, die die Diskontinuitét beschreiben.

Die Rate des Gleichgewichtes an einer mittels IN beschriebenen Oberflache wird mit Hilfe des
CAUcCHY-Lemmas und der Pull-back-Operation in der Referenzkonfiguration in die Form

T—P.N (4.17)

uberfiihrt. In GI. (4.17) bezeichnet T' den Spannungsvektor und P den ersten PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensor. Da an jeder inneren Schnittfliche Gleichgewicht erfullt sein
muB (s. Abschnitt 3.1), folgt unmittelbar

[[T]]:P*-N—P*-Nzo. (4.18)
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Gl. (4.18) stellt eine einzuhaltende Restriktion fiir die Rate des diskontinuierlichen Deformati-
onsgradienten dar. Mit der Ratenform des ersten P1O0LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors

P=C®:F (4.19)
wird die Gleichgewichtsaussage zu
[[Tﬂ - [(ccep)+ : F*] N - [(ccep)— : F’] "N=0 (4.20)

spezifiziert. Unter der Annahme eines kontinuierlichen Verlaufes des Tangentenoperators (S.
[RANIECKI & BRUHNS 1981])

[CP]=0 = C®=(CP)"=(CP)" (4.21)
wird das Gleichgewicht mit Hilfe von Gl. (4.14), in die Form

7] =(v-cr-N)mcc=0, mit Qu=N;Chy N (4.22)
—_———
Q

uberfiihrt. Die Annahme von Gl. (4.21) ist gerechtfertigt, da in [RICE & RUDNICKI 1980]
(vgl. auch [OTTOSEN & RUNESSON 1991]), gezeigt wurde, dal’ eine materielle Verzweigung
mit diskontinuierlichen Materialoperatoren niemals vor einer mit kontinuierlichen Materialope-
ratoren moglich ist. Somit resultiert die Lokalisierungsbedingung in der Referenzkonfiguration,
als nicht-triviale Losung der Gl. (4.22), zu

det@Q = 0. (4.23)

Q wird auch akustischer Tensor genannt. Diese Bezeichnung geht auf die Betrachtung von Wel-
lenausbreitungen in [HADAMARD 1903] zurtick. Mit GI. (4.23) werden bei gegebener Materi-
altangente C** die Richtungen IN und m bestimmt. Die Grenzfélle M || N, bzw. N _L M kenn-
zeichnen Mode-1, bzw. Mode-I1 Versagen. Zwischen diesen Versagensformen ist eine grofie
Anzahl gemischter Modi zu verifizieren.

Grundlage der Herleitung der Lokalisierungsbedingung in der Momentankonfiguration bildet
die Gleichung

o nda=P- N dA. (4.24)

Gl. (4.24) stellt die Aquivalenz der Kréfte dar, welche auf die Referenz- und auf die Momentan-
konfiguration bezogen werden. In Gl. (4.24) ist die Notation & fiir die nichtobjektive, unsym-
metrische nominelle Spannungsrate eingefiihrt worden. Anders als in [RANIECKI & BRUHNS
1981] und [STEINMANN 1992] sind die Indizes von o analog zu [SIMO & HUGHES 1998]
verwendet worden. Mit Hilfe der NANSON-Formel und den Lig-Ableitungen J ' £,7 = L, 0
der KIRCHHOFF- und der CAUCHY-Spannungen (s. [TRUESDELL & NoLL 1965], [MARSDEN
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& HUGHES 1994]) wird & zu

Jo-FT.NdA = P.-NdA

= Jo = P-FT

— Jo = l-1+L,7 J = detF (4.25)
<— o = l-o+ Lo

<= o c—o- -l +otrl

bestimmt. Berlicksichtigt man den Tangentenoperator c® (es gilt £,7 = ¢ : I) sowie die
Gleichung J~! £, = L, o wird der nominelle Spannungstensor in die Form

o o€p

o=c :l mit E:]I')k:l: J_l ijkz + Okj 611’ (426)

uberfihrt. Gl. (4.26) fuhrt zur Lokalisierungsbedingung in der Momentankonfiguration

o o€p

[[tﬂ = [[aﬂ ‘n = (n cq n) my=0 = detgq=0 (4.27)

o

mit dem raumlichen akustischen Tensor q (gir = nj Cijr 7).

Im Rahmen einer geometrisch linearen Theorie folgt mit dem Sprung der Rate des Deformati-
onsgradienten

[Va] = [[Fﬂ (4.28)
die Lokalisierungsbedingung
n-[6]=(n-C? -n)-m{=0. (4.29)
q

Da im weiteren Verlauf dieses Kapitels der akustische Tensor mit dem elastischen vorkonditio-
niert wird, ist die Determinante des elastischen akustischen Tensors zu ermitteln. Fir ein isotro-
pes Material ist die Determinante des akustischen Tensors per definitionem unabhdngig von n.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist es demnach ausreichend, den Vektor n” = [1, 0, 0]
zu betrachten. Hiermit folgt unmittelbar ¢;; = C,;;;. Flr die Determinante eines HOOKEschen
Materials, welches durch den elastischen Werkstofftensor

C=2u""+A1®1 (4.30)
beschrieben wird, vereinfacht sich der elastische akustische Tensor zu
detq® = (2p + A)? p*. (4.31)

In GI. (4.31) sind A und ;. die LAME-Konstanten sowie 1™ der symmetrische vierstufige Ein-
heitstensor.
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4.3.3 Lokalisierungsbedingung fur starke Diskontinuitaten

Anders als in Abschnitt 4.3.2 wird in dem vorliegenden Abschnitt die Bedingung fiir das erst-
malige Auftreten von Spriingen im Verschiebungsfeld hergeleitet. Die folgenden Ausfiihrungen
basieren auf der Arbeit [SIMO, OLIVER & ARMERO 1993]. Eine Erweiterung auf die geo-
metrisch nichtlineare Theorie ist [GARIKIPATI 1996] und [ARMERO & GARIKIPATI 1996] zu
entnehmen. Da die Herleitungen fiir die geometrisch lineare und fiir die nichtlineare Theorie,
analog zur klassischen Lokalisierungsanalyse, sich nur in den verschiedenen Spannungsmalien
unterscheiden, wird lediglich die Herleitung im Rahmen kleiner Verschiebungen und Verzer-
rungen dargelegt.

Gemal’ Abschnitt 3.4.1 ist der Spannungsvektor ¢ fur ein elasto-plastisches Kontinuum, welches
Diskontinuitaten im Verschiebungsfeld aufweist, von der Form

t=C: [V u+ ([u] ®n)*" 65—\ dog| - m, (4.32)

wobei eine nicht-assoziierte FlieRregel zugrundegelegt worden ist. Unter der Annahme, die pla-
stischen Verzerrungen sind auf 0,2 begrenzt (A = A5 ds), geht Gl. (4.32) mit dem plastischen
Multiplikator (3.43) in die Gleichung

" 960:C:00g |- ([@] @ n) b (4.33)

TV
cr

perf

t=n-C: V"4 +n- |C

N

uber. Da der Spannungsvektor ¢ eine reguldre Grol3e dargestellt, mul? der singulédre Teil der
Gl. (4.33)
(n-Chy-n)-[a]=0 (4.34)
Qpert
zu Null verschwinden. Die nicht-triviale Losung der Gl. (4.34) liefert die Lokalisierungsbedin-

gung fur starke Diskontinuitaten
detqge; = 0. (4.35)

Gl. (4.35) ist formal identisch zu GI. (4.29). Im Gegensatz zu Gl. (4.29) basiert Gl. (4.35) auf der
perfekt-plastischen Materialtangente. Demzufolge ist fur das Entstehen einer starken Diskonti-
nuitét (4.35) ein mindestens so grofl3es Belastungsniveau wie fiir das Auftreten einer schwachen
Diskontinuitét erforderlich. Im Rahmen des RANKINE-Kriteriums sind die Lokalisierungsbe-
dingungen (4.29) und (4.35) dquivalent.

4.3.4 Beispiele

Die in den Abschnitten 4.3.2 und 4.3.3 erlduterten Lokalisierungsanalysen werden in diesem
Abschnitt anhand dreier weit verbreiteter Materialmodelle der Plastizitatstheorie veranschau-
licht. Hierzu wird neben dem RANKINE-Kriterium und dem Modell nach vVON MISES auch das
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nicht-assoziiertes Plastizitdtsmodell nach DRUCKER-PRAGER betrachtet (s. Abschnitte 2.1.1
und 2.1.2). Da der akustische Tensor fir starke und schwache Diskontinuitaten formal identisch
ist, erscheint es im weiteren Verlauf dieses Abschnitts ausreichend, nur die Lokalisierungsanaly-
se fiir schwache Diskontinuitdten im Rahmen einer geometrisch linearen Theorie zu betrachten.

43.4.1 RANKINE-Kriterium

Das RANKINE-Kriterium (vgl. Abschnitt 2.1.1) bildet den Anfang des Unterkapitels 4.3.4.
Zundchst wird der Lastfall des einachsialen Zugs betrachtet. Dieser Belastungszustand ist durch
den Spannungstensor

oc=o0e ®e (4.36)

charakterisiert. Mit der Reparametrisierung des Normalenvektors n in Kugelkoordinaten

"=

n sina cosf, sina sinf, cos ] (4.37)

wird die Determinante des akustischen Tensors als Funktion der Kugelkoordinaten «, 6 darge-
stellt. Zur besseren Interpretation der Ergebnisse wird der akustische Tensor mit der Inversen
des elastischen akustischen Tensor g* (4.31) vorkonditioniert. Die graphische Darstellung der
Ergebnisse erfolgt mittels zweier Illustrationsformen. Neben der kartesischen Darstellung in
Abb. 4.2b ist auch eine weitere Darstellungsform in Abb. 4.2a angewendet worden. In Abb. 4.2a
wird der Funktionswert detg/detg® mittels einer Farbe dargestellt. Je geringer der Wert der
Funktion detq/detg® ist, desto dunkler wird der Farbton. Ausgezeichnete Richtungen fur lo-
kalisiertes Versagen sind dementsprechend Regionen mit hohem schwarzen Farbanteil. Anders
als in der kartesischen Darstellungsform werden die Winkel oz und 6 mittels ihres zugehorigen
normierten Richtungsvektors n angetragen. Die Position eines Punktes auf der Kugeloberflache
gibt also den Richtungsvektor » an; die Farbe den Funktionswert.

Aus Abb. 4.2a folgt, daB die Funktion detq/detq® an den Stellen n” = [1;0;0] = e; und n” =
[—1;0; 0] = —e; Nullstellen aufweist. Wird der Spannungstensor (4.36) mit diesen Nullstellen
verglichen, féllt auf, da3 die Eigenbasis e; ® e; der maximalen Hauptspannung o dquivalent
zum dyadischen Produkt n ® n ist. Diese Aquivalenz gilt fiir beliebige Spannungszustande.
Im Rahmen des RANKINE-Kriteriums ist der Vektor n demnach identisch mit der Richtung der
maximalen Hauptspannung.

Werden die berechneten Nullstellen der Abbildung detq/detq® in Gl. (4.29) eingesetzt, resul-
tiert der Vektor m zu
m=n. (4.38)

Die Vektoren n und m sind demnach fiir das RANKINE-Kriterium identisch. Da n||m, ist das
RANKINE-KTriterium durch Mode-I Versagen charakterisiert.

Anmerkung: Fir das RANKINE-Kriterium unterscheiden sich die Vektoren n und m, die mit-
tels der Lokalisierungsbedingung (4.29) berechnet werden, nicht von denen auf der Grundlage
von Gl. (4.35). Fir andere Plastizitdtsmodelle ist dieser Sonderfall nicht erfllt. O



4.3 Schwache und starke Diskontinuitaten 67

Q) X1 b) 180° ~0°

Abb. 4.2: Determinante des akustischen Tensors fiir das RANKINE-Kriterium bei einachsialem
Zug. a) Kugelkoordinatendarstellung (weil entspricht detg/detg® = 1 und schwarz
detg/detg® = 0) und b) Darstellung in kartesischer Koordinatendarstellung.

detq detq
detq< det@e
1 1
0° 0 0° (6%
a) 0° 180° 360° b) 0° 90° 180°

Abb. 4.3: Schnitt durch den Graph aus Abb. 4.2b fir einen a) konstanten Raumwinkel o« = 90°
und b) einen konstanten Raumwinkel # = 0°.

4.3.4.2 VON Mises-Modéll

Der zuvor analysierte Lastfall des einachsialen Zugs wird in diesem Unterabschnitt an einem
duktilen Werkstoff untersucht. Hierzu wird die Flie3fliche nach vON MISES herangezogen.
Alle erforderlichen Gleichungen fir dieses Modell sind Abschnitt 2.1.2 zu entnehmen. Die
weiteren numerischen Analysen basieren auf einer Querkontraktionskonstante von » = 0.2 und
einem Verhéltnis des Entfestigungsmoduls H zum Elastizitdtsmodul von H/E = 0.0833. Zur
Beschreibung der Zug- und Druckfestigkeit sind die Parameter f, = f. = 2.0 in Anlehnung an
[lORDACHE & WILLAM 1996] gewdhlt worden.

Fur den analysierten Lastfall resultieren um die X; Achse rotationssymmetrische Nullstellen
der Funktion detg/detg®. Anders als bei der RANKINE-Plastizitdt erhdlt man unendlich vie-
le gleichwertige Mdglichkeiten eines materiellen Verzweigens. Dies entspricht den in Experi-
menten beobachtbaren Ergebnissen. Zur besseren Veranschaulichung der Funktionen sind zwei
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a) X1

Abb. 4.4: Determinante des akustischen Tensors fuir das Modell nach VON MISES bei einachsia-
lem Zug (v = 0.2). a) Kugelkoordinatendarstellung (weil entspricht detg/detg® = 1
und schwarz detq/detg® = 0) und b) Darstellung in kartesischer Koordinatendarstel-

lung.
detq detq
detq< det@e
1 1
0° 6 0° «
a) 0° 180° 360° b) 0° 90° 180°

Abb. 4.5: Schnitt durch den Graph aus Abb. 4.2b fur einen a) konstanten Raumwinkel o =
50.77° und b) einen konstanten Raumwinkel § = 0.0°.

orthogonale Schnitte in einem Minimum durch Abb. 4.4b gelegt worden. Die dazugehorigen
Graphen sind Abb. 4.5 zu entnehmen.

4.3.4.3 DRUCKER-PRAGER-M odéll

Die Plastizitditsmodelle der Abschnitte 4.3.4.1 und 4.3.4.2 basieren auf dem Postulat der ma-
ximalen Dissipation. In diesem Unterabschnitt hingegen erfolgt eine Lokalisierungsanaly-
se fir zwei unterschiedliche Lastfdlle anhand des nicht-assoziierten Plastizitdtsmodells nach
DRUCKER-PRAGER (vgl. Abschnitt 2.1.2). Da das Modell haufig zur Beschreibung der Mate-
rialantwort unter Druckbeanspruchung eingesetzt wird, werden die Lastfalle

o =-—0e3Re; und o=0e e —0e3Re; (439)
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analysiert. Um die Ergebnisse mit den Losungen aus [lORDACHE & WILLAM 1996] verglei-
chen zu konnen, wird das plastische Potential vom vON MISES-Typus gewdhlt. Somit ist die
FlieRfunktion mit den Parametern f. = 2.0 und f;, = 1.0 ausreichend beschrieben. Analog zum
Plastizitdtsmodell nach vON MiIses wird die Querkontraktionskonstante zu » = 0.2 gesetzt.

Bei der Analyse des Lastfalls ,,Druck” (s. Gl. (4.39),) wurde der Quotient H/E vom Entfesti-
gungsmodul zu Elastizitdtsmodul H/E = 0.125 gewabhlt.

X3

a) i

Abb. 4.6: Determinante des akustischen Tensors fiir das Modell nach DRUCKER-PRAGER bei
einachsialem Druck (v = 0.2). a) Kugelkoordinatendarstellung (weif3 entspricht
detg/detg® = 1 und schwarz detg/detg® = 0) und b) Darstellung in kartesischer
Koordinatendarstellung.

Abb. 4.6 zeigt, dal eine, um die X3 Achse rotationssymmetrische, kritische Richtung ermittelt
wird. Diese Symmetrie korrespondiert zu dem, um die X3 Achse rotationssymmetrischen, Be-
lastungszustand. Folglich sind die Nullstellen der Abbildung detq/detq® invariant beziiglich
des Winkels 6.

Die Analyse des Lastfalls (4.39), erfolgt fur einen Quotienten H/E = 0.0139. Die anderen
Materialparameter hingegen bleiben unverandert.

Auch fur diesen Lastfall existiert mehr als eine Nullstelle der Abbildung detq/detq®. Im Gegen-
satz zum Lastfall ,,Druck” reduziert sich die Anzahl mdglicher Orientierungen der singuléren
Flache auf zwei bzw. vier (zwei linear unabhéangige Vektoren n).

Anhand dieses Beispiels wird deutlich, daB bei komplexeren Materialmodellen eine Lokalisie-
rungsanalyse zur Interpretation des Modells notwendig ist. Daher wird im folgenden Abschnitt
ein numerisches Verfahren fir dreidimensionale Kontinua hergeleitet, um fir beliebige Mate-
rialmodelle und Spannungszustande die kritischen Richtungen n bzw. m zu bestimmen.
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a) X1

Abb. 4.7: Determinante des akustischen Tensors fur das nicht-assoziierte Plastizitdtsmodell
nach DRUCKER-PRAGER bei Lastfall (4.39), (v = 0.2). a) Kugelkoordinatendar-
stellung (weil entspricht detg/detq® = 1 und schwarz detq/detq® = 0) und b)
Darstellung in kartesischer Koordinatendarstellung.

detq detq
detq< det@e
1 1
0° 0 0° /\ o
a) 0° 180° 360° b) 0° 90° 180°

Abb. 4.8: Schnitt durch den Graph aus Abb. 4.7b fir einen a) konstanten Raumwinkel o =
128.32° und b) einen konstanten Raumwinkel 6 = 0.0°.

4.4 Numerische L dsungsstrategien

Fir eine groRe Anzahl unterschiedlicher Plastizitatsmodelle sowie fiir Schadigungstheorien exi-
stieren geschlossene Gleichungen zur Bestimmung der Lokalisierungsbedingung fiir schwache
Diskontinuitaten. (s. [RUNESSON, OTTOSEN & PERIC 1991]). Um jedoch beliebige komplexe
Werkstoffmodelle mittels einer Verzweigungsanalyse zu analysieren, sind numerische Verfah-
ren notwendig.

Im Unterabschnitt 4.3.4 ist zur Berechnung der singulédren Flachen 95 die Gleichung detq = 0
herangezogen worden. Diese Gleichung ist im Rahmen einer numerischen Analyse weniger
sinnvoll. Da bei numerischen Verfahren, wie beispielsweise der Finite-Elemente-Methode, fini-
te Lastschritte betrachtet werden, wird der Zeitpunkt, der zur Bedingung detq = 0 korrespon-
diert, nur in Ausnahmefallen getroffen. Im allgemeinen wird daher detq < 0 oder detq > 0
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erfullt sein. Fur detg > 0 liegt nach Abschnitt 4.3.2 bzw. Abschnitt 4.3.3 eine homogene
Materialantwort vor. Fir die Analyse lokalisierter Versagensformen wird somit die Bedingung
detg < 0 benotigt. Die Ungleichung detg < 0 korrespondiert zum post-kritischen Bereich. Da
die Nullstelle der Funktion detg bzw. detq/detq® auch gleichzeitig das Minimum der Abbil-
dung darstellt, ist im post-kritischen Bereich anstelle der Nullstelle das Minimum der Funktion
zu berechnen. Zur Lokalisierungsanalyse wird daher das Optimierungsproblem

n = arg (min detg(n)) , (4.40)
unter den Nebenbedingungen
detg <0 A nlla =1 (4.41)

betrachtet. Hierbei ist es nur von untergeordneter Bedeutung, ob starke bzw. schwache Diskon-
tinuitaten betrachtet werden, da die Form der zugrundeliegenden Gleichungen identisch ist (vgl.
Gl. (4.23), (4.27) und (4.35)). Nach Kenntnis des Autors gehen alle Algorithmen fiir numeri-
sche Lokalisierungsanalysen auf die Arbeit [ORTIZ, LEROY & NEEDLEMAN 1987] zuriick.
Aufgrund einiger Nachteile des dort vorgestellten Algorithmus wird im folgenden Abschnitt
zunéchst ein robustes numerisches Verfahren zur Berechnung der Verzweigungsanalyse im
zweidimensionalen Raum hergeleitet. Da im Rahmen einer Finite-Elemente-Simulation fir je-
den Integrationspunkt der akustische Tensor analysiert wird, ist die Effizienz des Verfahrens
von groRer Bedeutung.

4.4.1 Numerische Losungsstrategien
fur den ebenen Verzerrungs- bzw. Spannungszustand

Der in diesem Unterabschnitt hergeleitete Algorithmus zur Analyse von Lokalisierungsprozes-
sen basiert auf den Arbeiten [ORTIZ, LEROY & NEEDLEMAN 1987] und [STEIN, STEINMANN
& MIEHE 1995]. Abweichungen bzw. Modifikationen beziiglich der beiden Veroffentlichungen
werden an entsprechender Stelle explizit erwéhnt.

Um die Nebenbedingung ||n|l; = 1 exakt zu erfillen, wird der Einheitsvektor n” =
[cos av , sin o] in Polarkoordinaten beschrieben. Hierbei stellt o den Winkel zwischen dem Vek-
tor n und der X; Achse dar. Nach [ORTIZ, LEROY & NEEDLEMAN 1987] und [STEIN, STEIN-
MANN & MIEHE 1995] resultiert die Determinante des akustischen Tensors zu

4
detq = ag n} + a; n3 ny + ay n? N2 + asz ny nj + ag ny = sin* E aitan’ to.  (4.42)
i—0
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In Gl. (4.42) sind die Koeffizienten

_ ep €p ep ep
ap = (Cllll (C1212 - (C1112 C1211
— ep €p €p €p ep €p ep €p
ay = (Cllll (C1222 + (Cllll (C2212 - (C1112 (C2211 - (C1122 (C1211
_ ep €p ep €p €p ep €p €p
az = Cllll (C2222 + C1112 ((31222 + (Cl211 212 (C1122 C1212 (4 43)
C®,, CB,, — CB, C '
1122 2211 1212 2211
_ ep €p ep €p ep €p ep €p
as = C1112 (C2222 + C1211 ((32222 - C1122 ((32212 - C1222 (C2211
— ep €p ep €p
ay = C1212 (C2222 - 212 ((31222‘

eingefiihrt und die Symmetrieeigenschaften C7,, = C,, = C;jj, der Materialtangente beriick-
sichtigt worden.

In [ORTIZ, LEROY & NEEDLEMAN 1987] wird die Gleichung detg = 0 anschlieRend durch
cos” o dividiert und von der daraus resultierenden Gleichung das Minimum bestimmt. Dieses
\Vorgehen weist jedoch zwei erhebliche Nachteile bzw. Fehler auf. Zum einen ist das Verfahren
nur begrenzt fir numerische Verzweigungsanalysen einsetzbar, da der zur detq = 0 korrespon-
dierende Belastungspunkt lediglich in Ausnahmeféllen genau getroffen wird. Zum anderen ist
die Division mit cos* « aufgrund von Definitionsliicken nur eingeschrankt, unter Beriicksich-
tigung dieser Licken, moglich. Im Gegensatz dazu wird in [STEIN, STEINMANN & MIEHE
1995] in einem ersten Schritt das Minimum von detq ermittelt und anschlieRend das Vorzei-
chen von detq kontrolliert. Die Ableitung der Determinante des akustischen Tensors nach dem
Winkel o wird mit den Koeffizienten

Ao = a1 A1 = 2@2 — 4CLO AQ = 30,3 — 3CL1 A3 = 40,4 — 2(12 A4 = —das (444)

in geschlossener Weise zu

, _ d(detq)

= 1o :Aon%—{—Alni’n2+Agn%n§+A3mn§+A4n3

! 4 (4.45)
= sin* « Z A;tan"* o
i=0

berechnet. Mit den Gleichungen (4.45) und (4.44) aus [STEIN, STEINMANN & MIEHE 1995]
folgt die zweite Ableitung mit

1210 - Al 1211 - 2A2 - 4A0 AQ - 3A3 - 3A1 A?, - 4A4 - 2A2 A4 - —A3 (446)
Zu )
/= d® (detq)

A o4 A3 io.2.2 A 3., 4 .4
1o = Ag ny + Ay nj ng + As nj ny + Az ny ny + Ay ny

4 ' (4.47)
= sin’ o Z A; tan " a.
i=0

Auf der Basis von GI. (4.45) und (4.47) wird das Minimum der Funktion detq mit Hilfe des
NEWTON-Verfahrens
(ky + (k) Dter1) =0 (4.48)
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bestimmt. Der Startwert der NEwWTON-Iteration wird in einem ersten Schritt ermittelt, indem
detq fur o € [0, 7] in 5° Schritten berechnet wird. Das diskrete Minimum wird anschlieRend
als Initialwert verwendet. Zusammenfassend ist der Algorithmus in der Form eines Strukto-
grammes in Abb. 4.9 dargestellt.

mindet = 10> n =0

a=0 a<360° a=a+5°

Berechne detg(«)

detg(a) < mindet
Ja Nein

a(o) =«

mindet = detq(«)

-1

Aoy = — (¢"(awm)) d(aw)

Qnt1) = Q) + Aoz(n“) n=n+1

Aa(n+1) < tol

detg(a) <0
Ja Nein

Lokalisierung a = o 41)

Abb. 4.9: Struktogramm zur Berechnung des Richtungsvektors n.

4.4.2 Numerische Losungsstrategien fur dreidimensionale
Kontinua

Im folgenden Abschnitt wird ein Verfahren zur Berechnung des Vektors n im dreidimensio-
nalen Raum hergeleitet. Nach genauer Literaturrecherche beschéftigten sich lediglich [ORTIZ,
LEROY & NEEDLEMAN 1987] mit dieser Problemstellung. Das in der vorliegenden Arbeit be-
schriebene Verfahren unterscheidet sich jedoch von dem in [ORTIZ, LEROY & NEEDLEMAN
1987] vorgestellten Algorithmus und stellt die Erweiterung der zweidimensionalen Implemen-
tierung des Abschnitts 4.4.1 dar. Zur Losung des Optimierungsproblems (4.40) wird demnach
auch in diesem Abschnitt das NEwTON-Verfahren verwendet.
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Das Optimierungsproblem (4.40) der Verzweigungsanalyse kann mittels unterschiedlicher ma-
thematischer Verfahren formuliert werden, um die Restriktion (4.41), zu erfillen. In [ORTIZ,
LEROY & NEEDLEMAN 1987] wird die L&nge des Einheitsvektors mittels eines LAGRANGE-
Multiplikators beriicksichtigt. Demzufolge ist die Gleichung

f(n,A) = detg(n) = A ([n]]; 1) (4.49)

zu minimieren. Verfahren, die auf Penalty-Faktoren basieren(A = const), werden a priori nicht
weiter betrachtet, da diese vom Benutzer tiefere Kenntnisse der zu minimierenden Gleichung
voraussetzen. In der vorliegenden Arbeit wird der Vektor n in Kugelkoordinaten «, f beschrie-
ben und so die Restriktion ||n||; = 1 eingehalten. Die zu minimierende Gleichung ist demzu-
folge von der Form

f(a,8) = detg(a, 0). (4.50)

Gl. (4.50) stellt ein Optimierungsproblem in Abhéngigkeit von den zwei Argumenten « und
6 dar. Im Vergleich zu GI. (4.49) verringert sich somit die Anzahl der Unbekannten von vier
(n1,ns, n3, A) auf zwei («, 0). Da das elastische Verhalten des Werkstoffs die Werte von Glei-
chung (4.50) deutlich beeinfluBt, wird f mit dem elastischen akustischen Tensor vorkonditio-

niert zu
_ detg(a, )

0) = ———.

fa.6) detge(a, 6)

Unter der Voraussetzung eines isotropen elastischen Materialverhaltens vereinfacht sich die
Gleichung zu (s. Gl. (4.31))

(4.51)

_ detg(c, 0)
f(a7 0) - detqe

, mit detg® = const. (4.52)
Der numerische Algorithmus dieses Absatzes stellt die konsistente Erweiterung zu der Imple-
mentierung des Abschnitts 4.4.1 dar. Daher wird in einem ersten Schritt das Minimum der
Abbildung f : [0,2 7] x [0,2 7] — R bestimmt und anschlieRend uberpriift, welches Vor-
zeichen detq am Minimum aufweist. Die notwendigen Bedingungen fir ein lokales Minimum
bestimmen sich mit

sina cosf cos « cos b —sino sin @
. . on . on .
n=| sina sinf |, — = | cosa sinf |, — = | sina cosf (4.53)
oo ) 00
COS «v —sin « 0

und unter Berticksichtigung der Kettenregel zu
aof  of on

L 2L
Oa on O« (4.50)
of _ of om _
99  on 900

Analog zur Arbeit [ORTI1Z, LEROY & NEEDLEMAN 1987] ist somit die Ableitung der Funktion
f beziglich der Flachennormalen n zu berechnen. Nach Einfuhrung des dreistufigen Tensors

Cijk = (Czli)jl Ty + y (Cleilj-k, (455)
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wird die Ableitung 0f/0n zu
of =fq':C (4.56)
on
zusammengefalt (s. auch Anhang A). Vergleicht man GI. (4.56) mit der dazu korrespondieren-
den Gleichung in [ORTI1Z, LEROY & NEEDLEMAN 1987] bzw. [ORTIz 1987], fallt auf, dal}
nur fiir die groRe Symmetrie C;;,, = C,j;; die Ableitungen dquivalent sind. Die Herleitungen
in [ORTIZ, LEROY & NEEDLEMAN 1987] sind demnach auf assoziierte Flie3- und Entfesti-

gungsregeln beschréankt. Das nichtlineare Gleichungssystem » = 0 mit

of of on
r— oo _ on O« (457)
of of on
00 on 00
wird mittels des NEwTON-Verfahrens
0*f  0°f
do?  Dadl Aa B
rl, + o [ Af } =0 (4.58)
sym 502 ~——
N S LA g
RJ,

iterativ berechnet. Die zur Berechnung von Gl. (4.58) erforderlichen zweiten Ableitungen

of (et Lo
da? meon \da Oa on  Oa?
o2 f _®f  [(om _on\ Of On
902 —T@an-(%@%) on 907 (4.59)
of  Pf  &Pf  (on _dn\ of &n
dadl — 900 _an®an'<% ﬁ) on 9adf

werden additiv in die zweiten Ableitungen des Normalenvektors

n |: —sina cosf ] n |: —sina cosf ] n |: —cosa sinf ]

= = —sina sin @ —ny = —sina sin @ = cosa cosf
1506 eosar 00 0 ool 0

(4.60)
sowie die zweiten Ableitungen der Funktion f beziglich des Vektors n aufgespalten. Diese
ergeben sich unter Verwendung der Notationen

af

A=
on

Rql:C=fqT:CoqT:C=A", (4.61)

_T 0 =T
B:=f <agq : C) :C =BT mit aq(;iz = —Qﬁcl q;" (s. Anhang A) (4.62)
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und
C:=fq " C? bzw. Cy=fq;'Ch,. (4.63)
Zu 5
inf:A+B+C+CT=FT. (4.64)
on® on

Der Startwert der NEWTON-Iteration (4.58) wird mittels einer vorgelagerten, rasterformigen
Auswertung der Funktion f ermittelt.

4.4.3 Modifikation mit Line-Search-Strategie

Um die mdglichen auftretenden numerischen Konvergenzprobleme des NEwTON-Verfahrens
im groReren Abstand zur Losung zu reduzieren, wird der Algorithmus des vorangegangenen
Abschnittes mittels des Line-Search-Verfahrens modifiziert (s. [LUENBERGER 1984]). Im Ge-
gensatz zur Gl. (4.58) wird das Update der Winkel unter Verwendung eines Parameters 3 zu

Bl =16

verallgemeinert (geddmpftes NEwTON-Verfahren). Fir den Sonderfall 5 = 1 ist Gl. (4.65)
somit dquivalent zum urspringlichen NEwTON-Verfahren. Im Rahmen des Line-Search-
Algorithmus wird mit dem aus GI. (4.58) berechneten Inkrement A neben dem Standard-
Update (8 = 1.0), ein Update mit # = 0.5 und ein Update mit 5 = 1.5 berechnet und die
Funktion f an diesen drei Stellen ausgewertet. Mittels dieser drei Funktionswerte wird die Ab-
bildung f(«, 6) quadratisch zu f(3) approximiert. Da die Funktion nur entlang des Vektors
A betrachtet wird (Line-Search), ist das Minimum fiir die quadratische Funktion f(3) explizit
berechenbar. Der so ermittelte Parameter 3 stellt anschlieBend den Dampfungskoeffizienten dar.

+5A (4.65)
k

4.4.4 Beispiele

Nach der Herleitung des numerischen Algorithmus zur Bestimmung des Vektors n wird in die-
sem Abschnitt die Effizienz der Implementierung aufgezeigt. Hierzu wird zu Beginn die VON
Mises-Plastizitdt im Rahmen des ebenen Spannungszustandes betrachtet. Daran anschlief3end
erfolgt eine dquivalente dreidimensionale Analyse. Den AbschlufR dieses Abschnitts bildet die
Lokalisierungsanalyse eines nicht-assoziierten Materialmodells nach DRUCKER-PRAGER.

Die Ergebnisse der klassischen Lokalisierungsanalyse fiir das Platizitdtsmodell nach voN M1-
SES sind fur den ebenen Spannungszustand zusammenfassend in Tab. 4.1 dargestellt. Die nu-
merischen Ldsungen in Tab. 4.1 sind dquivalent zu den analytischen Ldsungen in [IORDACHE
& WILLAM 1996].

Da flir den ebenen Spannungszustand, zusammen mit dem isotropen HOOKESschen Materialm-
odell, die Ergebnisse unabhdngig von der Querkontraktion sind, ist eine Variation beztglich
dieses Materialparameters nicht erforderlich.
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Lastfall Hauptspannungen | it
o1 02
Einachsialer Druck | 0.0 -2.0 54.74°
Schub 1.155 | -1.155 | 45.00°
Einachsialer Zug 2.0 0.0 35.26°
Zweiachsialer Zug || 2.309 1.155 0.0°

Tab. 4.1: Kritischer Winkel «,,;; fur das Plastizititsmodell nach vVON MISES, ebener Span-
nungszustand, Hauptspannungen o, und o5 (f. = fiu = 2.0, H = 0).

Zur Demonstration der Effizienz des Algorithmus ist in Tab. 4.2 das Konvergenzverhalten bei-
spielhaft fir den Lastfall des einachsialen Drucks abgebildet. Wie aus Tab. 4.2 zu entnehmen ist,

Iteration Supremumsnorm des Residuums
1 0.2830991836E+00

2 0.2675860549E-01
3 0.8435873162E-03
4 0.7518983751E-06
5 0.5996651844E-12

Tab. 4.2: Lokalisierungsanalyse: Konvergenzverhalten bei einachsialem Druck fiir das Plasti-
zitdtsmodell nach VON MISES, ebener Spannungszustand, Startwert oy = 50°.

konvergiert das Verfahren aufgrund der konsistenten Linearisierung asymptotisch quadratisch.

Analog zur Analyse des ebenen Spannungszustands wird der neu entwickelte Algorithmus auch
fur den dreidimensionalen Fall fuir das Platizitdtsmodell nach VON MISES untersucht. Neben der
Klassifizierung in 4 verschiedene Lastfélle, die fiir isotrope Werkstoffe mittels der korrespon-
dierenden Hauptspannungen hinreichend beschrieben werden, erfolgt auch eine Variation der
Querkontraktion (v = 0.0, v = 0.2, v = 0.499). Die Ergebnisse sind zusammenfassend in
Tab. 4.3 dargestellt. Um die Orientierung der singuldren Flache anhand eines Winkels zu be-
schreiben, wird ay,;; als der Winkel zwischen der X3 Achse und der Ebenen der singuldren
Flache eingefiihrt (cu.i: # «). Hierdurch sind die berechneten Winkel in Tab. 4.3 mit den Er-
gebnissen in [ITORDACHE & WILLAM 1996] vergleichbar.

Wie im vorangegangenen Absatz sind die numerischen Losungen mit den Werten der Re-
ferenzlosung identisch. Die Leistungsfahigkeit der Linearisierung des Optimierungsproblems
wird erneut anhand der Konvergenzgeschwindigkeit belegt. Fir den Lastfall ,,zweiachsialen
Zug” ist das Konvergenzverhalten Tab. 4.4 zu entnehmen.

Zum AbschluR des Abschnitts erfolgt eine Lokalisierungsanalyse fiir das nicht-assoziierte Pla-
stizitaitsmodell nach DRUCKER-PRAGER. Die Ergebnisse fir die unterschiedlichen Variationen
beziiglich der Lastfélle und der Querkontraktion sind Tab. 4.5 zu entnehmen.
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Lastfall Hauptspannungen Olkerit
o1 | oo | o3 |v=00]vr=02]r=0499
Einachsialer Druck || 0.0 | 0.0 | -2.0 | 54.74° | 50.77° 45.02°
Schub 1.15| 0.0 | -1.15 | 45.00° | 45.00° 45.00°
Einachsialer Zug 0.0 | 0.0 | 20 | 54.74° | 50.77° 44.99°
Zweiachsialer Zug || 0.0 | 1.15 | 2.31 | 45.00° | 45.00° 45.00°

Tab. 4.3 Kritischer Winkel oy, fuir das Plastizitatsmodell nach vON MISES, dreidimensionaler
Spauungszustand, Hauptspannungen o1, oo und o3 (f. = fiu = 2.0).

Iteration Supremumsnorm des Residuums

1 0.9099411938E-01
2 0.3726489925E-02
3 0.2761497516E-06
4 0.2383024662E-12

Tab. 4.4: Lokalisierungsanalyse: Konvergenzverhalten bei zweiachsialem Zug fiir das Plasti-
zitdtsmodell nach VON MISES, v = 0.499, dreidimensionaler Spannungszustand,
Startwerte oy = 130°, 6, = 0°.

Lastfall Hauptspannungen Olkrit

o1 [ o2 ] o3 |v=00]v=02]r=0499

Einachsialer Druck || 0.0 | 0.0 | -2.0 | 48.19° | 43.09° 35.29°
Schub 0.77 1 0.0 | -0.77 | 39.45° | 38.32° 36.62°

Tab. 4.5 Kritischer Winkel o, flr das nicht-assoziierte Plastizitaitsmodell nach DRUCKER-
PRAGER, dreidimensionaler Spauungszustand, Hauptspannungen o+, o, und o3 (f. =
2.0, fiu = 1.0), plastisches Potential:VON MISES.

Auch hier weisen die numerischen Berechnungen und die analytische Ldsung in [IORDACHE
& WiLLAM 1996] keine Abweichungen auf. Wie aus Tab. 4.6 ersichtlich wird, ergibt sich
wiederum eine quadratische Konvergenzrate.

Iteration Supremumsnorm des Residuums

1 0.2879252280E-01
2 0.4627621106E-03
3 0.1519820538E-06
4 0.1674621005E-13

Tab. 4.6: Lokalisierungsanalyse: Konvergenzverhalten bei Lastfall ,,Schub” fiir das nicht-
assoziierte Plastizitdtsmodell nach DRUCKER-PRAGER, v = (.2, dreidimensionaler
Spannungszustand, Startwerte oy = 130°, 6, = 360°.
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45 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden verschiedene Indikatoren fir Versagen auf Materialpunktebene be-
schrieben. Fur die lokalisierten Versagensformen wurde anschliefend ein auf dem NEWTON-
Verfahren basierender Algorithmus vorgestellt, mit dessen Hife der Normalenvektor n der sin-
gulédren Flache 0,2 fur beliebige Materialmodelle berechnet werden kann. Die Kinematik dis-
kontinuierlicher Verschiebungsfelder (Abschnitt 3.2) ist mit den Vektoren n und 1 ausreichend
beschrieben. Daher wird im folgenden Kapitel eine numerische Umsetzung der in Kapitel 3 aus-
gearbeiteten Modelle erfolgen.
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Kapitel 5

Ber ticksichtigung von inkompatiblen
CV-unstetigen Ver schiebungsfeldern im
Rahmen der Finite-Elemente-M ethode

Im vorliegenden Kapitel erfolgt die numerische Umsetzung C°-unstetiger Verschiebungsfelder
im Rahmen der Finite-Elemente-Methode. Zu Beginn wird zu diesem Zweck die in Kapitel 3
beschriebene Kinematik geringfiigig gedndert, so dal} die lokale Erweiterung der Deformati-
onsabbildung auf den Deformationsgradienten beschrankt werden kann. Zur Implementierung
wird das Enhanced Assumed Strain-Konzept (EAS) herangezogen. Anschlielend werden ver-
schiedene Traktions-Verschiebungs-Beziehungen an einer internen Flache betrachtet, um die
Evolution der Diskontinuitét des Verschiebungssprunges zu kontrollieren. Die Implementierung
erfolgt in einer analogen Form zur numerischen Umsetzung fiir Kontinuumsmodelle C°-stetiger
Verschiebungsfelder. Die Freiheitsgrade, die die Diskontinuitdt beschreiben, werden auf Materi-
alpunktebene eliminiert. Die statische Kondensation wird somit nicht bendtigt. Auf diese Weise
wird ermdglicht, den mittlerweile standardisierten Return-Mapping-Algorithmus nahezu un-
verdndert zur Losung der Materialgleichungen heranzuziehen. Um numerischen Versteifungs-
effekten, die bei Verwendung sogenannter Fixed-Crack-Modelle auftreten, entgegenzuwirken,
wird die Restriktion einer zeitlich konstanten Topologie der singuldren Flache verworfen. Die
Erweiterung auf Rotating-Crack-Konzepte wird ausfiihrlich diskutiert. Die Ausfiihrungen die-
ses Kapitels unterliegen keiner Restriktion beziiglich eines speziellen Elementtypus.

5.1 Allgemeines

Nach Kenntnis des Autors sind alle Modelle auf Basis diskontinuierlicher Verschiebungsfel-
der additiv auf eine glatte Abbildung und auf eine sprungstetige Funktion H zuriickzufihren.
Im Rahmen der numerischen Umsetzung ist jedoch eine grofRe Anzahl unterschiedlicher Mo-
delle zu finden. Ohne den Anspruch auf \Vollstandigkeit zu erheben, werden in den folgenden

81
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Absatzen hdufig verwendete Implementierungen beschrieben. Neben einem deskriptiven Vor-
gehen werden auch die hieraus resultierenden Vor- und Nachteile erlautert.

Eine Klasse numerischer Modelle auf Basis diskontinuierlicher Verschiebungsfelder zeichnet
sich dadurch aus, dal} das Feld der diskontinuierlichen Verschiebungen auf globaler Ebene
zusdtzlich zu einer glatten Deformationsabbildung eingefiihrt wird. Hierdurch entsteht ein Glei-
chungssystem auf Strukturebene, welches neben den diskreten Knotenverschiebungen ¢, die
zur stetigen Verschiebungsabbildung korrespondieren, auch Freiheitsgrade d; aufweist, die zur
Sprungstelle des Verschiebungsfeldes korrespondierenden. Diese ,,neuen” Freiheitsgrade lassen
sich nicht auf Elementebene mittels der statischen Kondensation eliminieren. Demnach erhoht
sich die Anzahl der zu I6senden Gleichungen, was sich unmittelbar auf die bendtigte Rechenzeit
auswirkt.

Ein einfaches Verfahren, das Feld der diskontinuierlichen Verschiebungsfelder einzufiihren, ist
die Verwendung von Interface- oder Joint-Elementen. Diese Umsetzung wird in [SNYMAN,
BIRD & MARTIN 1991], [LEE & PANDE 1999] und [LEPPIN 2000] gewahlt. In [LEPPIN
2000] z.B. wird im zweidimensionalen Raum ein zwei-knotiges Interface-Element mit bilinea-
rer Approximation des diskontinuierlichen Verschiebungsfeldes hergeleitet. Ein Vorteil dieses
Konzeptes ist die einfache Implementierung und die gute Darstellung der Unstetigkeiten im
Verschiebungsfeld. Der grofite Nachteil des Verfahrens liegt darin, dal3 die finiten Interface-
Elemente nur zwischen zwei finiten Elementen am gemeinsamen Elementrand in die Diskre-
tisierung eingefuigt werden kdnnen. Um eine Finite-Elemente-Diskretisierung zu konstruieren,
bei der die Elementrander mit der Topologie der Diskontinuitét tibereinstimmen, muf3 auf auf-
wendige H- oder R- adaptive Techniken zuriickgegriffen werden.

Ein effektives Verfahren zur Beseitigung dieses Nachteils reprdsentiert die Extended Finite Ele-
ment Method (X-FEM). Analog zu der zuvor erlduterten Implementierung werden die Diskon-
tinuitaten des Verschiebungsfeldes als zusétzliche Feldgroflie betrachtet. Die Topologie der Un-
stetigkeitsstellen ist jedoch nicht auf den Rand von finiten Elementen beschréankt. Im Gegensatz
zu den Interface-Elementen ist es daher moglich, daf? die singuldre Flache ein finites Element
schneidet. Alle numerischen Umsetzungen, die zur Klasse der X-FEM gehoren, basieren auf
dem Partition-of-Unity-Konzept. Erstmals verdffentlicht wurde das Konzept von BABUSKA &
MELENK (s. z.B. [BABUSKA & MELENK 1996; BABUSKA & MELENK 1997]). In den refe-
renzierten Publikationen wird gezeigt, wie sich hohergradige Interpolationsfunktionen herlei-
ten lassen, deren Trager (s. Abschnitt C) auf eine kleine Substruktur beschrénkt ist. Im Rah-
men diskontinuierlicher Verschiebungsfelder wurde die Partition-of-Unity-Methode erstmals in
[MoEs, DoLBow & BELYTSCHKO 1999] angewendet. In dieser Veroffentlichung wurde die
lineare Bruchmechanik zur Modellierung des Rif3fortschritts herangezogen. Die Erweiterungen
auf dreidimensionale Kontinua sowie nichtlineare Interface-Gesetze sind den Arbeiten [Su-
KUMAR, MOES, MORAN & BELYTSCHKO 2000], [DoLBOW, MOES & BELYTSCHKO 2002]
und [WELLS 2001] zu entnehmen. Zur deutlichen Abgrenzung der X-FEM zu der in der vorlie-
genden Arbeit vorgeschlagenen Formulierung wird im folgenden Absatz das zugrundeliegende
Prinzip der X-FEM kurz beschrieben.
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5.1.1 Extended Finite Element Method (X-FEM)

Wird die Finite-Elemente-Methode zur numerischen Berechnung von Randwertproblemen der
Kontinuumsmechanik herangezogen, ist das \erschiebungsfeld zu approximieren. Mit der zum
Knoten 7 korrespondierenden Interpolationsfunktion N; und den zum Knoten i korrespondie-
renden diskreten Verschiebungsfreiheitsgraden ¢ wird der Ansatz

(5.1)

verwendet. Hierbei sind die Funktionen N, in der Regel aus der Menge der Polynome. Im
Rahmen der X-FEM wird zuséatzlich zum Verschiebungsfeld (5.1) ein weiteres Feld tberlagert,
welches diskontinuierliche Verschiebungsfelder abbildet. Das daraus resultierende Verschie-
bungsfeld ist demnach von der Form

Nnod

wx Y Nyuf+ > N, Hyd. (5.2)
=1 acA

Neben den diskreten Freiwerten u{ werden die zusétzlichen Freiwerte d;, eingefiihrt. Diese kor-

respondieren zur Diskontinuitdt der Verschiebungsabbildung. Gl. (5.2) impliziert, dal3 analog

zum CP-stetigen Verschiebungsfeld auch das Feld der Amplituden des Verschiebungssprunges

CO-stetig approximiert wird.

Die X-FEM gehort zur Klasse der GALERKIN-Verfahren. Daher folgen die Testfunktionen mit
Gl. (5.2) zu

Nnod
mo=0ou~ Y N;oui+>» N,Hdd (5.3)
i=1 acA
Im Gegensatz zu allen anderen numerischen Verfahren wird die Verschiebungsdiskontinuitat als
eigenes Feld modelliert, unabhéngig von der Topologie der zu analysierenden Struktur und der
raumlichen Diskretisierung.

Neben den zahlreichen Vorteilen der X-FEM sind jedoch zwei Nachteile nicht von der Hand zu
weisen. Auf der einen Seite ist der numerische Aufwand schon bei nur einer Lokalisierungs-
flache erheblich. Da die Topologie der singuldren Flache bendtigt wird, muR diese im Rahmen
der numerischen Umsetzung abgespeichert werden. Bei realen Strukturen, welche eine Viel-
zahl unterschiedlicher Diskontinuitdten aufweisen, erhoht sich der Aufwand dementsprechend
sukzessiv mit der Entstehung neuer Risse. Bis heute liegen daher keine dreidimensionalen Ana-
lysen komplexerer Strukturen vor.

Auf der anderen Seite bereitet es Schwierigkeiten, die Topologie der Lokalisierungsflache zu
ermitteln. Da das betrachtete Material bis zum Auftreten einer singuldren Flache meist als
elastisch approximiert wird, basiert die Orientierung der Diskontinuitét in der Regel auf der
linearen Bruchmechanik. Ist die geometrische Beschreibung der Flache einmal angenommen
worden, 1aBt sich diese, aufgrund des C°-stetigen Verlaufes der Amplitude des Verschiebungs-
sprunges, nicht mehr verdndern oder korrigieren. Fir Makrodefekte stellt diese Restriktion kein
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Hindernis dar; fir Mikrodefekte dagegen schon. An Betonstrukturen z.B. ist beobachtet wor-
den, dai3 die RiRrichtung des Primarrisses von der des Makrorisses deutlich abweichen kann (s.
[POLLING 2000]). Um diesem Problem entgegenzuwirken, sind folglich bereits im zweidimen-
sionalen Raum mehrere Risse zuzulassen. Auch hier erhoht sich der Aufwand bei dreidimensio-
nalen Analysen dementsprechend. In neueren Veroffentlichungen wird im Bereich der Mikro-
defekte ein Kontinuumsmodell C°-stetiger \Verschiebungsfelder verwendet und erst ab einem
bestimmten Indikator eine C°-unstetige Verschiebungsabbildung zugelassen (s. z.B. [WELLS
2001]). Da das zu Beginn der Analyse verwendete Modell somit bereits eine Netzabhangigkeit
aufweist, ist es fraglich, ob hierdurch die Topologie der singuldren Flache realistischer berech-
net wird.

5.1.2 Inkompatible diskontinuierliche Ver schiebungsfelder

Die in dieser Arbeit vorgeschlagene Implementierung C°-unstetiger Verschiebungsfelder basiert
auf einer lokalen Erweiterung des Verschiebungsfeldes. Die zusétzlichen Verschiebungsmodi,
die die Diskontinuitét der Verschiebungsabbildung beschreiben, sind somit auf die Elementebe-
ne beschrénkt. Ein aufwendiger Eingriff auf globaler Ebene ist nicht erforderlich. Ahnlich dem
Partition-of-Unity-Konzept wird hierzu der Trager der Funktion der unstetigen Verschiebungs-
felder auf das betrachtete finite Element selbst begrenzt. Die lokale und inkompatible Modifi-
kation des Verschiebungsfelders fiihrt zu einem C°-unstetigen Verlauf der Amplituden der Dis-
kontinuitaten der Verschiebungsabbildung an den Réndern eines finiten Elementes. Hierdurch
ist es moglich, die zusatzlich eingefiihrten Freiheitsgrade auf Element- bzw., wie in dieser Ar-
beit gezeigt wird, auf Materialpunktebene aus der Formulierung zu eliminieren.

Eine der ersten Veroffentlichungen, in welcher diskontinuierliche Interpolationsfunktionen zur
Analyse perfekt-plastischer Kontinua herangezogen wurden, ist [JOHNSON & ScoTT 1981].
Die in dieser Arbeit enthaltene eindimensionale Analyse eines Fachwerkstabes ist somit als
Prototyp der weiteren Entwicklungen anzusehen. Kurze Zeit spater wurde in [ORTIZ, LEROY
& NEEDLEMAN 1987] und [BELYTSCHKO, FISH & ENGELMANN 1988] vorgeschlagen, die
Verzerrungen mit zusdtzlichen Modi anzureichern. Diese Modi wurden aus Betrachtungen an
lokalisierten Verformungsbildern abgeleitet. Im Gegensatz dazu reicherten [DVORKIN, CuUl-
TINO & GI0oIA 1990] und [KLISINSKI, RUNESSON & STURE 1991] erstmalig zweidimen-
sionale finite Elemente mit Diskontinuitaten im \erschiebungsfeld an. Die Amplitude der Un-
stetigkeiten wurde dabei mittels eines Interface-Gesetzes der Form ¢([u]) vorgeschrieben (s.
Abschnitt 3.3). Obwohl diese Arbeiten grundlegende Ideen fur numerische Simulationen von
lokalisierten Versagenszustdnden beinhalten, sind Abweichungen zu nachfolgenden Implemen-
tierungen deutlich erkennbar.

Erst durch die Arbeiten [SIMO & RIFAI 1990; SIMO & ARMERO 1992] wurde ein variations-
theoretischer Rahmen geschaffen, um erweiterte Verzerrungsfelder bzw. Deformationsgradien-
ten konsistent zu beriicksichtigen. Auf der Grundlage des in diesen Arbeiten vorgeschlagenen
EAS-Konzeptes (Enhanced Assumed Strain) leiteten SiIMO, OLIVER & ARMERO in der weg-
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weisenden Veroffentlichung [SiMO, OLIVER & ARMERO 1993] ein eindimensionales finites
Element zur Analyse von starken Diskontinuitdten her. Neben der numerischen Umsetzung un-
tersuchten die Autoren aulRerdem die zu diskontinuierlichen Verschiebungsfeldern korrespon-
dierenden physikalischen Phdnomene. Sie zeigten, dal} Unstetigkeiten im Verschiebungsfeld im
Rahmen klassischer Plastizitatsmodelle zu einer singulédren Verteilung des Entfestigungsmodul
fuhren (s. Gl. (3.44)). In [SIMO & OLIVER 1994] erfolgte die Erweiterung der Implemen-
tierung auf zweidimensionale Kontinua. Das Verzerrungsfeld, welches aus der sprungstetigen
Verschiebungsabbildung resultierte, wurde in den referenzierten Arbeiten mittels eines Regu-
larisierungsparameters in der Form einer Rampenfunktion approximiert. Eine ausfiihrliche Zu-
sammenfassung der theoretischen und der numerischen Aspekte dieser Verfahren ist [OLIVER
1996] zu entnehmen.

Durch Einfuhrung eines Interface-Gesetzes gelang es in den Veroffentlichungen [ARMERO &
GARIKIPATI 1995; GARIKIPATI 1996], den numerischen Regularisierungsparameter zu be-
seitigen. Die Erweiterung auf finite Deformationen erfolgte in [GARIKIPATI 1996; ARMERO
& GARIKIPATI 1996]. Schliellich wurde in [OLIVER, CERVERA & MANZzOLI 1999] eine
Maglichkeit des Ubergangs von schwachen zu starken Diskontinuitdten aufgezeigt. Fiir einen
numerischen Vergleich zwischen finiten Elementen mit inkompatiblen diskontinuierlichen Ver-
schiebungsfeldern, diskreten RiBmodellen und Smeared-Crack-Modellen wird auf die Arbeit
[NoGHABAI 1999] verwiesen.

Zusatzlich zu den zuvor beschriebenen Modellen wurden zeitgleich andere Verfahren ent-
wickelt, die neben den Verschiebungen und den erweiterten Verzerrungen auf noch weiteren
unabhangigen Feldgrolen basierten. In [LOFTI & SHING 1994] und [LOFTI & SHING 1995]
beispielsweise fuhrten die Autoren die Felder der stetigen und der diskontinuierlichen Verschie-
bungen, der Spannungen und der Verzerrungen unabhéngig voneinander ein. Im Gegensatz dazu
wurde in [BoLzON & CORIGLIANO 2000] neben dem stetigen Verschiebungsfeld ein erwei-
tertes Verschiebungsfeld in 2" und eines in 2~ angenommen.

5.2 Modifizierte Kinematik fir inkompatible C’-unstetige
Ver schiebungsfelder

In diesem Abschnitt wird die Kinematik unstetiger Verschiebungsfelder hergeleitet. Anders als
in Abschnitt 3.2 erfolgt die Spezifizierung fiir lokale, inkompatible diskontinuierliche Verschie-
bungsabbildungen.
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5.2.1 (C-unstetige Verschiebungsfelder

Analog zum Abschnitt 3.2 wird das stetige \Verschiebungsfeld « des betrachteten finiten Ele-
mentes

Npod

w~ Y Niuf, (5.4)
=1
zusétzlich mit einem Verschiebungsfeld «, in der Form
u=u+u (5.5)

angereichert. Gemal Gl. (5.4) basiert die Approximation der Feldgrofie @ auf den klassischen
Interpolationsfunktionen N;. Im Gegensatz zu Gl. (3.8) beinhaltet & neben der HEAVISIDE-
Funktion Hj eine Abbildung ¢ € C'. Das Verschiebungsfeld

u(X) := [u] gHs(X); p(X)) (5.6)

=: My(X)

wurde erstmalig in der Arbeit [SIMO, OLIVER & ARMERO 1993] verwendet. Der Verschie-
bungssprung des Feldes w ist somit an der singuldren Flache 0s$2 gemaR

[a] o0 = [u] (5.7)

dquivalent zu GI. (3.8). Fordert man desweiteren, daR die Funktion 4 an allen Knoten X¢ € Q¢
des betrachteten finiten Elementes zu Null verschwindet, es gilt also

w(X)=0 VX =X; mit ie€{1,2..., 04}, (5.8)
werden die DIRICHLET-Randbedingungen unter Beriicksichtigung von
u(X)=u(X) VX=X mit ie€{1,2..., %04} (5.9

allein mittels der Knotenfreiheitsgrade ¢ beschrieben. Ein Vergleich von Gl. (5.6) mit (5.8),
zusammen mit der Definition der HEAVISIDE-Funktion, liefert somit die von Abbildung ¢ ein-
zuhaltenden Restriktionen

p(X)=1 VX =XeQt

P(X)=0 VX =XecQ mit i€ {1,2...,n504}. (5.10)

Ohne die Herleitung auf einen speziellen Elementtypus festzulegen, lait sich ¢ demnach aus
einer Summe von Interpolationsfunktionen zu

’IZQ+

p(€) = Z Ni(€) (5.11)

spezifizieren. In Gl. (5.11) reprasentiert £ den Vektor der natiirlichen Koordinaten. Die Idee, ei-
ne Rampenfunktion ¢ auf der Basis der Standard-Interpolationsfunktionen NN; zu konstruieren,
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wurde im Rahmen der Herleitung einer konsistenten numerischen internen Lange erstmals in
[OLIVER 1989] angewendet. In [MOSLER & MESCHKE 2000] wurde GI. (5.11) zur Entwick-
lung eines acht-knotigen dreidimensionalen finiten Elementes herangezogen. Da im allgemei-
nen IV; ein Polynom ist, gilt ¢ € C*> c C!.

Anmerkung: Gl. (5.11) représentiert nur eine Mdglichkeit zur Konstruktion der Abbildung .
Da die Funktionen NN; jedoch a priori benotigt werden, um das Verschiebungsfeld @ zu appro-
ximieren, ist der numerische Aufwand bei Verwendung von Gl. (5.11) minimal. O

5.2.2 Numerische L okalisierungsmodi

Das Feld der erweiterten Verschiebungen w ist gemaR Gl. (5.6) und (5.11) abhangig von der
Position und der Orientierung der singuldren Flache 0s2. Dabei wird die Rampenfunktion ¢
mittels der zu den Knoten in Q" korrespondierenden Interpolationsfunktionen bestimmt. Fiir
ein acht-knotiges Volumen-Element z.B. sind somit die verschiedenen Topologien einer sin-
gulé@ren Flache in Abb. 5.1 zu differenzieren. Da fur die Abb. 5.1a-d verschiedene Funktionen

Abb. 5.1: Vier verschiedene numerische Lokalisierungsmodi fiir ein acht-knotiges Volumen-
element: a) Ein Knoten in Q, b) Zwei Knoten in Q*, ¢) Drei Knoten in Q, d) Vier
Knoten in Q.

M resultieren, wird der Begriff des numerischen Lokalisierungsmodus eingefiihrt. Abb. 5.1a,
die durch einen Knoten in Q* charakterisiert ist, stellt somit einen speziellen numerischen Lo-
kalisierungsmodus dar. Es wird explizit darauf hingewiesen, da3 der Begriff des numerischen
Lokalisierungsmodus nicht identisch ist mit dem Begriff des Lokalisierungsmodus in Kapitel 4.

Fur ein CST-Element (Constant-Strain-Triangle) existiert lediglich ein einziger numerischer
Lokalisierungsmodus. Da fir die drei Interpolationsfunktionen N; des Dreiecks-Elementes

Ni=1-> N; = GRADN, = -GRAD
J#i

ZNj] Vi,j€{1,2,3}, (5.12)
i
gilt, kann die Summe zweier Interpolationsfunktionen bzw. der Gradient der Abbildung ¢ im-

mer auf nur eine Funktion NV; zurtickgefuihrt werden. Die zwei unabhdngigen numerischen Lo-
kalisierungsmodi eines vier-knotigen ebenen Elementes mit bilinearen Interpolationsfunktionen
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tion von Q7 fiir ebene Flachen 9,2 mit Normalenvektoren IV (s. Abschnitt 4.3.1)
OF={XecQ|Acd, (X—A)-N>0}, (5.13)
kann mittels der Aquivalenz
(X¢—A)-N>0 < X/eQf VAein (5.14)

der Algorithmus in Abb. 5.4 hergeleitet werden. Die Implementierung dieses Algorithmus ist

=0 Ae€iN

1= 1annoda 1

(X{—A)-N>0 ]
Ja Nein

=9+ N,

Abb. 5.4: Struktogramm zur Berechnung der Funktion ¢.

fur beliebige finite Elemente einfach, robust und effizient.

5.2.3 EAS-Konzept (Enhanced-Assumed-Strain)

Im vorliegenden Abschnitt wird die Kinematik (5.5) im Rahmen der Finite-Elemente-Methode
angewendet.

Unter Verwendung der speziellen glatten Rampenfunktion (5.11), einer isoparametrischen Be-
schreibung der Geometrie und der primaren Variable @ wird der Gradient von ¢, beziiglich der
Referenzkonfiguration, zu

TLQ+
ON, o¢
L 9¢ X (-15)

=1

spezifiziert. Die Ableitung 0¢/0X in Gl. (5.15) stellt hierbei die Inverse der JACOBI-Matrix
dar. Somit folgt fiir das \Verschiebungsfeld (5.5), zusammen mit GI. (5.6) und der Annahme
GRAD [u] = 0 (s. Abschnitt 3.2) der Deformationsgradient

GRADy =

F =1+ GRADu — [u] ® GRADy + [u] ® N & . (5.16)

= H

Neben dem zur kompatiblen Deformationsabbildung korrespondierenden Deformationsgradi-
enten

F =1+ GRADu (5.17)
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beinhaltet Gl. (5.16) demnach zusatzlich den Gradienten H des erweiterten Verschiebungsfel-
des. Interpretiert man w als inkompatiblen Verschiebungsmode, kann der Deformationsgradi-
ent (5.16) dem Enhanced-Assumed-Strain-Konzept (EAS) zugeordnet werden (s. [SiMO, OLI-
VER & ARMERO 1993; SIMO & OLIVER 1994]). Der theoretische Hintergrund und die nu-
merische Umsetzung dieses Verfahrens wurde erstmalig in der Arbeit [SIMO & RIFAI 1990]
vorgestellt. In [SIMO & ARMERO 1992] erfolgte die Erweiterung auf die Theorie finiter De-
formationen.

Das EAS-Konzept basiert auf einem erweiterten Funktional. Auf der Grundlage eines Hu-
WASHIzuU-Funktionals (s. auch [SiIMO, ARMERO & TAYLOR 1993] und [GLASER & ARME-
RO 1997]), welches in Abhdngigkeit des kompatiblen Verschiebungsfeldes, eines erweiterten
Gradienten des Verschiebungsfeldes und des Feldes der Spannungstensoren formuliert wurde,
postulierten SIMO & RIFAI eine L,-Orthogonalitdt zwischen dem erweiterten Gradienten des
Verschiebungsfeldes und dem Spannungstensor. Hiermit wurden die Freiwerte des Spannungs-
tensors aus der Formulierung eliminiert, wodurch das Drei-Feld- in ein Zwei-Feld-Funktional
Uberging. Als unabhéngige Grolien verbleiben somit die kompatible Deformationsabbildung
und das Feld des erweiterten Gradienten des Verschiebungsfeldes.

Bei der Konstruktion des erweiterten Gradienten sind gewisse Restriktionen zu berticksichti-
gen, damit das finite Element den Patch-Test besteht und damit das Kriterium der Stabilitat
gewadhrleistet wird. Fuhrt man den Raum der Gradienten des kompatiblen Verschiebungsfeldes
U zusammen mit dem Raum der erweiterten Gradienten H ein, muB nach SIMO & ARMERO
die Bedingung

HecH GRADucU HNU=0 (5.18)

erflllt sein. Nur wenn der Schnitt der Raume durch die leere Menge dargestellt wird, ist lineare
Unabhéngigkeit zwischen den Ansitzen GRAD@ und H gewihrleistet. Da die Nichteinhal-
tung dieser Restriktion zu einem Rangabfall der resultierende Steifigkeitsmatrix fiihrt, wird das
Postulat (5.18) auch das Kriterium der Stabilitat genannt.

Neben der Forderung (5.18) ist die angenommene L,-Orthogonalitét

/P:ﬂdvzo (5.19)
Qe

einzuhalten. In GI. (5.19) stellt H die Testfunktion des erweiterten Gradienten dar. Da das Span-
nungsfeld zum Bestehen des Patch-Tests (. [TAYLOR, SIMO, ZIENKIEWICZ & CHAN 1986])
mindestens stiickweise konstante Funktionen enthalten muf3, folgt aus der L,-Orthogonalitét
die Bedingung

/EI dV =o0. (5.20)
Qe

Setzt man filr H gemaR des GALERKIN-Verfahrens

H = —[u] ® GRADy + 6 [u] ® N 6, € H, (5.21)
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ist zu verifizieren, daf} die Bedingung (5.20) lediglich in Ausnahmefallen erftllt ist.

Anmerkung: H ist nach Gl. (5.16) linear in [«]. Daraus folgt die Identitat der Ansatzraume
von H und H (H, H € H). O

Zur Losung dieses Problems wurde in [SIMO & OLIVER 1994] von einer GALERKIN-Methode
abgewichen. Wird die Restriktion des GALERKIN-Verfahrens aufgegeben, ist es moglich,
zusatzlich zum Raum H den Raum H der Testfunktion H einzufiihren. Dieses allgemeinere
Konzept wird als PETROV-GALERKIN-Verfahren bezeichnet. Im Gegensatz zur GALERKIN-
Methode, fiir die H = H gilt, wird beim PETROV-GALERKIN-Verfahren die Moglichkeit

HecH A H¢H (5.22)
zugelassen. In [SIMO & OLIVER 1994] und [OLIVER 1996] wird die Gleichung
. A
H:—V—Za®N+a®Nés (5.23)

fur die Testfunktion des erweiterten Gradienten vorgeschlagen. In Gl. (5.23) ist das Volumen
V¢ des betrachteten finiten Elementes e sowie die Schnittflache A¢ der singuléren Flache 0,2
mit dem Element e eingefuhrt worden. Der Vektor « stellt beliebige Freiwerte zur Definition
von H dar. Der Raum H, welcher durch Gl. (5.23) aufgespannt wird, besitzt kein gemeinsames
Element mit U und erfullt desweiteren GI. (5.20). Wird GI. (5.19) fur die Testfunktion (5.23)
spezifiziert, folgt mit Anhang C die Bedingung

1 1

i T.d' = — [ P- N dV. 24

AS/ d Ve/ dv. (5.24)
GX9) Qe

Die L,-Orthogonalitatsbedingung (5.19) geht demnach fiir die Testfunktion (5.23) in die schwa-
che Form des Gleichgewichtes des Traktionsvektors an der singuldren Flache 9,¢ tiber. Der De-
formationsgradient nach Gl. (5.16), zusammen mit der Testfunktion H nach Gl. (5.23), gewahr-
leistet, daR die Stabilitét des Verfahrens gesichert ist und daR der Patch-Test erfullt wird.

Anmerkung |: Die zu Gl. (5.24) korrespondierende starke Form lautet T, = T'*. Diese Glei-
chung ist nicht aquivalent zum CAUCHY-Lemma T~ = T'* und resultiert aus dem Prinzip der
virtuellen Verschiebungen unter Beriicksichtigung von sprungstetigen Verschiebungsabbildun-
gen (s. Anmerkung, Seite 39). Im Gegensatz zum CAUCHY-Lemma ist die Bedingung T’y = T
nicht automatisch erfillt und muf3 daher berticksichtigt werden. O

Anmerkung I1: Zur Uberpriifung der Bedingung (5.18) von verschiedenen erweiterten Gradi-
enten wird auf die Arbeiten [ANDELFINGER 1991] und [ECKSTEIN 1999] verwiesen. O

Die Stationaritatsbedingungen des betrachteten Hu-WAsSHIzu-Potentials sind zusammenfas-
send durch die Gleichungen

/GRADUO:P(u,I:I)dV:/no-bpdV—i— / - T dl

Qe Qe 890- (525)
/ H:PdV=0
Qe
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definiert (s. [SIMO & ARMERO 1992] und [ARMERO & GARIKIPATI 1996]). In GI. (5.25),
wird die materielle Diskontinuitét des Verschiebungsfeldes J mittels eines Interface-Gesetzes
der Form T’y = Ts(J) (s. Abschnitt 3.3) kontrolliert. Die zu J korrespondierenden Freiheits-
grade werden auf Elementebene mittels der statischen Kondensation eliminiert (s. [ARMERO
& GARIKIPATI 1996], [SIMO & RIFAI 1990]). Analog zur numerischen Umsetzung von klas-
sischen verschiebungsbasierten finiten Elementen folgen im weiteren Verlauf der vorliegenden
Arbeit die Approximationen der kompatiblen Felder w und 7, den Ansétzen (s. z.B. [WRIG-
GERS 2001])

Nnod Nnod
Mo ~ Z Ningi; = GRADR, ~ Z (f;g(i) ® GRADN;)
ot niod (5.26)

u~ Y Niuf = GRADu~)» (u®GRADN,).
i=1

In Gl. (5.26) sind die diskreten Variationen der Knotenverschiebungen M5 eingefihrt worden.

5.3 Flief3- bzw. Belastungsflachen

In diesem Abschnitt erfolgt die Beschreibung von FlieRR- bzw. Belastungsflachen, welche im
weiteren Verlauf dieser Arbeit verwendet werden. Die Einschrankung der Menge der zugelas-
senen Funktionen dient lediglich zur Erleichterung der numerischen Umsetzung. Das im vor-
angegangenen Abschnitt erlauterte Verfahren unterliegt prinzipiell keiner Restriktion beziiglich
des verwendeten Materialmodells. Anders als in Abschnitt 5.2.3 erfolgen die Betrachtungen fiir
die geometrisch lineare Theorie.

Analog zum zweiten Kapitel dieser Arbeit wird von einer Flie3fliche der Form
6(0,0) = 0eg(0) — 012 + g(a) (5.27)

ausgegangen. Gemal Gl. (5.27) wird der Entfestigungsmechanismus somit isotrop approxi-
miert.

Zur Beschreibung von Gl. (5.27) ist die Abbildung o, : S — R zu spezifizieren. Da nach
Abschnitt 3.5 postuliert wird, dal’ die dissipativen Mechanismen auf eine singulére Flache be-
schrankt sind, muB die aquivalente Spannung o, von der Orientierung der Flache 0,2 abhangig
sein. Fir die Abbildung gilt demnach o, = 0¢q(o, ). Die Funktion

Oeq(0) =(mMm®n): o (5.28)

ist somit zul&ssig. Die mittels GI. (5.28) beschriebene Klasse von FlieRfunktionen wird im wei-
teren Verlauf dieser Arbeit betrachtet. Der Vektor m, welcher die Richtung der Rate der Ver-
schiebungsdiskontinuitdt beschreibt, unterliegt nicht der Restriktion r = 0.
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Anmerkung: Nach Kenntnis des Autors basieren fast alle Veroffentlichungen auf der Annahme
m = 0. Im Rahmen einer Modellierung von Scherflachen (s. z.B. [OLIVER, CERVERA &
MANzoLI 1997]) stellt dies eine ausreichende Néherung dar. Fiir komplexere Materialmodelle
jedoch (s. z.B. [REGUEIRO 1998]), fiir die n - m # 0 gilt, ist die Forderung zu restriktiv.
Um die weiteren Herleitungen nicht unnotig einzuschranken, wird daher die Annahme 7 = 0
verworfen. O

Nach GlI. (3.43) folgt fur die FlieBfunktion (5.27) unter der Annahme einer assoziierten Fliel3-
und Entfestigungsregel \s = ¢ bzw. & = ¢. Wie in diesem Abschnitt belegt wird, istim Rahmen
einer numerischen Umsetzung ¢ < 0 moglich. Da hieraus ¢ < 0 folgt und dies zur Verletzung
des Zweiten Hauptsatzes der Thermomechanik fuhrt, wird die Gleichung

o = ¢ sign¢ (5.29)

verwendet. Hierdurch wird sichergestellt, dal & > 0. Gl. (5.29) laRt sich anhand des eindi-
mensionalen Zugstabes unter der Annahme einer RANKINE-Fliel3flache rechtfertigen. Da fir
das RANKINE-Kriterium sowohl die Normale n der singuldren Flache als auch die Richtung
des Verschiebungssprunges identisch mit der Richtung der maximalen Hauptspannung ist (s.
Abschnitt 4.3.4.1), resultieren aus dem betrachteten Spannungszustand

o=o0e Qe (530)
die maoglichen Vektoren
n® — Mm@ — [1;0;0]" und n® = m® = [-1;0;0]" = —nW, (5.31)

Nutzt man die einzuhaltende Aquivalenz []" = []®, folgt fur die Amplitude des Verschie-
bungssprunges

[u]V = (O m® = (@ @ = []® = (D= (@), (5.32)

Eine der beiden Losungen ¢, ¢ filhrt somit zu einer negativen Amplitude des Verschie-
bungssprunges. Mittels GI. (5.29) hat dies keine Auswirkungen auf die Evolution des Entfesti-
gungsverhaltens. Das erweiterte Verschiebungsfeld hingegen wird von Gl. (5.29) nicht beein-
fluft.

5.4 Bestimmung des Normalenvektorsder singul aren Flache

Die Kinematik (5.16) basiert auf dem Normalenvektor n der singuldren Flache 2. Zur Ermitt-
lung dieses Vektors wurde in Abschnitt 4.4 ein Algorithmus hergeleitet. GemaR der Abschnit-
te 4.3.4.2 und 4.3.4.3 existiert im allgemeinen jedoch mehr als eine Losung fiir den Vektor n.
Im Rahmen des Kompressionstests in Abschnitt 4.3.4 beispielsweise wurden unendlich viele
Losungen aufgezeigt. Dennoch ist es zur Ermittlung des ,,richtigen” Vektors notwendig, in ei-
nem ersten Schritt die Menge aller moglichen Losungen zu bestimmen. Durch die Zerlegung
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des Losungsraumes («, 6) € [0, /2] x [0, 27] in 5° Schritte, um den Initialwert der NEWTON-
Iteration zu ermitteln, ist die Menge der Ldsungen a priori endlich (s. Abb.4.9).

In einem zweiten Schritt ist nun die den Vektor n betreffende ,,richtige” Losung aus der vor-
gegebenen Menge der Maglichen zu finden. Hierzu sind in der Literatur im wesentlichen drei
unterschiedliche Verfahren zu differenzieren.

54.1 Band-Tracing-Algorithmus

Das erste Konzept, welches hier beschrieben wird, geht auf die Arbeiten [OLIVER 1996], [GA-
RIKIPATI 1996] und [ARMERO & GARIKIPATI 1996] zuriick. Auf der Grundlage eines Ele-
mentes, flr das der Vektor n bekannt ist, wird fur ein angrenzendes Element der Vektor aus
der Menge der Kandidaten ausgewahlt, welcher die geringste Abweichung zu dem bereits vor-
handenen aufweist. Unter Verwendung der Notation n°(") fiir den als bekannt vorausgesetzten
Normalenvektor und n¢® fiir den aus der Menge der mogliche Lésungen Jy, zu bestimmenden,
wird das Verfahren in die Form

V.n) neln (5.33)

e(2) . e(
n? = arg m,’%x(n

Uberfihrt.

Gegen die Umsetzung dieses Verfahrens sprechen im wesentlichen drei Mangel. Da ein be-
trachtetes finites Element die Topologie der singuldren Fldche in einem benachbarten Element
bendtigt, ist es nicht moglich, die Implementierung auf Materialpunktebene zu beschranken.
Diese von nicht-lokalen Theorien bekannte Problematik fiihrt zu aufwendigen Modifikationen
der numerischen Umsetzung und ist daher zur Einbindung in kommerzielle Finite-Elemente-
Programme weniger geeignet. Desweiteren ist nach Kenntnis des Autors bis zum jetzigen Zeit-
punkt der Band-Tracing-Algorithmus nur zur Analyse von ebenen Fragestellungen herangezo-
gen worden. Fur dreidimensionale Kontinua ist der numerische Aufwand des Verfahrens be-
trachtlich. Neben diesen verfahrenstechnischen Einwdnden existiert jedoch auch ein theoreti-
sches Defizit. Die Autoren gehen implizit davon aus, daf sich die singuldre Flache von einem
bereits lokalisierten finiten Element ausgehend weiter fortpflanzt. Treten aber neue Risse in bis-
her ungeschadigten Bereichen auf, liegt keine Information von einem Nachbarelement vor und
der Algorithmus ist nicht anwendbar.

5.4.2 Maximale Dissipation

Anders als das zuvor beschriebene Verfahren wird in [WELLS & SLUYS 2001A] ein Algorith-
mus zur Ermittlung des ,,richtigen” Vektors n vorgeschlagen, welcher auf die Elementebene
beschrankt ist. Im Rahmen dieses Konzeptes wird aus der Menge der Kandidaten J», der Nor-
malenvektor n¢ ausgewahlt, der die Dissipation im betrachteten Element maximiert. Das Ver-
fahren basiert somit auf dem Postulat der maximalen Dissipation. Die Idee der Autoren wird in
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der vorliegenden Arbeit in das Optimierungsproblem
n’ = arg max Dqe(n) n € ln (5.34)

uberfuhrt. Hierbei stellt D, die tber das Volumen integrierte Dissipation im finiten Element e
dar. Fur assoziierte FlieR- und Entfestigungsregeln erscheint dieses Konzept physikalisch plau-
sibel; eine Verallgemeinerung auf nicht-assoziierte Modelle ist jedoch nicht offensichtlich.

Ein groler Vorteil des Konzeptes ist seine lokale Form. Ohne Informationen von einem angren-
zenden Element zu bendtigen, basiert der Algorithmus allein auf den lokal vorliegenden Daten.
Hiermit werden die Nachteile der Implementierung in Abschnitt 5.4.1 vollstandig beseitigt.

5.4.3 Kompatibilitat mit vorhandenen Ver schiebungsfeld

Analog zur Arbeit WELLS & SLUYS ist auch der Algorithmus in [BORJA 2000] auf die Ele-
mentebene beschrankt. Die in [BoRJA 2000] enthaltene Idee basiert auf einer induktiven Ar-
gumentation und ist daher als Prototyp anzusehen. Wird in einem Lastschritt Lokalisierung si-
gnalisiert, wahlt BORJA aus der Menge der moglichen Ldsungen Jy, den Vektor n¢ aus, dessen
korrespondierender Deformationsgradient die groRte Ubereinstimmung zur homogenen Defor-
mation aufweist. Sein Algorithmus ist somit dquivalent zum Optimierungsproblem

n® = arg m?%x[Vﬂ : (m®n)] n € Jn. (5.35)

Da auch der Algorithmus in [BORJA 2000] auf die Elementebene beschrénkt ist, treten die in
Abschnitt 5.4.1 beschriebenen Probleme nicht auf.

54.4 Zusammenfassung

Wie bereits erldutert, sind die zuvor beschriebenen Verfahren als Prototypen anzusehen. Hier-
bei ist die lokale Struktur der Algorithmen in Abschnitt 5.4.2 und 5.4.3 der Umsetzung in Ab-
schnitt 5.4.1 vorzuziehen. Beide Verfahren, 5.4.2 und 5.4.3, sind bis zum jetzigen Zeitpunkt
jedoch nicht genauer analysiert worden. Insbesondere wurden in der Arbeit [BoRrRJA 2000]
lediglich zweidimensionale Randwertprobleme betrachtet. Im Gegensatz dazu unterliegt die
Veroffentlichung [WELLS & SLuys 2001A] nicht dieser Restriktion. Das dort analysierte Bei-
spiel resultiert jedoch in einem zweidimensionalen Spannungszustand. Fir reale komplexere
dreidimensionale Strukturen sind beide Verfahren noch nicht angewendet worden.

Wird der Normalenvektor in Anlehnung an das RANKINE-Kriterium in Richtung der maxima-
len Hauptspannungsrichtung angenommen, ist der ,,richtige” Vektor n auch ohne die Verfah-
ren der Abschnitte 5.4.1-5.4.3 zu ermitteln. Mit Ausnahme von Spannungszustanden, die zwei
oder drei gleiche Eigenwerte aufweisen, ist der Vektor n fir das RANKINE-Kriterium bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Im Falle eines sich wiederholenden Eigenwertes, z.B. ei-
nes hydrostatischen Spannungszustandes, wird im Rahmen der numerischen Umsetzung eine



96 Kapitel 5: C°-unstetige Verschiebungsfelder in finiten Elementen

Perturbation (s. z.B. [MESCHKE 1996]) durchgefiihrt, wodurch wiederum drei verschiedene
Eigenwerte vorliegen.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden FlieRfunktionen vom Typus (5.27) betrachtet. Die
numerischen dreidimensionalen Berechnungen unterliegen jedoch aus den zuvor genannten
Griinden der Annahme des RANKINE-Kriteriums.

5.5 Modifiziertenumerische Umsetzung fiir elasto-plastische
Materialmodelle

In Abschnitt 5.2.3 ist gezeigt worden, dal3 die urspriingliche numerische Umsetzung des Kon-
zeptes der inkompatiblen C°-unstetigen Verschiebungsfelder mittels des EAS-Konzeptes erfolg-
te (s. z.B. [SIMO & OLIVER 1994]). Die als inkompatible Freiheitsgrade interpretierbaren Am-
plituden des Verschiebungssprunges wurden analog zur Arbeit [SIMO & RIFAI 1990] auf Ele-
mentebene mittels statischer Kondensation eliminiert. Im Gegensatz zu diesem Vorgehen wurde
in [MOSLER & MESCHKE 2000; MOSLER & MESCHKE 2001c] eine numerische Umsetzung
vorgeschlagen, bei der die zusétzlichen Freiheitsgrade bereits auf Materialpunktebene eliminiert
wurden. Diese Erweiterung wird im folgenden Abschnitt erldutert. Hierzu werden zunédchst le-
diglich isoparametrische finite Elemente mit einer raumlich konstanten JAcCOBI-Transformation
betrachtet. Die folgenden Ausfiihrungen sind daher auf drei-knotige, ebene und vier-knotige,
raumliche finite Elemente beschrankt. Diese Restriktion wird in Abschnitt 5.7 verworfen und
die Generalisierung fir beliebige Element-Typen hergeleitet.

55.1 Einflachen-Plastizitatsmodelle

Zu Beginn dieses Abschnittes wird die in [MOSLER & MESCHKE 2000] vorgeschlagene For-
mulierung anhand der Einflachen-Plastizitdtstheorie erldutert. Fiir die Elementmenge mit rdum-
lich konstanter JAcoBI-Transformation folgen die Approximationen des Gradienten des kon-
formen Verschiebungsfeldes und die des Gradienten der Rampenfunktion (5.11) zu

V¥My =const und V¢ = const. (5.36)
Somit wird der reguldre Anteil des linearen Verzerrungstensors

e=V""u— ([u] ® Vp)*" + ([u] @ n)™" 4, (5.37)
regﬁlér sinéﬁlar

welcher unmittelbar aus dem Deformationsgradienten (5.16) folgt, konstant approximiert. Spe-
zifiziert man die schwache Form des Traktionsgleichgewichts (5.24) fir die betrachtete Ele-
mentmenge, ist diese aufgrund konstant approximierter reguldrer Verzerrungen bzw. Spannun-
gen dquivalent zur lokalen Form

ts =0 -n. (5.38)
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Werden die weiteren Betrachtungen auf FlieRflachen nach Gl. (5.27) und (5.28) beschrénkt,
wird GI. (5.38) fur inelastische Belastungszustande in die Form

Ugf —q¢la)=t; m=(men): o (5.39)

uberfuhrt. Demnach ist die L,-Orthogonalitatsbedingung (5.19) dquivalent zur FlieRbedingung
¢ = 0.
Um die Amplitude ¢ der Sprungstelle des Verschiebungsfelds [u] zu berechnen, wird die Kon-

sistenzbedingung ¢ = 0 betrachtet. Mit der Kinematik (5.37) und der Annahme einer singuldren
Verteilung der plastischen Verzerrungen resultiert die dquivalente Spannung

(@) =(Mme@n):0=(men):C: [V¥u— (Ju] @ V). (5.40)

[ ~

-~

e:l:

Beriicksichtigt man GI. (5.40) in der Konsistenzbedingung, wird die Rate von ¢ unter \Verwen-
dung von GlI. (3.87) zu

d=0 = Og¢:0+ 0,0 0uq
= (m®@n):C: [Vsymﬁ— (m ® V)™ C| + Oug |C|
(men):C: V¥
(m@n):C: (m® V) — dug sign¢

(5.41)
= (=

bestimmt. ¢ kann daher als plastischer Multiplikator interpretiert werden. Im Gegensatz zu A
stellt ¢ jedoch keine dquivalente Verzerrung, sondern eine Langenanderung dar.

Analog zur Plastizitatstheorie nach Abschnitt 2.1 wird in diesem Absatz die Linearisierung
des Spannungstensors berechnet. Dazu wird die Rate des Spannungstensors mit der Kinema-
tik (5.37) zu

6=C: V"4 —C: (ma V)™ ( ,mit ([u]®m)™™ § =eP, (5.42)

spezifiziert. Da auf globaler Systemebene « die einzige approximierte FeldgroRe darstellt, ist
die Linearisierung do-/dV*™u zu berechnen. Diese folgt aus den GI. (5.42) und (5.41) zu
do C:(imeVyp)®@(men):C

CeP .— —C— -, 5.43
dV& g (men):C: (m® V) — 0,qsign¢ o4

Vergleicht man die Ratenform des Spannungstensors (5.42) bzw. die Materialtangente (5.43)
mit den korrespondierenden GroRen in Abschnitt 2.1, ist ihre formale Deckungsgleichheit zu
verifizieren. Somit nehmen die reguléren erweiterten Verzerrungen

E:=G¢( mit G:=(me V)™ (5.44)

formal die Stellung der plastischen Verzerrungen ein. Dies erscheint zunéchst widersprichlich,
da die dissipativen Mechanismen auf 9,2 beschrankt sind und das Materialverhalten in Q* per
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definitionem elastisch ist. Mittels der Amplitude des Verschiebungssprunges ¢ werden jedoch
die Verzerrungen & mit der Kinematik der singulédren Flache 0,2 gekoppelt. Hierdurch werden
die Verzerrungen in Q= direkt vom singuldren Verzerrungsfeld in 0,2 beeinfluRt.

Wird die Tangente 5.43 mit der des Abschnitts 2.1 verglichen, fallt auf, dal der Materialten-
sor (5.43) nur in Ausnahmeféllen die groRe Symmetrie aufweist. Lediglich fiir linear abhdngige
Vektoren n und Vo gilt C77, = G, Dieser Sonderfall wurde erstmals in [OLOFSSON, KLIs-
INSKI & NEDAR 1994] betrachtet. Er tritt auf, wenn die Lokalisierungsflache parallel zu einer
Elementseite ist.

Anmerkung |: Fur den Fall, dal3 » und V ¢ nicht linear unabhéngig sind, geht das allgemeinere
PETROV-GALERKIN-Verfahren in Abschnitt 5.2.3 in das GALERKIN-Verfahren Uber. O

Anmerkung II: Damit die Materialtangente (5.43) definiert ist, mul} die Bedingung
(memn):C: (m® V) —daqsignC # 0 (5.45)

erflllt sein. Die Bedingung korrespondiert zu einem Snap-Back im o — V®™wu-Diagramm. In
[JIRASEK 2000] wurde eine dquivalente Gleichung fiir ein spezielles Plastizitatsmodell und
ein spezielles Schadigungsmodell hergeleitet. Im Gegensatz zu [JIRASEK 2000] ist die Be-
dingung (5.45) in der hier vorgeschlagenen Implementierung direkt enthalten und muR nicht
aufwendig hergeleitet werden. Desweiteren ist mittels der in diesem Abschnitt beschriebenen
Implementierung eine analog Gleichung fur beliebige Materialmodelle leicht zu bestimmen. O

55.2 Mehrflachen-Plastizitatsmodelle

In diesem Abschnitt erfolgt die Erweiterung fur die Mehrfldchen-Plastizitatstheorie (s. [MOs-
LER & MESCHKE 2002A]). Hierzu ist es zweckmaRig, ein kartesisches Koordinatensystem auf
der Flache 0,9 zu definieren. Neben dem Normalenvektor n werden die Vektoren m () und
m® gemiR

n-m® =0 Vie{l,2) und mV -m® =0 (5.46)

eingefuihrt. Damit wird die Unstetigkeit [«] in die Form
[u] = ¢ 4 MW g 4 ((ME) 4y (2) (5.47)

uberfuhrt. Diese Zerlegung der Sprunggrofe [w] fuhrt zu einer additiven Aufspaltung der re-
guléren erweiterten Verzerrungen

g =M 4 amO) 4 gm® (5.48)
In Gl. (5.48) korrespondiert der \erzerrungstensor

e = (ne V)™ (™ (5.49)



5.6 Erweiterung fir ,,rotierende” singuléare Flachen 99

zur Normalkomponente (™ des Verschiebungssprunges und die Tensoren

sym

e — (m®) @ V)™ (MO vie (1,2} (5.50)

zu den tangentialen Komponenten ¢ ™™ und ¢ (™)

Nach der Modifikation der Kinematik im Rahmen der Mehrflachen-Plastizitat wird die zum
Verschiebungssprung energetisch konjugierte GroRRe des Traktionsvektors ¢ betrachtet. Da der
Verschiebungssprung (5.47) mittels drei unabhéngiger Komponenten beschrieben wird, ist es
maoglich, fir jede Komponente des Vektors t; = o - n eine unabhéngige FlieRflache

(a0 = (mem:o o) ) = ()
m 1)(0_7 (m)(1) ) — (m(l) ® ’I’L) Co— q(m)(l) (a(m)(l))’ m (1) — |€— m)(1) | (551)
m 2)(0_7 (m)(2) ) — (m(Q) ® ’I’L) o — (m)(2) (a(m)(Z))’ m (2) — |€— m)(2) |

einzufiihren (vgl. Abschnitt 5.3). Interaktionen zwischen den FlieRflachen (5.51) kdnnen erfal3t
werden, indem die Entfestigungsvariablen o™ ™ a(™(2) ynd o™ nicht unabhingig voneinan-
der sind.

5.5.3 Mode-l Versagen

Im Rahmen der Simulation sproder Werkstoffe wird hdufig die RANKINE-Belastungsflache
¢ (o, 0") = (nen):o—q¢ (™) & =" (5.52)

verwendet. Gemall Abschnitt 2.1.1 stellt n ® n die Eigenbasis der maximalen Hauptzugspan-
nung dar. Gl. (5.52) verkniipft die Normalenkomponente des Traktionsvektors mit der Kom-
ponente des Verschiebungssprunges ¢ ™. Unter der Annahme dominanter Mode-1 Belastungs-
zustande wird fir die tangentialen Komponenten vereinfachend von den Bedingungen

(m(l) ®n) 1O =

(m® &) o = (5.53)

ausgegangen (s. [MOSLER & MESCHKE 2002A]). Dies entspricht einem Schub-
Reduktionsfaktor von Null (s. [MESCHKE 1989]). Anders als GlI. (5.52) werden die Gl. (5.53)
nach der Aktivierung eines Risses immer postuliert; das heift, sie sind als Nebenbedingungen
und nicht im Sinne von Belastungsbedingungen zu verstehen.

5.6 Erweterungfir ,rotierende’ singulare Flachen

Im Abschnitt 5.5 ist von einer zeitlich konstanten Topologie der Lokalisierungsflache ausge-
gangen worden. Diese Annahme basiert auf der Betrachtung von Makrodefekten. Makrorisse
in sproden Werkstoffen sind durch kraftefreie RiRoberflachen gekennzeichnet (mit Ausnahme
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von RifischlieBung und Reibungskréften). Somit ist eine Traktions-Verschiebungs-Beziehung
der Form (5.52) Mikrodefekten zuzuordnen. Von diesen Defekten ist bekannt, daR sich im \er-
lauf der Belastungsgeschichte ihre Topologie dndern kann (s. z.B. [POLLING 2000]). Im Rah-
men der klassischen kontinuumsmechanischen Modelle 188t sich dieser Effekt berticksichtigen,
indem die FlieR- bzw. Belastungsflachen im Hauptspannungsraum formuliert werden (s. z.B.
[MESCHKE 1996]). Im Unterschied zu Fixed-Crack Formulierungen ist es somit moglich, dal}
die Belastungsflachen im Hauptspannungsraum mit dem Spannungstensor rotieren.

Im folgenden Absatz wird die Belastungsflache
6(0,0)=(m®@n):o—qla) &= (5.54)

betrachtet (s. [MOSLER & MESCHKE 2002A]). Anders als in Abschnitt 5.5 wird nicht n = 0
und 7 = O postuliert. Dieser allgemeinere Zustand ist durch n = n(e) und m = m(o)
gekennzeichnet. Mit der Zerlegung der Rate des Verschiebungssprunges

[] = (m (5.55)
resultiert die infinitesimale Anderung des reguléren erweiterten Verzerrungstensors zu
E=(me V)™ (=G (. (5.56)

Analog zu den plastischen Verzerrungen nach Abschnitt 2.1 wird die Rate der erweiterten Ver-
zerrungen in einen zwei-stufigen Richtungstensor G und in eine Amplitude ¢ zerlegt. Zur Be-
stimmung des Tensors ¢ ist die zeitliche Integration

E(t=T)= / G (dt (5.57)

durchzufiihren. Nur fuir den Sonderfall zeitlich konstanter Vektoren n und m vereinfacht sich
die Gleichung zu
Et=T)=G((t=T). (5.58)

5.7 Erweiterung fur beliebige finite Elemente

In diesem Abschnitt wird die Annahme einer konstanten Approximation des \Verzerrungsfeldes
verworfen. Durch die Aufgabe dieser Restriktion ist es moglich, das Konzept der eingebette-
ten Diskontinuitdten des Verschiebungsfeldes auf beliebige finite Elemente zu erweitern. Der
Abschnitt folgt den Arbeiten [MOSLER & MESCHKE 2001B; MOSLER & MESCHKE 2002A].

Gemal Abschnitt 5.6 ist an jedem Punkt der Lokalisierungsflache 02 fur inelastische Bela-
stungszustande die Gl. (5.54)

o:(men)=qle) mit a=]|(| (5.59)
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einzuhalten. Die Rate des Spannungstensors
6=C: (Vsym* -G c’) mit G = (m ® V)™ (5.60)

aus Gl. (5.59), folgt aus dem Verzerrungstensor (5.37). Gl. (5.60) gilt sowohl fiir die Annahme
einer ,,rotierenden” Flache 0,2 als auch fiir eine zeitlich konstant angenommene Topologie der
Lokalisierungsflache.

In den Veroffentlichungen [SIMO, OLIVER & ARMERO 1993; SIMO & OLIVER 1994; SLUYS
& BERENDS 1998; ARMERO 1999] wird jedem lokalisierten finiten Element eine singuldre
Flache 0,) zugeordnet. Die Vorgehensweise ist demnach auf die Elementebene ausgerichtet.
In dieser Arbeit hingegen wird fir jeden Integrationspunkt eine unabhéngige Lokalisierungs-
flache angenommen. Desweiteren wird gefordert, dal’ die Flache 0,2 den korrespondierenden
GAuss-Punkt schneidet. Fir ein vier-knotiges, ebenes Scheibenelement mit zwei aktivierten
Lokalisierungsflachen in den Integrationspunkten 1 und 2 ist das Konzept in Abb. 5.5 darge-
stellt.

n«
3 2
4 1
T
a) b) c)

Abb. 5.5: Ebenes vier-knotiges Scheibenelement mit zwei aktiven Lokalisierungsflachen: a) Fi-
nites Element und Normalenvektoren der inneren Flache 0,Q2 in den GAUSS-Punkten
1 und 2, b) Funktion M; fir den GAuss-Punkt 1, ¢) Funktion M; fir den GAUSS-
Punkt 2.

Anmerkung: Analog zur numerischen Umsetzung fiir C°-stetige Verschiebungsfelder werden
die plastischen Mechanismen in jedem Integrationspunkt getrennt betrachtet (s. z.B. [SIMO &
HUGHES 1998]). O

Wird durch einen singuldren akustischen Tensor materielle Verzweigung in einem GAUSS-
Punkt signalisiert, ist aus der Ratenform der Flie3funktion (5.59), zusammen mit Gl. (5.60), die
Amplitude ¢ zu berechnen. In dem betrachteten Punkt sind die GroRen ¢(a)), V™, n und m
eindeutig definiert. Im Unterschied hierzu ist G aufgrund der Abhdngigkeitvon Vo = V(X))
fur jeden Integrationspunkt eine nicht konstante Abbildung. Somit 1&R3t sich die Rate von ¢ nur
fur finite Elemente mit konstantem Vektor V¢ aus den GI. (5.59) und (5.60) bestimmen. Fir
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beliebige finite Elemente ist es nicht mdglich, auf diese Weise ¢ zu ermitteln. Daher wird zur
Berechnung der Rate von ¢ die schwache Form des Traktions-Gleichgewichtes (vgl. Gl. (5.24))

% (men):od= Aig /q(a) dar (5.61)

Qe 0sQ2

herangezogen. Diese Gleichung ist fiir jeden GAUss-Punkt mit aktiver Lokalisierungoberfléache
unabhdngig von den anderen Integrationspunkten einzuhalten.

Anmerkung: Fir den betrachteten Integrationspunkt sind die GroRen ¢(«), V¥™u, n und m
unabhangig von X. O

Durch die Anwendung der Riickwarts-EULER-Integration (s. Abschnitt 2.4)
ony1 =C: (V¥ — & — Gyt Alpt) (5.62)
wird die linke Seite der Gl. (5.61) in die Form

(mn—l—l b2 nn—l—l) S O0nt1 dQ

Ve
Qe
1 R
= (mn+1 (059 nn—l—l) : W / C: (Vsymun+1 — & — Gn—l—l ACn—‘rl) dQ]
Qe . (5.63)
= (M1 ®@npy) : Co (VYU — &, — Ve / G, 1dQ AGy41)
Qe
—_——
UZH

uberfihrt. In der Umformung der GI. (5.63) ist die Anmerkung auf Seite 102 implizit angewen-
det worden.

Der gemittelte Tensor G,,; wird unter der Verwendung des Vektors V¢ zu

1
Vg = W/V@(X) df2 (5.64)
Qe
und der Richtung des Verschiebungssprunges m.,, ;1 zu
Gt = (M @ V)™ (5.65)
bestimmt. Fir die Wahl
G=G (5.66)

ist gemalk Gl. (5.63) die schwache Form des Traktions-Gleichgewichtes (5.61) aquivalent zur
starken Form (5.59) im betrachteten GAUSs-Punkt. Im Rahmen der numerischen Implementie-
rung wird daher das Traktionsgleichgewicht (5.59) anhand der FlieBbedingung

o, a)=(men):0—qa)<0 mit &= (5.67)
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mit den Raten der Spannungen
d:C(VW%—é)rm E=G(=(maVe)®™™ ¢ (5.68)

bertcksichtigt.

Anmerkung: Durch GI. (5.64) wird eine numerische interne Lange in die Formulierung ein-
gebracht. Da der Gradient V¢(X') mittels der Jacosi-Transformation in die Form V(€) =
dp/0€ - 0€/0X Ubergeht, ist die Geometrie des betrachteten finiten Elementes in V¢ und
somit in G' enthalten. O

5.8 Ein gekoppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell

Im folgenden Abschnitt wird die Implementierung des gekoppelten elasto-plastischen Schadi-
gungsmodells nach Abschnitt 2.3 bzw. 3.4.3 und 3.5.3 fir ,,rotierende” singuldre Flachen mit
der Kinematik (5.5) dargestellt. Die numerische Umsetzung erfolgt analog zur Arbeit [MOSLER
& MESCHKE 2001A].

In den Abschnitten 3.4.3 und 3.5.3 ist das gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmodell nach
Abschnitt 2.3 im Rahmen C°-unstetiger Verschiebungsabbildungen erweitert worden. Die sin-
guldren Verzerrungen sind dabei in den Abschnitten 3.4.3 und 3.5.3 additiv in zwei Anteile
zerlegt worden. Ein Verzerrungtensor korrespondierte zu plastischen Verformungen, der ande-
re zu schadigungs-induzierten Mechanismen. Mittels der Kinematik (5.5) tbertragt sich diese
additive Aufspaltung auf die reguldren erweiterten Verzerrungen &

e=(1-p)e+peé. (5.69)
H’,_/ N
ép éd

Die Raten &” und &' folgen mit GI. (5.68), zu
P -1-8G¢ uwnd & =pG¢C (5.70)
Analog zur Gl. (5.68); wird die Rate des Spannungstensors zu
d:c(VMﬁ—ﬁ—ﬁ) (5.71)
bestimmt. Aus der dquivalenten Spannungsrate
d:C«Vm%—§j+C%VMﬂ—?) (5.72)
resultiert mit C = —C : D : C (s. GI. (2.53)) die Identitat (vgl. Abschnitt 2.3)

D:o=é&. (5.73)



104 Kapitel 5: C°-unstetige Verschiebungsfelder in finiten Elementen

Das Skalarprodukt der Gl. (5.73) mit dem Spannungtensor o liefert mit den algebraischen Um-
formungen

o:D:oc = a':cf:Ol = Bécr:G
= BCU:G—(m@)n):U BCO’:G®(m®n) ro &.74)

(men):o (m®n):o
die Evolutionsgleichung des Nachgiebigkeitstensors D

. G®(men)™

D=4¢ men) ™ o mit (m®n)¥™ = dgo. (5.75)
Durch zeitliche Integration des Nachgiebigkeitstensors folgt der Werkstofftensor C zu
T
C=D"' mit D=D, + [ Ddt. (5.76)
t=0

GemaR den Gl. (5.75) und (5.76) weist C somit nicht die groe Symmetrie C;;,; = Cyy;; auf.
Dies korrespondiert zur unsymmetrischen Werkstofftangente des Plastizitdtsmodells nach Ab-
schnitt 5.5.1.

Anmerkung: Die Erweiterung mit (m®mn) : o)/((m®mn) : o) in Gl (5.74) ist nicht
beliebig. Sie wird durch eine Analogie zur Plastizitatstheorie nach Abschnitt 5.5.1 begriindet.
Im Rahmen des Plastizitdtsmodells basieren die Richtungen der Raten der reguldren Verzerrun-
gen ¢ (m ® V)™ und der singuldren Verzerrungen ¢ (m ® n)®™ &, (vgl. Gl. (5.37)) auf
dem dyadischen Produkt zweier ein-stufiger Tensoren. Der ein-stufige Tensor m stimmt somit
fur die Richtungen der reguldren und der singuléren erweiterten Verzerrungen Uberein. Fir die
Erweiterung der Gl. (5.74) mit (m ® n) : o)/((m ® n) : o) stimmen auch die Raten des re-
guldren Nachgiebigkeitstensor (5.75), bis auf den zwei-stufigen Tensor G, mit dem singuléren
nach Gl. (3.56) tberein. O

5.9 Integration der Materialgleichungen

In diesem Abschnitt wird die Integration der Materialgleichungen erldutert. Die vorgeschlagene
numerische Umsetzung [MOSLER & MESCHKE 2001B] ist von gleicher Struktur wie der In-
tegrationsalgorithmus aus Abschnitt 2.4. Zur Implementierung missen daher die Gleichungen
aus Abschnitt 2.4 nur geringfligig geéndert werden.

5.9.1 Implementierungfir ,rotierende’ singulére Flachen

Ziel dieses Unterabschnittes ist es, die Losungen der Differentialgleichungen des Materialm-
odells nach Abschnitt 5.8 mit Hilfe des Return-Mapping-Algorithmus zu bestimmen. Das Ma-
terialmodell nach Abschnitt 5.8 beinhaltet als Sonderfalle ein isotropes Plastizitdtsmodell und
ein anisotropes Schadigungsmodell.
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Im Rahmen des betrachteten Materialmodells muR zum Zeitpunkt ¢,.,; die Flielbedin-
gung (5.67) eingehalten werden. Liegt ein plastischer bzw. schadigender Belastungszustand
vor, ist die Gleichung

¢(0'n+1, Qn+1) = (mn+1 X "’Ln+1) SOt — Quye1 =0 (5-77)

zu erfullen. Fir das gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmodell des Abschnitts 5.8 bestim-
men sich die Spannungen o bzw. die interne Variable ¢ zum Zeitpunkt ¢,,,, zu

Ont1 = Cpyr (Vsymﬂ/n+1 - é£+1) und g1 = ¢ (ny1)- (5.78)
Analog zum Abschnitt 2.3 werden die Trial-Spannungen
on =Cp,: (V¥ u,y — &h) (5.79)

definiert. Mit den GI. (5.71) und (5.70) und durch die Anwendung einer Riickwaérts-EULER-
Integration erfolgt die Verkniipfung

On+1 = U':Lr+1 -Gy Gy AGus (5.80)

zwischen den Trial-Spannungen und den Spannungen o, ;. Mit den Trial-Spannungen (5.79)
wird die diskrete Belastungsbedingung zu

:Lr-l-l(o-:Lr—l—l’ C];Lr+1) >0 mit q:l,r-‘rl = q(o,) (5.81)

bestimmt.

Wird durch ¢, > 0 ein plastischer bzw. schadigender Belastungszustand signalisiert, ist

Gl. (5.77) unter den Nebenbedingungen R = 0 und R® = 0, mit

Re - _én+1 + én + Gn+1 A<n+1

5.82
R* = —0pt1 + ay + |A<n+1| ( )

zu erfillen. Wie in Abschnitt 2.4 folgen die Gl. (5.82) aus der Anwendung der Rickwaérts-
EULER-Integration auf die Differentialgleichungen (5.70) und (5.67),. Zur Bestimmung der
Nullstellen der GI. (5.77) und (5.82) wird das NEwTON-Verfahren herangezogen. Hierzu wer-
den die linearen Approximationen

Rf +dRF =0,
R*+dR* =0, (5.83)
¢n+1 + d¢n+1 =0

benotigt. Unter Beriicksichtigung, dal? innerhalb der Iteration dV*™u = 0 gilt, ergeben sich
die konsistenten Linearisierungen zu

dR,s . E;}»l 0 d0'n+1 Gn+1
{ dR° } - { 0 H' } { A } ARG { Sign [dAG, .1 } .84)
\ / N ~~ _/ N\ ~~ J/ N ~~ J/

dR Al A VM
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mit
do,i1=—-C,:dé,;;, und dg,y1 = — H,pq dovqs. (5.85)

In Gl. (5.84) sind die generalisierten Moduli A eingefiihrt worden. Diese basieren auf den
algorithmischen Moduli

B = C,l + G (5.86)
Zusatzlich zum Werkstofftensor C ist = vom vier-stufigen Tensor

a'rn'n+1

sym

a‘7'n+1
abhangig. GemaRl Gl. (5.87) resultiert G aus der Linearisierung der Richtungen der erweiter-
ten Verzerrungen nach dem Spannungstensor. Fiir das RANKINE-Kriterium ist die Ableitung
dm /0o dem Anhang C zu entnehmen.

Anmerkung: In Gl. (5.87) ist 0Vp/0o = 0 implizit verwendet worden. ¢ ist aufgrund
der Gl. (5.64) und GI. (5.11) nur abhdngig vom korrespondierenden numerischen Lokalisie-
rungsmode (s. Abschnitt 5.2.2). Andert sich der Mode innerhalb der Iteration nicht, ist somit
OV @/do = 0. Da der Ubergang zwischen zwei verschiedenen numerischen Lokalisierungs-
modi nicht stetig ist, kann fur diese Punkte keine Linearisierung angegeben werden (vgl. Kapi-
tel 6). Die Gleichung 0V ¢/do = 0 ist demnach gerechtfertigt. O

Um das Gleichungssystem (5.83) iterativ zu losen, wird Gl. (5.84) in die linearisierte Fliel3be-
dingung

My 1 @ Ny } [ doy i } (5.88)

Gpy1 + Aoy =0 mit do, g = {
—1 dQn-I-l

. 7\ S
v~

V¢ A
eingesetzt und die Anderung von ¢ aus Gl. (5.88), berechnet. In Matrixnotation ergibt sich das
Inkrement von ¢ zu

bns1 — VT AR
AN = g (5.89)

Die Iteration wird beendet, wenn
max(||R||w, |¢]) < tol. (5.90)

Im Rahmen der numerischen Analysen in Kapitel 7 wird tol = 10~'° gewahlt.
Ist die Losung konvergiert (R = 0), wird die Linearisierung der Spannungen o ,,,; beziiglich
des symmetrischen Gradienten der kompatiblen Verschiebungen zu

do {A VM® V¢! A}[n]

QP — - =

d

dv™"a Vol AVM
2E:Ge(men):E
(m®mn):E:G— H sign|A(]

(5.91)

—
—
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bestimmt. Analog zu Kapitel 2 unterscheiden sich somit die algorithmische Tangente (5.91)
und die Materialtangente (5.43). Die anisotrope Degradation des elastischen Werkstofftensors
resultiert aus der Anderung des Nachgiebigkeitstensors

Gn—H X (mn—i—l X nn+1)sym

AD = 8 A1 (5.92)
(M1 @ Npyr) 1 Oy
ZUu "
Dyy1 =Dy +» ADyy und C,py =Dl (5.93)
=0

In Gl. (5.93) kann die Inverse des Nachgiebigkeitstensors direkt oder mit Hilfe der SHERWIN-
MORRISON-WOODBURY-Gleichung ermittelt werden.

Anmerkung I: Ein Vergleich des Algorithmus dieses Abschnitts mit dem klassischen Return-
Mapping Algorithmus aus Abschnitt 2.4 liefert die formale Aquivalenz beider Implementierun-
gen. Damit kdnnen vorhandene Programmstrukturen tlbernommen werden, um die nichtlinea-
ren Gleichungen (5.83) zu ldsen. O

Anmerkung I1: Da sich innerhalb der Iterationen die singuldre Flache 02 drehen kann, ist es
moglich, dal nach erfolgter Konvergenz ein anderer numerischer Lokalisierungsmode vorliegt
als im Trial-Zustand (vgl. Anmerkung, Seite 106). Somit &ndert sich auch der Vektor V. Liegt
dieser Fall vor, wird die Iteration mit dem zuletzt berechneten Vektor V¢ wiederholt. Falls
auch hier im konvergierten Zustand V¢ vom Initialvektor abweicht, wird die Iteration auf der
Grundlage einer zeitlich konstant angenommenen Flache 0,2 fortgesetzt. Erst nach erfolgter
Konvergenz auf Strukturebene wird im ndchsten Belastungsinkrement die Analyse wieder fiir
eine ,,rotierende” Lokalisierungsflache fortgesetzt. O

5.9.2 Implementierung fir singulare Flachen mitn =0

In diesem Abschnitt wird ein Integrationsalgorithmus fur das Mehrflachen-Plastizitatsmodell
nach Abschnitt 5.5.2 vorgestellt. Die weiteren Ausfiihrungen basieren auf der Annahme n =
0 [MOSLER & MESCHKE 2002A]. Demnach wird die Topologie der singuldren Fléche als
zeitlich konstant postuliert.

Unter der Voraussetzung n» = O resultiert die Riickwarts-EULER-Integration der reguldren er-
weiterten Verzerrungen & nach GlI. (5.48) zu

én+1 = én + Aén+1 (594)
mit

sym

Aénir = (n®@ V™™ AT, + Z Aci®. (5.95)

Mit den GI. (5.94) und (5.95) folgt der Spannungstensor zum Zeitpunkt ¢, zu
Oni1 = C: (Vsymﬂn+1 - én) -C: Aén+1. (596)

-~

o,tr
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Auf der Grundlage der Trial Spannungen werden die Trial-FlieRfunktionen ¢ (o™, a™),
pm W (gt oM und ¢(™@) (gt o™ (2)) berechnet und somit die Menge der aktiven FlieR-
flachen J .., ermittelt (s. [Snvlo & HUGHES 1998]).

Im vorliegenden Absatz wird angenommen, daR alle drei Flie3flachen aktiviert werden. Der In-
tegrationsalgorithmus fir eine oder zwei aktive Flie3flachen wird nicht naher betrachtet; folgt
jedoch analog zu dem beschriebenen Algorithmus. Im Rahmen des betrachteten Materialm-
odells berechnen sich die Residuen der reguldren erweiterten Verzerrungen analog zum Ab-
schnitt 5.9.1. Die Linearisierung von RE folgt somit zu

dR® = —dé, 1 +dA&, 1 = C ' 1 doyy +dAE, . (5.97)

Anders als das Modell aus Abschnitt 5.9.1 basiert die betrachtete Mehrflachen-Plastizitatstheo-

rie nach Abschnitt 5.5.2 auf der Annahme einer zeitlich konstanten Topologie der singuléren

Flache Diese Annahme impliziert, daB das Koordinatensystem mit den Achsen n, m (") und
2) ebenfalls zeitlich konstant ist. Dadurch ergibt sich die Linearisierung

2
dAé, 1 = (n® V@)™ dACY, + ) (m? @ V@)™ dag)”. (5.98)
i=1
Da somit die Richtungen der Tensoren &™), &(™® und ™ zeitlich konstant sind, ist der
algorithmische Modul identisch mit dem elastischen Werkstofftensor und es gilt = = C. Wird
das Residuum der internen Variablen o™, o™ ® und a(™®) gem&R

_045:21 +alV +|ACn7:L|—1|
R® — —agﬂ(l) +a£Lm _|_|A<n+1 )| (5.99)
(

—aMP oM@ LA™
eingefuhrt, ist im Fall dreier aktiver Fliel3flachen die Losung des Gleichungssystems

¢£ﬁ21 =0
Rf =0 o
RY=0 ¢£L+)1(1) =0 (5.100)
o =0
zu bestimmen. Analog zu Abschnitt 5.9.1 erfolgt die Berechnung der Losungen iterativ mit dem

NEwTON-Verfahren. Hierzu werden die Linearisierungen

¢£ﬁ21 +d¢£ﬁg1 =0
R® +dR® =0 m m
R*+dR*=0 ¢£z+)1(1) +d¢£z+)1(1) =0 (5.101)

S+ = 0
betrachtet. Da das Gleichungssystem (5.101) formal identisch mit dem Return-Mapping-

Algorithmus fiir Mehrflachen-Plastizitatsmodelle im Rahmen C-stetiger Verschiebungsfelder
ist, wird die Implementierung aus [SIMO & HUGHES 1998] ibernommen.

Fir das Plastizitaitsmodell nach Abschnitt 5.5.3 sind Details der numerischen Umsetzung in
Anhang D enthalten. Im Gegensatz zu Abschnitt 5.5.3 ist die Implementierung auf den ebenen
Spannungszustand beschrénkt.
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5.10 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die numerische Umsetzung von C°-unstetigen Verschiebungsfeldern
im Rahmen der Finite-Elemente-Methode erldutert. Das erweiterte Verschiebungsfeld war dabei
auf die Elementebene bzw. die Materialpunktebene beschréankt. Demnach wurde keine Konti-
nuitét des Feldes an den Elementgrenzen erftillt.

Auf der Grundlage der Veroffentlichung [SiMO, OLIVER & ARMERO 1993] wurde das Kon-
zept der inkompatiblen C°-unstetigen Verschiebungsfelder in dem vorliegenden Kapitel fiir be-
liebige finite Elemente erweitert. Neben zweidimensionalen Elementen erfolgte die erstmalige
Erweiterung auf dreidimensionale Kontinua. Hierzu wurde ein acht-knotiges Volumenelement
als Prototyp gewabhlt.

Im Gegensatz zu den bisherigen Veroffentlichungen (s. [OLIVER 1996]) basierte die numeri-
sche Umsetzung nicht auf dem Verfahren der statischen Kondensation. Um die Analogie zu den
klassischen kontinuumsmechanischen Modellen hervorzuheben, wurden die Amplituden der
Verschiebungsspriinge auf Materialpunktebene aus der Formulierung herauskondensiert. Durch
diese neue Vorgehensweise ist es ermdglicht worden, den Return-Mapping-Algorithmus zur
Losung des zugrundeliegenden Differentialgleichungssystemes heranzuziehen.

Desweiteren wurde eine Erweiterung fir ,,rotierende” singuldre Flachen erldutert und imple-
mentiert. Wie in Abschnitt 7.3.2 gezeigt wird, lassen sich hierdurch Locking-Effekte reduzie-
ren.

Um dem anisotropen Verhalten sproder Werkstoffe gerecht zu werden, wurde das gekoppelte
elasto-plastische Schadigungsmodell aus der Arbeit [MESCHKE, LACKNER & MANG 1998]
auf die Kinematik der C°-unstetigen Verschiebungsfelder tbertragen. Neben einem isotropen
Plastizitatsmodell beinhaltet das Modell das anisotrope Schadigungsmodell aus [GOVINDJEE,
KAY & SiMO 1995].
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Kapitel 6

Vergleich des Konzeptes der eingebetteten
C'-unstetigen Ver schiebungsfelder mit
Kontinuumsmodellen auf der Basis des
Bruchener giekonzeptes

In diesem Kapitel wird das Konzept der eingebetteten C°-unstetigen Verschiebungsfelder
mit klassischen Kontinuumsmodellen C°-stetiger Verschiebungsabbildungen verglichen. Hier-
zu wird das RANKINE-Kriterium zur Modellierung von sproden Werkstoffen betrachtet. Auf
der Grundlage des Bruchenergiekonzeptes wird zunéchst ein Regularisierungsverfahren fiir das
klassische Materialmodell beschrieben. Dieses Verfahren basiert auf einer charakteristischen
Lange nach OLIVER. Daran anschlieflend erfolgt der Vergleich der beiden Modelle fiir die
Plastizitatstheorie. Das elastische Verhalten des Werkstoffes wird dabei mittels verschiedener
isotroper hyperelastischer Materialmodelle approximiert. Die Erweiterung auf anisotropes ela-
stisches Werkstoffverhalten wird skizziert.

6.1 Allgemeines

In den meisten Veroffentlichungen, die auf dem Konzept der eingebetteten C°-unstetigen Ver-
schiebungsfelder basieren, wird die Leistungsfahigkeit des dort vorgeschlagenen Algorithmus
anhand eines Vergleiches mit einem klassischen Kontinuumsmodell aufgezeigt. Fur das klas-
sische Kontinuumsmodell wird jedoch hdufig kein Regularisierungsverfahren verwendet (s.
z.B. [ARMERO & GARIKIPATI 1995] und [REGUEIRO & BORJA 1999]). Da bereits in Ab-
schnitt 2.5 gezeigt wurde, da ohne Beriicksichtigung eines Regularisierungsverfahrens sich
nahezu jede denkbare numerische Losung durch die Konstruktion einer speziellen raumlichen
Diskretisierung kinstlich erzeugen 1af3t, sind die ermittelten numerischen Losungen somit we-
nig aussagekraftig.

111
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Um einen Vergleich der beiden Finite-Elemente-Modelle zu gewéhrleisten, wird das klassische
Kontinuumsmodell mit dem Bruchenergiekonzept erweitert (s. Abschnitt 2.6). Hierzu wird eine
numerische charakteristische Lange [. herangezogen. Die in diesem Kapitel verwendete Lénge
I, geht auf die Arbeit [OLIVER 1989] zuriick. Die Uberlegenheit der von OLIVER vorgeschlage-
nen Implementierung gegeniiber anderen charakteristischen Langen wurde in [LACKNER 1999]
numerisch aufgezeigt. Somit wird ein kritischer Vergleich der beiden Finite-Elemente-Modelle
ermoglicht (s. [MOSLER & MESCHKE 2002B]).

6.2 CharakteristischelL angenach OLIVER

In diesem Abschnitt wird die charakteristische Lange . nach [OLIVER 1989] vorgestellt. Ana-
log zum reguldren Anteil der erweiterten Verzerrungen € des Finite-Elemente-Modells aus Ka-
pitel 5 basiert auch OLIVER’s Vorschlag fiir [ auf den Interpolationsfunktionen des betrachteten
finiten Elementes. Aufgrund der JACoBI-Transformation ist somit /. abhéngig von der Form des
finiten Elementes.

Das Modell von OLIVER kann als Wegbereiter des Konzeptes der eingebetteten C°-unstetigen
Verschiebungsfelder angesehen werden. Im Gegensatz zu den Veroffentlichungen [Simo, OLI-
VER & ARMERO 1993] und [MOSLER & MESCHKE 2002A] wird in [OLIVER 1989] das
diskontinuierliche Verschiebungsfeld mit einer Rampenfunktion ¢ zu

Myt

[u] Hix[u] ¢ mit o= N(€) (6.1)
i=1

approximiert. Die Rampenfunktion ¢ ist identisch mit jener in Abschnitt 5.2.1. In GI. (6.1)

sind NNV, die Interpolationsfunktionen des betrachteten finiten Elementes. Da somit suppy = ¢

ist (s. Anhang C), wird der Effekt der Verschiebungsdiskontinuitét [«] kontinuierlich auf das

gesamte finite Element verteilt. Diese Technik wird auch als ,,verschmierte” RiBmodellierung

bezeichnet. Das zu GlI. (6.1) korrespondierende Verschiebungsfeld ist somit von der Form

u=u" +[u] ¢ (6.2)

Aus Gl. (6.1) und (6.2) folgt daher u(X,t) € C°(R® x ¢,R?).

Zur Berechnung der numerischen charakteristischen L&nge betrachtet OLIVER die Energie F
in einem finiten Element e, die zur vollstandigen Entfestigung des Materials erforderlich ist.
Gemadl Abschnitt 2.5 ist die Energie E abhangig von der Bruchenergie G;. Dies fuhrt zur Glei-
chung

Ve 1
B =G A= Gr - = /gf v, (6.3)
C Qe C

Wird die Energie E direkt mittels des Traktionsvektors und der energetisch konjugierten GroRe
bestimmt, 140t sich unter der Verwendung des GAussschen Integralsatzes die zu Gl. (6.3) dqui-
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valente Form
e Oy
Qe

herleiten. Ein Vergleich der Integrale (6.3) und (6.4) liefert somit

VC

le=—— 6 o : (6.5)
2 oN; (&) o
I (%5 & ) o
Ist 0p/0X = const, vereinfacht sich GI. (6.5) zu
l.=(Vy-n)™" (6.6)

Die Bedingung dp/0X = const ist fur drei-knotige ebene Elemente und fur vier-knotige
Tetraeder-Elemente erfullt.

Anmerkung: Die Mittelung Vo = VL fQ Vi dV in Gl. (5.64) ist von analoger Form wie
Gl. (6.5). Denn wird die lokale Form der Gl. (6.5)

(€)= <Z [‘9]21'5(5) .53_;} n> 6.7)

i=1

betrachtet, kann auch Gl. (6.5) in die Form I, = V*¢/ [, I-1(&) dV Uberfiihrt werden. Die
Parallelen des Modells der eingebetteten C°-unstetigen Verschiebungsfelder zu dem Modell von
OLIVER sind deutlich zu erkennen. O

Fur das in Abb. 6.1a dargestellte drei-knotige ebene Dreiecks-Element wird in den folgen-
den Absdtzen die charakteristische Lange /. nach OLIVER berechnet. Da gemal? Gl. (6.6) .
abhéngig von der Topologie des Risses ist, mul} die Lage des Risses spezifiziert werden. Hier-
zu wird angenommen, daR die Lokalisierungsflache den Schwerpunkt des finiten Elementes
schneidet. Desweiteren wird analog zu [OLIVER 1989] eine gerader Rif} postuliert. Somit ist
die Topologie des Risses anhand eines Normalenvektors n eindeutig bestimmt.

Fur das finite Element aus Abb. 6.1a wird Gl. (6.6) zu

o o 1
Vo e (0 ’ 60 ) - cos9ﬁ0.57735 sin 0

Il =
l.=< V0 € (60°, 120°) [.=
Vo e (120° 180°) I. =

(6.8)

1.1547 si1110
" cos0—0.57735 sin O

berechnet. Die graphische Darstellung der GI. (6.8) ist Abb. 6.1b zu entnehmen. Offensichtlich
gilt fir die stetige Erweiterung der Gl. (6.8) I. € C°([0; 27|, R"). Wie leicht gezeigt werden
kann, ist die Abbildung /. jedoch im allgemeinen nicht stetig.
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Abb. 6.1: Drei-knotiges gleichseitiges finites Element mit einer Seitenldnge von 1.0 cm: a) Geo-
metrie des drei-knotigen finiten Elementes und Definition eines kartesischen Koordi-
natensystems, b) Charakteristische Lange /. [cm] nach OLIVER (Rif3flache schneidet
den Schwerpunkt; RiRnormalenvektor n” = [cos 6; sin ]; 6 [°]).

6.3 |sotrope hyperelastische Materialmodelle

In diesem Abschnitt wird das in Kapitel 5 vorgeschlagene Finite-Elemente-Modell mit ei-
nem klassischen Plastizitatsmodell C°-stetiger Verschiebungsfelder verglichen. Als Regula-
risierungsverfahren fur das klassische Kontinuumsmodell wird die charakteristische Lange
nach [OLIVER 1989] verwendet. Da die Herleitungen von OLIVER auf Betrachtungen von
Rilflachen basieren, erfolgt der Vergleich im Rahmen des RANKINE-Kriteriums (s. Ab-
schnitt 2.1.1).

Die weiteren Ausfiihrungen sind auf das drei-knotige Scheibenelement bzw. das vier-knotige
Tetraeder-Element beschrénkt. Da diese Elemente eine konstante Approximation der Verzerrun-
gen aufweisen, kann die Analyse des Elementverhaltens auf die Materialpunktebene beschrénkt
werden.

Anmerkung: Die Ausfuhrungen in der Arbeit [OLIVER 1989] beschrénken sich auf drei-
knotige bzw. vier-knotige Scheibenelemente. Ohne eine weitere Begriindung anzugeben, nahm
OLIVER fir jeden GAUss-Punkt des vier-knotigen bilinearen Elementes an, dal3 die Ril3flache
den Mittelpunkt des Elementes (¢ = 0) kreuzt. Diese Annahme weicht von der in Abschnitt 5.7
ab. In Abschnitt 5.7 ist aufgrund einer effizienten Implementierung postuliert worden, daf die
RiRoberflache den korrespondierenden Integrationspunkt schneiden mu. Werden die weite-
ren Ausfiihrungen auf drei-knotige Scheibenelemente bzw. vier-knotige Tetraeder-Elemente
beschrankt, tritt diese Differenz nicht auf. Aufgrund der konstanten Approximation der \Ver-
zerrungen ist fiir diese Elementtypen die Position des Integrationspunktes beliebig. O
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Unter der Annahme, das Verzerrungsfeld und somit auch der Spannungstensor ist raumlich
konstant, mul} die FlieRfunktion

o(c,0) = (n®n): o —qla) <0 (6.9)

lediglich in einem Punkt des finiten Elementes Uberpriift werden. Diese Vereinfachung trifft
sowohl auf das Finite-Elemente-Modell nach Kapitel 5, als auch auf das klassische Plastizitats-
modell nach Abschnitt 2.1 zu. Der Spannungstensor o in Gl. (6.9) folgt fir hyperelastische
Werkstoffmodelle zu

o = OgeW,(g°). (6.10)

Gl. (6.9) und (6.10) sind somit fiir beide betrachtete Modelle identisch. Mit der Forderung
e? = 0 VX € Q/0, fir das Modell mit diskontinuierlichen Verschiebungsansétzen berechnen
sich fur dieses Modell die elastischen Verzerrungen zu

E=e—eP=V""u—-¢ e=moVe)™ { und a=C (6.11)

Gemal Abschnitt 2.1 folgen die elastischen Verzerrungen fiir das klassische Plastizitatsmodell
zu
e =V¥"y —eP, P=(Mnm®n) A und a=A (6.12)

Um die weiteren Ausfiihrungen nicht unnotig zu erschweren, wird eine lineare Entfestigung
verwendet. Der NachriRbereich des Modells der unstetigen Verschiebungsfelder folgt somit den
Gleichungen

feu/H¢
_ _ _ 1 ft2u _ 1 ft2u
()= fu-H ¢ = Gr= (/0 Q=5 = Ho=g gt 61

Unter der Verwendung der charakteristischen Lange nach Gl. (6.6) resultiert die Entfestigungs-
evolution des klassischen Plastizitatsmodells zu

ftu/H
1 2
q(a) = ftu —Hao = gf = / q(a) da = 5 % l. = H= HC le. (614)
a=0

Anders als in Gl. (6.13) ist der Entfestigungsmodul H somit abhdngig von der Orientierung des
Risses. Fur das zweidimensionale Dreiecks-Element gilt

H(0) = H 1,(0). (6.15)

6.3.1 HOOKE-Materialmodell

Gemal} des vorangegangenen Abschnitts ist das elastische Materialmodell anhand eines Poten-
tials W, zu spezifizieren. Das erste in diesem Kapitel verwendete Modell ist das HOOKEsche
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Elastizitatsmodell. Die im folgenden betrachtete quadratische Energiedichtefunktion ¥, ist so-
mit von der Form
1 E 1 Ev 2 e

Wo(e) = = e gty - tree. 6.16
) =i s s ayaom e (6.16)

In Gl. (6.16) stellt £ den Elastizitatsmodul und » die Querkontraktionskonstante dar. Mit
Gl. (6.10) und dem symmetrischen 4-stufigen Einheitstensor 5™ folgt der konstante 4-stufige
elastische Werkstofftensor zu

E Ev

C = Ogenee Ve = IRE 101, 6.17
£ 1v  Oxni-2) % (6.17)

Da die weiteren Herleitungen mittels eines zweidimensionalen Beispiels graphisch illustriert
werden, mul3 auch das Potential W, fiir den ebenen Spannungszustand angegeben werden. Auf
der Grundlage von Gl. (6.16) wird ¥, fur den ebenen Spannungszustand zu

E 1 Fv 5,

1 e e
- et = Yy 6.18
511, € T 2lE (6.18)

U, (e°) =

spezifiziert. Die zweimalige partielle Ableitung von Gl. (6.18) nach dem elastischen \erzer-
rungstensor liefert den korrespondierenden elastischen Werkstofftensor

FE Tsvm Ev

C =
1+v 1—1v2

1®1. (6.19)

Die elasto-plastischen Materialmodelle sind mit den Gleichungen aus den Abschnitten 6.3 und
6.3.1 hinreichend beschrieben. Der erste Vergleich des klassischen Plastizitdtsmodells mit dem
Modell der C°-unstetigen Verschiebungsfelder erfolgt unter der Annahme des Fixed-Crack-
Konzeptes. Dieses Konzept basiert auf der Forderung, daR die Topologie der Ril3flache zeitlich
konstant ist (2 = 0).

6.3.1.1 Fixed-Crack-Konzept (n = 0)

In diesem Unterabschnitt erfolgt der Vergleich der beiden zuvor beschriebenen Modelle auf der
Basis des Fixed-Crack-Konzeptes. Der Vektor n, der die rdumliche Orientierung der RiRRober-
flache beschreibt, wird im folgenden daher als konstant postuliert (rn = 0). Die Herleitungen
des vorliegenden Abschnitts sind der Arbeit [MOSLER & MESCHKE 2002B] entnommen wor-
den.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird zunédchst im zweidimensionalen Raum der Span-
nungszustand
o:=osn@)@n@) mit n’ (@) =[cosh, sind] (6.20)

betrachtet. Da das RANKINE-Kriterium nur abhéngig von der maximalen Hauptspannung ist,
kann die kleinere Hauptspannung o, < o4 beliebig gewahlt werden. Um die Herleitungen in
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der Form von Diagrammen graphisch zu illustrieren, wird die Geometrie des finiten Elementes
nach Abb. 6.1a gewdhlt. Der Gradient der Rampenfunktion ¢ ergibt sich somit zu

VO e (60°, 120°) V¢! =0, 1.1547] (6.21)

Vo e (0° 60°) V! =[1.0, 0.57735]
Vo(0) =
VO € (120°, 180°) VT = [1.0, —0.57735].

Zur numerischen Umsetzung der beiden Verfahren wird der Return-Mapping-Algorithmus
angewendet (s. Abschnitt 2.4 und 5.9). Der Spannungstensor (6.20) stellt somit die Trial-
Spannung

o™ =o' n(0) @n(H) (6.22)

des Pradiktor-Schrittes dar. Im folgenden wird o > f,, gewahlt, so daR
" = o — fiu > 0. (6.23)

Der Korrektor-Schritt fuhrt mit den Gl. (6.11) und (6.19) zum Spannungstensor fiir das Modell
der C%-unstetigen Verschiebungsfelder

oc=0"—C:Aé mit Aé=(n(0) @ V()™ A (6.24)
sowie mit Gl. (6.12) zum Spannungstensor des klassischen Plastizitdtsmodells
o=0c"—C:Ae? mit Ae’ = (n(h) @n(d)) A (6.25)

Unter der Annahme der linearen Entfestigung (s. Gl. (6.13) und (6.14)) folgt aus der Fliel3be-
dingung (6.9) sowohl das Inkrement der Amplitude des Verschiebungssprunges

¢tr

MO = m@ en@) : C: () & V@) - (6:20)
als auch der plastische Multiplikator
AN(G) = ¢ (6.27)

(n(0) @n(0)) : C: (n(0) @n(0)) — H le(0)

Mit den Gl. (6.26) und (6.11) resultieren die erweiterten Verzerrungen und der Spannungskor-
rektor zu

AE(D) = (n(0) ® V()™ ACH) und Ac(f) = —C:Aé(d).  (6.28)

Analog wird mit den GI. (6.27) und (6.12) das Inkrement der plastischen Verzerrungen und der
Spannungskorrektor des klassischen Kontinuumsmodells zu

Ae?(0) = (n(0) @ n(0)) AXH) und Ac(f) = —C: AeP(0) (6.29)

berechnet.
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E [KN/cm?] | v | Gy [KNecm/cm?] | fiu [KN/cm?]
1000 0.3 0.01 1.0

Tab. 6.1: Materialparameter und Trial-Spannung.
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Abb. 6.2: Vergleich des Kontinuumsmodells auf der Basis der charakteristischen Ldnge nach
OLIVER vs. Konzept der C°-unstetigen Verschiebungsfelder: Vergleich des Inkre-
mentes der plastischen Verzerrungen Ae® vs. Inkrement der erweiterten Verzerrun-
gen Ag, (6 [°]): @) Agyy vs. Ael; b) Aéyy vs. Aeb, ¢) Aéyp vs. Aels,.

Um die Gl. (6.26)-(6.29) graphisch darstellen zu kdnnen, wird exemplarisch das finite Element
aus Abb. 6.1a mit den Materialparametern aus Tabelle 6.1 betrachtet. Mit der Trial-Spannung
o = 1.5 KN/cm? folgt die Trial-FlieRfunktion zu ¢* = 0.5 KN/cm?,

In Abb. 6.2 sind die Verzerrungstensoren & und &P in der Form eines Diagramms verglichen
worden. Hierbei ist die Trial-Spannung (6.22) beziiglich des Winkels 6 variiert worden. Die
Inkremente A& und AeP sind somit abhéangig von €. Im Gegensatz zum klassischen Kontinu-
umsmodell weisen die zum Modell mit diskontinuierlichem Verschiebungsansatz korrespondie-
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Abb. 6.3: Vergleich des Kontinuumsmodells auf der Basis der charakteristischen Ladnge nach
OLIVER vs. Konzept der C°-unstetigen Verschiebungsfelder: Vergleich des Inkre-
mentes der Spannungen Ao [KN/cm?], (6 [°]): @) Aoy b) Aoy, €) Aoys.

renden Graphen Sprungstellen auf. Diese Sprungstellen treten bei & = 60° und # = 120° auf.
Ein Vergleich mit Abb. 6.1a belegt, dal3 fir # = 60° und § = 120° die Rif3oberflache einen Ele-
mentknoten schneidet. Somit andert sich an diesen Punkten geméal Gl. (6.21) V¢ sprungartig.
Fur ¢ = 30°, § = 90° und # = 150° sind die Richtungen der Vektoren V¢ und n identisch. Im
Rahmen dieses Sonderfalls sind die Ergebnisse der beiden Modelle dquivalent (vgl. Anmerkung
I, Seite 98).

In Abb. 6.3 sind die Korrektorspannungen (6.28)- und (6.29), graphisch zusammengefal3t wor-
den. Die Parallelen zu den Abb. 6.2 sind offensichtlich. Aufgrund des isotropen Materialge-
setzes sind Ao und Aé bzw. Ao und AeP koaxial zueinander. Folglich unterscheiden sich
die Diagramme nur quantitativ bzw. im Vorzeichen. Somit weist auch der funktionale Verlauf
der Korrektorspannungen fiir das Modell mit diskontinuierlichen Verschiebungsfeldern in den
Punkten & = 60° und # = 120° eine Sprungstelle auf.
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Abb. 6.4: Vergleich des Kontinuumsmodells auf der Basis der charakteristischen Lange nach
OLIVER vs. Konzept der C%-unstetigen Verschiebungsfelder: Inkrement des plasti-
schen Multiplikators A\ [-] vs. Inkrement der Amplitude des Verschiebungssprunges

A¢ [em], (6 [°]).

Zur einfachen Analyse der beiden Modelle sind die Diagramme (6.2) und (6.3) jedoch we-
niger gut geeignet. Da sowohl die Verzerrungen als auch die Spannungen mittels eines zwei-
stufigen Tensors beschrieben werden, ist die Interpretation der Ergebnisse nicht leicht durch-
zufiihren. Dieser Nachteil wird beseitigt, indem die Amplitude des Verschiebungssprunges A¢
mit dem plastischen Multiplikator A\ verglichen wird. Das zum Vergleich korrespondierende
Diagramm ist Abb. 6.4 zu entnehmen. Die qualitative Ubereinstimmung der Ergebnisse ist zu
erkennen. Die Amplituden der GrofRen A¢ und A\ unterscheiden sich jedoch deutlich. Da A\
als eine Anderung einer Vergleichsverzerrung angesehen werden kann, A¢ aber den Zuwachs
einer Verschiebung darstellt, ist der Vergleich aus physikalischer Sichtweise weniger sinnvoll.

Eine skalare GroRe, die in beiden Modellen die gleiche physikalische Interpretation aufweist,
ist die spannungséhnliche Variable ¢. Demnach wird im folgenden Absatz die Anderung dieser
GroRe

Aq(AC) = —H; AC(A) und  Aq(AN) = —H, 1,(8) AN(6) (6.30)

fur beide Modelle miteinander verglichen. Die graphische Darstellung der GI.(6.30) ist in
Abb. 6.5 zusammengefal3t. Aus Abb. 6.5 ist zu erkennen, daB3 die GI.(6.30) aquivalent sind.
Die Variable ¢, die die aktuelle Zugfestigkeit des betrachteten Werkstoff darstellt, ist somit fir
beide Modelle identisch. Da dieses Ergebnis jedoch nur fir das finite Element aus Abb. 6.1
in Verbindung mit den Materialparametern aus Tab. 6.1 gezeigt worden ist, muf} die Giltigkeit
dieser Aussage fur beliebige finite Elemente und beliebige Materialparameter Uiberpriift werden.
Demnach ist die Aquivalenz

Aq(AQ)
e —H.AC

Ag(AN)

(6.31)
—H I, A\
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Abb. 6.5: Vergleich des Kontinuumsmodells auf der Basis der charakteristischen Lange nach
OLIVER vs. Konzept der C%-unstetigen Verschiebungsfelder: Aq(¢) = Hy A( vs.
Aq(AN) = 1. H; AX [KN/em?], (6 [°]).

zu zeigen. Anders als bei den Gleichungen zuvor wird im folgenden Absatz nicht die Ein-
schrankung auf zweidimensionale finite Elemente vorgenommen. Die weiteren Herleitungen
sind folglich auch fir Tetraeder-Elemente gultig. Unter Beriicksichtigung der GI. (6.26) und
(6.27) fiir den dreidimensionalen Spannungszustand vereinfacht sich die zu zeigende Aquiva-
lenz (6.31) zu

men):C:(n®Vy)=(naen):C: (nen) " (6.32)
Setzt man den Werkstofftensor (6.17) in Gl. (6.32) ein, wird die linke Seite von Gl. (6.32) in die
Form

(men):C: (n®Vyp) = T30 (n®n)+(1+l/];3(f_2y)1 :(n® V)
E Ev
:1+yn'V¢+(1+u)(1—2u)n'Vgp (6.33)
E(1-v)

_ , _ -1
S Hawi—a v Ve=tunk

=men):C:(n®n) "
uberfiihrt. Neben tensoriellen Umformungen ist im letzten Schritt der Herleitung von GlI. (6.33)
die Isotropiebedingung
mMen):C: (n®@n)=const Vn c R mit||n|,=1 (6.34)

implizit genutzt worden. Die Aquivalenz (6.31) ist mit GI. (6.33) bewiesen. Somit ist analog die
Gleichung

AC =1, AN (6.35)
erfullt. Die charakteristische Lange ,,verschmiert” demnach die Diskontinuitat des Verschie-
bungsfeldes ¢ in der Form einer \Vergleichsverzerrung A kontinuierlich auf das gesamte finite
Element.
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In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dall das Modell der eingebetteten diskontinuierlichen Ver-
schiebungsfelder zum gleichen Entfestigungsverhalten wie das klassische Plastizitatsmodell C°-
stetiger Verschiebungsfelder fuhrt (¢(a) = ¢(Q)).

6.3.1.2 Rotating-Crack-K onzept

Im AnschluB an die Analyse der zwei Materialmodelle im Rahmen des Fixed-Crack-Konzeptes
werden in diesem Abschnitt die Erweiterungen beziiglich des Rotating-Crack-Modells disku-
tiert. Im folgenden wird demnach die Restriktion n» = 0 aufgegeben.

Fur den Vergleich der verschiedenen Rimodelle wird das finite Element aus Abb. 6.1 mit den
Materialparametern aus Tabelle 6.1 betrachtet. Im Gegensatz zum Abschnitt 6.3.1.1 erfolgt die
Belastung weggesteuert in der Form

Vsymﬂ =u e R e;. (636)

Der einachsiale Verzerrungszustand (6.36) wird zundchst fur das klassische Plastizitatsmo-
dell analysiert. Fur den betrachteten Lastfall vereinfacht sich die aquivalente Spannung oo, =
(n®@mn):ozu

und n” =[1;0], (6.37)

= E
Co= — AN\, i =
(m®n):o==kr(u ; Ai) mit K T
wobei sich der Index (e); auf die einzelnen Belastungsschritte bezieht. Wird Gl. (6.37); in die
FlieRfunktion (6.9) eingesetzt, resultiert die verzerrungsahnliche Variable o zu

Kup— -
Neben der linearen Entfestigung (6.14) ist in Gl. (6.38) implizit berticksichtigt worden, dal aus
n” = [1; 0] fiir das finite Element aus Abb. 6.1 /. = 1.0 und somit H = H folgt. Exemplarisch
ist GI. (6.38) fiir zwei Verschiebungen u; ausgewertet worden. Die Ergebnisse lauten:

up = 0.002 = «=0.00114196 = q(a)= fiu — H a =0.9429,

6.39
u; = 0.004 = «=0.00323730 = ¢(a)= fiu — H o =0.8381. (6:39)

Da nach GI. (6.35) fur das finite Element aus Abb. 6.1 mit dem Belastungszustand (6.36) A =
AN gilt (I, = 1.0), kann « auch als RiBweite interpretiert werden. Im Rahmen des klassischen
Plastizitatsmodell ist aufgrund von n? = [1;0] und » = 0 kein Unterschied zwischen dem
Fixed-Crack- und dem Rotating-Crack-Konzept vorhanden.

Nach der Analyse des klassischen Kontinuumsmodells wird in diesem Absatz das Finite-
Elemente-Modell mit C°-unstetigem Verschiebungsfeld fiir den Lastfall (6.36) genauer betrach-
tet. FUr dieses Modell ist der symmetrische Verschiebungsfeldgradient (6.36) aus numerischen
Griinden besonders unginstig. Da fiir den betrachteten Belastungszustand n** = [1;0] bzw.
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0" = (° gilt, weist der hierzu korrespondierende Gradient der Rampenfunktion ¢ gemaRi
Gl. (6.21) eine Sprungstelle auf. Folglich ist damit zu rechnen, dalR im Rahmen der numeri-
schen Analyse zwei verschiedene Gradienten V ¢ berechnet werden.

In Abschnitt 6.3.1.1 ist fir das Fixed-Crack-Konzept gezeigt worden, dal} das RANKINE-
Kriterium in Verbindung mit dem isotropen HoOKEschen Materialmodell fiir das klassische
Plastizitatsmodell und fir das Finite-Elemente-Modell mit eingebetteten Diskontinuitdten des
Verschiebungsfeldes zur gleichen Entfestigung fuhrt (¢(«) = ¢(¢)). Da sich das Fixed-Crack-
und das Rotating-Crack-Konzept im ersten inelastischen Belastungsschritt nicht unterscheiden,
resultiert folglich aus dem vorgeschriebenen Verzerrungsfeld (6.36) (vgl. Gl. (6.39)) mit

up = 0.002 = ¢ =0.00114196 = ¢(¢) = fon — H ¢ = 0.9429. (6.40)

Das Ergebnis ist unabhangig davon, ob VT = [1.0;0.57735] fir 6" = 0° € [0°;60°], oder
V! = [1.0; —0.57735] fir 6 = 0° € [—60°;0°] angenommen wird. Der Spannungstensor
folgt mit Gl. (6.40) zu

0.9429 —-0.2536

. 41
—0.2536  0.2829 (6.41)

oc=C:[V¥u—-(na®Vyp) (=
Anders als die skalarwertige Amplitude des Verschiebungsfeldes  ist der Spannungstensor o
nach Gl. (6.41) abhangig vom verwendeten Gradienten V. Gl. (6.41) basiert auf V! =
[1;0.57735]. Fur V! = [1; —0.57735] andert sich das Vorzeichen der Schubkomponente. Die-
ser Unterschied hat einen direkten Einfluf® auf das nachste Lastinkrement. Wird «; von 0.002
um Awuq; = 0.002 auf 0.004 erhoht, ergibt sich der Vektor n zu

0.9429 —0.2536

' =10.9936; —0.1131] fir o =
n’ = [0.9936; —0.1131] a —0.2536  0.2829

:| +C: (81 X 61) 0.002 (642)
bzw.

.942 2
n” = [0.9936;0.1131] fir o' = [09 9 0.2536

0.2536  0.2829 ] +C:(e1®e) 0.002.  (6.43)

Da fiir die Gl. (6.42) und (6.43) somit n” # [1;0] gilt, kann die aus der FlieRfunktion und
den Trial-Spannungen berechnete Anderung der Amplitude des Sprunges des Verschiebungsfel-
des nicht identisch sein mit dem plastischen Multiplikator des klassischen Kontinuumsmodells.
Werden die Trial-Spannungen (6.42) und (6.43) zusammen mit Gl. (6.24) in die FlieRfunkti-
on (6.9) eingesetzt, folgt die Anderung von ¢ zu

u; = 0.004 = A¢ =0.001948 = (¢ = 0.00114196 4 0.001948 = 0.003090. (6.44)

Ein Vergleich der Gl. (6.44) mit (6.39) belegt unter Berlicksichtigung von [, = 1.0 die
unterschiedlichen Entfestigungsevolutionen der zwei Modelle. Somit ist fur Rotating-Crack-
Konzepte die in Abschnitt 6.3.1.1 bewiesene Aquivalenz nicht erfillt.
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Anmerkung I: Der betrachtete Belastungszustand ist einer der ungunstigsten konstruierba-
ren Lastfalle fiir das finite Element mit C°-unstetigen Verschiebungsfeldern und der Geometrie
aus Abb. 6.1. Der kiinstlich erzeugte Lastfall fiihrt dazu, dal der Gradient V¢ in jedem In-
krement seine Richtung dndert. Im Rahmen der numerischen Umsetzung wird dieses Problem
beseitigt, indem flr solche Spannungszustiande das Fixed-Crack-Konzept angewendet wird (s.
Anmerkung, Seite 106). Ein numerischer Vergleich des Fixed-Crack- mit dem Rotating-Crack-
Konzept wird in Abschnitt 7.3.2 gegeben.

Anmerkung I1: Wird ein klassisches Plastizitatsmodell mittels der charakteristischen Lénge
. nach [OLIVER 1989] modifiziert, ist zu berilicksichtigen, dal3 die Linearisierung von [,
beziiglich o zu berechnen ist. Da [. aufgrund der Orientierung der Ri3flache abhdngig vom
betrachteten Spannungszustand ist, gilt im allgemeinen dl. /0o # 0. Nach Kenntnis des Autors
wird in allen Veroffentlichungen jedoch implizit 0. /0o = 0 genutzt. O

6.3.2 NEO-HOOKE-Materialmodédll

In diesem Abschnitt wird gezeigt, da die Aquivalenzaussage (6.31) fiir beliebige isotrope
hyperelastische Materialmodelle nicht erfullt ist. Dazu wird exemplarisch das NEO-HOOKE-
Materialmodell nach [CIARLET 1988] betrachtet. Das Modell ist in Anhang E zusammenfas-
send dargestellt.

Den Ausgangspunkt der weiteren Herleitungen bildet das elastische Potential
U (C) =V (I, I, ) (6.45)

in Abhangigkeit der drei Hauptinvarianten des rechten CAUCHY-GREEN-Tensors C. Um
das Potential (6.45) im Rahmen der geometrisch linearen Theorie anwenden zu konnen,
wird zundchst der rechte CAUCHY-GREEN-Tensor in Abhéangigkeit vom GREEN-LAGRANGE-
Verzerrungstensor E zu
1

E:E(C—l) = C=2E+1. (6.46)
umgeschrieben. Da fiir die lineare Theorie e &~ E eine ausreichende N&herung darstellt, wird
der rechte CAUCHY-GREEN-Tensor zu

C~2e+1 (6.47)

approximiert. Unter der Annahme, das Materialverhalten ist elasto-plastisch, folgt das Potential
v, zu
U, (C°) mit C°=~2e°+1. (6.48)

Mit Gl. (6.48) und dem Zweiten Hauptsatz der Thermomechanik resultiert der Spannungstensor
somit zu (vgl. Abschnitt 2.1)
0 = 0geV¥, =2 Ve. (6.49)
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Die weiteren Betrachtungen erfolgen fir das Fixed-Crack-Konzept. Wird der erste inelastische
Lastschritt betrachtet, bestimmen sich die Spannungen im Rahmen des Modells der unstetigen
Verschiebungsfelder mit den Gl. (6.49) und (6.48) zu

o=20c¥. Mt C°=2 (V¥a —-A&)+1 und Aé=(n® V)™ A(. (6.50)
Analog folgt der Spannungstensor des klassischen Plastizitdtsmodells aus den Gleichungen
o=20c¥, mit C°=2 (V¥u—Ae’)+1 und Ae?P =n®@nAX  (6.51)

Unter der Annahme der linearen Entfestigung (6.13) folgt das Inkrement der Amplitude des
Verschiebungssprunges A¢ mit der Fliel3funktion (6.9) aus dem nichtlinearen Gleichungssy-
stem

(m®n):0=fiu—H AC mit o=0c(V¥"u,A(,n, Vo). (6.52)
GemaR den GI. (6.52) geht die Richtung des Gradienten der Rampenfunktion ¢ in die nicht-
lineare Tensorfunktion des Spannungstensors ein. Die zu Gl. (6.52) aquivalente Form fiir C°-
stetige Verschiebungsfelder resultiert zu

m®n):0=fiu—Ve-n H AN mit o=0c(V¥"u, A\ n). (6.53)

[
Im Gegensatz zu Gl. (6.52) wird V¢ in Gl. (6.53) lediglich linear mittels der charakteristi-
schen Lange I, beriicksichtigt. Um die in Abschnitt 6.3.1.1 bewiesene Aquivalenz der Entfesti-

gungsevolutionen fir das in diesem Abschnitt vorgestellte Modell zu widerlegen, werden die
Vektoren

n” =11:0;0], [V =[1;0;0] und [Ve@]" =11:0.2;0.2] (6.54)

betrachtet. Da somit
Vo) n=ve® .pn=1 (6.55)
gilt, sind die mit dem klassischen Plastizitatsmodell berechneten Ldsungen fiir die unterschied-
lichen Gradienten V() und V¢ identisch (es gilt AN = AX®)). Wird das Modell der
CO-unstetigen Verschiebungsfelder betrachtet, ergibt sich aufgrund der Aquivalenz n = V)
die Amplitude des Verschiebungssprunges zu A = AXD, Da durch direktes Einsetzen in
die Gl. (6.52) gezeigt werden kann, dal}
2 (n®@n): dceVe(C®) # fu — He ACY 6
mit C°=2 [V¥"u — (n® Ve®)»AcW] 41, (650
sind die Ergebnisse abhéngig vom Gradienten V. Unter der Annahme des NEO-HOOKE-
Materialgesetzes ist somit die Evolution der Entfestigungfunktion ¢ fiir die beiden betrachteten
Modelle nicht identisch. Demnach ist die Aquivalenz fiir allgemeine isotrope elastische Ma-
terialgesetze ebenfalls nicht erfullt. Das HookEsche Materialmodell aus Abschnitt 6.3.1.1 ist
somit als Sonderfall anzusehen.

Fir das Rotating-Crack-Konzept wird eine analoge Betrachtung nicht durchgefiihrt. Da das
Fixed-Crack-Konzept einen Sonderfall des Rotating-Crack-Konzept darstellt, kann die zu be-
weisende Gleichung fiir den allgemeineren Fall nicht erfllt sein.
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6.4 Anisotrope hyperelastische M aterialmodelle

In diesem Abschnitt wird das Finite-Elemente-Modell mit C°-unstetigem Verschiebungsfeld mit
einem klassischen Plastizitatsmodell verglichen, wobei das elastische Materialverhalten mittels
eines anisotropen hyperelastischen Materialmodells approximiert wird.

In Abschnitt 6.3.2 ist gezeigt worden, dal das NEO-HOOKE-Materialmodell im Rahmen des
Fixed-Crack- und somit auch im Rahmen des Rotating-Crack-Konzeptes fiir die beiden be-
trachteten Modelle zu unterschiedlichen Evolutionen der spannungsahnlichen Variablen ¢ fuhrt
(g(a) # q(C)). Daher muR auch die allgemeinere Menge der anisotropen hyperelastischen
Materialmodelle fiir das Finite-Elemente-Modell mit C°-unstetigem Verschiebungsfeld im Ver-
gleich mit dem Plastizitdtsmodell mit stetiger Verschiebungsabbildung zu einer unterschiedli-
chen Entfestigungsevolution fiihren.

Zur Analyse der beiden Modelle fiir anisotrope hyperelastische Materialgesetze werden in die-
sem Absatz die FlieRfunktionen (6.52) und (6.53) genauer betrachtet. Die Amplitude der Dis-
kontinuitét des Verschiebungsfelds berechnet sich aus der nichtlinearen GI. (6.52). Diese Glei-
chung ergibt sich zu

2 (n®n): 8Ce\I’e(Ce) = fiu — He AC (6.57)
mit C° =2 [V¥a — (n® Vo)A + 1. |

Analog folgt der plastische Multiplikator des Plastizitdtsmodells mit stetiger Verschiebungsab-
bildung nach Gl. (6.53) aus der Gleichung

2 (m®n):0ceVeo(C°) = fiu—n- Vo H AN
(6.58)
mit C°=2 [V¥"a — (n®@n)¥™A\ + 1.

GemaR Gl. (6.58) wird mittels der charakteristischen Lange I. = (n - V)~ ! der Entfesti-
gungsmodul H, beziiglich der Geometrie des betrachteten finiten Elementes modifiziert. OLI-
VER verandert somit lediglich die isotrope Entfestigungsevolution. Das Verfahren ist demnach
zur Modellierung von anisotropem Materialverhalten weniger gut geeignet. Im Gegensatz dazu
wird der Gradient V¢ in Gl. (6.57) im elastischen Potential berticksichtigt. Daher beeinflufit
V ¢ die anisotrope Materialantwort fur das Finite-Elemente-Modell aus Kapitel 5. Somit wer-
den im Rahmen des Modells der C°-unstetigen Verschiebungsfelder die anisotropen Effekte
erfalit.

6.5 Zusammenfassung

In dem vorliegenden Kapitel erfolgte ein Vergleich des Finite-Elemente-Modells aus Kapitel 5
mit einem Plastizitatsmodell C°-stetiger Verschiebungsfelder. Es wurde gezeigt, da neben der
analogen Form der Algorithmen der beiden Modelle, das RANKINE-Kriterium, zusammen mit
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dem HookEschen Elastizitatsmodell, im Rahmen des Fixed-Crack-Konzeptes fur die zwei
analysierten Implementierungen zu der gleichen Evolution der spannungsahnlichen Entfesti-
gungsvariable fihrt. Diese Aquivalenz war auf das Fixed-Crack-Konzept beschrénkt und wurde
nicht fur die Rotating-Crack-Formulierung verifiziert. Desweiteren wies das NEO-HOOKE Ma-
terialmodell diese Identitét nicht auf. Demnach stellt das HoOKEsche Elastizitdtsmodell ledig-
lich einen Sonderfall dar. Aus der Erweiterung des elastischen Potentials auf anisotrope Ten-
sorfunktionen wurde belegt, daR das Finite-Elemente-Modell aus Kapitel 5, im Gegensatz zur
Implementierung nach [OLIVER 1989], zur Approximation von anisotropem Werkstoffverhal-
ten geeignet ist.

Wie in Abschnitt 7.3.1 anhand einer numerischen Analyse aufgezeigt wird, folgt aus der aqui-
valenten Evolution der spannungsahnlichen Entfestigungsvariable fiir das Fixed-Crack-Konzept
mit HookEschem Elastizitdtsmodell und RANKINE-KTriterium, dal die Abhéngigkeit der nu-
merischen LOosungen vom Netzbias, mittels des neu vorgestellten finiten Elementes, nicht eli-
miniert wird.
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Kapitel 7
Numerische Beispiele

In diesem Kapitel wird die Leistungsfahigkeit der in Kapitel 5 hergeleiteten finiten Elemente
anhand unterschiedlicher Beispiele belegt.

Zu diesem Zweck wird zunéchst die Anwendbarkeit der vorgeschlagenen numerischen Im-
plementierung am einfachen Standard-Problem des Zugstabes demonstriert. Nach einer Stu-
die zur Abhéngigkeit der approximierten Losungen von der Orientierung der Diskretisierung
folgt ein numerischer Vergleich des Fixed-Crack- und des Rotating-Crack-Konzeptes. Anschlie-
Rend werden ausgewahlte zwei- und dreidimensionale Beispiele analysiert. Neben der Plasti-
zitatstheorie im Rahmen diskontinuierlicher Verschiebungsfelder wird auch die neu entwickelte
gekoppelte elasto-plastische Schadigungstheorie anhand praxisnaher Anker-Auszugs-Versuche
auf ihre Effizienz und Leistungsfahigkeit untersucht.

Alle verwendeten finiten Elemente sind im Programmsystem MSC. MARC mittels der Benut-
zerschnittstelle uselem (s. [MARC 2000], Band D) implementiert worden. Im Unterprogramm
uselem sind die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix und der Vektor der inneren Kréafte vom
Anwender zu definieren. Da bei der numerischen Umsetzung keine Informationen des angren-
zenden Nachbarelementes bendtigt werden (lokale Theorie), muf3 nicht auf Systemebene in das
Finite-Elemente-Programm eingegriffen werden.

7.1 Verwendetefinite Elemente

Die im Rahmen dieser Arbeit implementierten finiten Elemente werden im vorliegenden Ab-
schnitt zusammenfassend dargestellt. Neben den neu entwickelten Elementen werden auch klas-
sische Plastizitéts- und Fixed-Crack-Modelle mit C°-stetigem Verschiebungsfeld verwendet, um
die Ergebnisse der erweiterten Modelle sinnvoll interpretieren zu kdnnen.

Alle Elemente, die im weiteren Verlauf des vorliegenden Kapitels zur Berechnung der nume-
rischen Beispiele verwendet werden, sind zusammenfassend in Tab. 7.1 dargestellt. Neben der

129
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| Elementname || Knotenanz. | rauml.Dim. | @ | @ |
T3S 3 2 linear -
Q4s 4 2 linear -
Q8S 8 2 quadr. -
V8S 8 3 linear -
T3E 3 2 linear | linear
Q4E 4 2 linear | linear
Q8EL 8 2 quadr. | linear
Q8EQ 8 2 quadr. | quadr.
VB8E 8 3 linear | linear

Tab. 7.1: Ubersicht der verwendeten finiten Elemente.

Beschreibung der Elemente ist in Tab. 7.1 auch ein Namenskiirzel fir das entsprechende Ele-
ment eingefihrt worden.

Die erste Menge der finiten Elemente aus Tab. 7.1 ist durch eine C°-stetige Approximation des
Verschiebungsfeldes gekennzeichnet. In dieser Menge sind somit die Finite-Elemente-Typen
T3S, Q4S, Q8S und V8S enthalten. Die zweidimensionalen Elemente dieser Klasse sind im
Rahmen der Plastizitatstheorie gemal Abschnitt 2.1 und des ebenen Spannungszustandes pro-
grammiert worden. Sie unterscheiden sich lediglich durch die geometrische Form (Dreieck oder
Rechteck) und die Anzahl der Elementknoten. Zur Regularisierung der numerischen Ldsungen
beziiglich der verwendeten rdaumlichen Diskretisierung ist das Konzept der konstanten Bruch-
energie (s. Abschnitt 2.6 und 6.2) angewendet worden. Das dreidimensionale finite Element
V8S basiert auf dem vom Programmsystem MSC. MARC bereitgestellten RiRelement und wur-
de somit nicht neu programmiert. Analog zu den zweidimensionalen Elementen wurde zur
Regularisierung der numerischen Losungen das Konzept der konstanten Bruchenergie in die
bestehende Implementierung eingearbeitet.

Die zweite Menge der finiten Elemente gemal Tab. 7.1 ist dadurch charakterisiert, dal} zusétz-
lich zur glatten Deformationsabbildung @ ein diskontinuierliches Verschiebungsfeld . bertick-
sichtigt wird. Die Elemente T3E, Q4E, Q8EL, Q8EQ und V8E folgen der Implementierung
aus Kapitel 5. Analog zur Elementmenge des vorherigen Absatzes sind auch die zweidimensio-
nalen finite Elemente T3E, Q4E, Q8EL und Q8EQ im Rahmen des ebenen Spannungszustan-
des implementiert worden. Neben der Elementform und der Anzahl der Knoten ist fiir die in
diesem Abschnitt beschriebene Elementmenge die Ordnung der erweiterten Verschiebungsap-
proximation = zu differenzieren. Wie aus der Tabelle ersichtlich ist, stellt das Element Q8EQ
das einzige Element mit biquadratischem Ansatz fiir die erweiterten Verschiebungen dar. Das
Element Q8EL hingegen basiert auch auf einer biquadratischen Approximation des kompati-
blen Verschiebungsfeldes. Die sprungstetige Verschiebungsabbildung « wird jedoch lediglich
bilinear modelliert.
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Abb. 7.1: Einachsialer Zugversuch: Systemskizze und Materialdaten.

Die Unterteilung der finiten Elemente T3E, Q4E, Q8EL, Q8EQ und V8E hinsichtlich des
Fixed-Crack- und des Rotating-Crack-Konzeptes erfolgt im entsprechenden Abschnitt.

7.2 Einachsialer Zugversuch

Zu Beginn dieses Kapitels wird die Anwendbarkeit des vorgestellten Finite-Elemente-Modells
aus Abschnitt 5 belegt. Hierzu wird der einachsiale Zugversuch (s. Abb. 7.1) gewdhit.

Unter der Annahme einer linearen Entfestigung nach dem Erreichen der maximalen Zugfestig-
keit f., (RANKINE-Belastungsflache) wird die zum MakroriB (¢(¢) = 0)) korrespondierende
maximale Verschiebung aus der in Abb. 7.1 gegebenen Bruchenergie G zU (nax = %gf =
0.0002m ermittelt (s. Gl. (6.13)). Hieraus folgt das Last-Verschiebungs-Diagramm in Abb. 7.2.
Da das RANKINE-KTriterium zur Beschreibung des sproden Werkstoffes verwendet wird, resul-
tiert gemal Abschnitt4.3.4.1 eine Ril3flache senkrecht zur maximalen Hauptspannungsrichtung.
Im vorliegenden Beispiel verlduft die Ril3flache somit senkrecht zur Lastrichtung F'. Bei allen
betrachteten Diskretisierungen ist eine Imperfektion in der Form einer reduzierten Zugfestigkeit
um 0.25% in einem, am unteren Rand angrenzenden, finiten Element angesetzt worden. Hieraus

folgt eine inhomogene Spannungsverteilung.

7.2.1 Ebener Spannungszustand

Die Struktur aus Abb. 7.1 wird zundchst mittels der Hypothese des ebenen Spannungszustands
zweidimensional approximiert. Zur Uberpriifung der hergeleiteten Implementierung aus Kapi-
tel 5 werden exemplarisch die Elemente T3E und Q4E verwendet. Aufgrund des zur analy-
sierten Struktur korrespondierenden Spannungsfeldes ist der Unterschied zwischen dem Fixed-
Crack- und dem Rotating-Crack-Konzept fiir dieses Beispiel zu vernachldssigen. Die numeri-
schen Berechnungen aus Abschnitt 7.2 basieren auf dem Rotating-Crack-Konzept.
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Abb. 7.2: Einachsialer Zugversuch: Analytisch ermitteltes Last-Verschiebungs-Diagramm am
Lastangriffspunkt.

7.2.1.1 Element T3E

In diesem Unterabschnitt erfolgt die numerische Analyse des Beispiels aus Abb. 7.1 auf der
Basis des Elementes T3E. Wie bereits in Abschnitt 5.2.2 dargelegt worden ist, existiert fiir das
ebene drei-knotige Element nur ein einziger numerischer Lokalisierungsmode. Da somit nume-
rische Effekte, die auf verschiedene mogliche numerische Lokalisierungsmodi zuriickzufiihren
sind, a priori nicht existieren, mussen diese im Rahmen der Netzgenerierung nicht beriicksich-
tigt werden.

Zur Analyse des Dreiecks-Elementes sind fiinf verschiedene Diskretisierungen betrachtet wor-
den (Abb. 7.3-7.7). Ausgehend von Netz 1, welches am Verlauf des Risses orientiert ist, wird
mit Hilfe von Netz 2 die Unabhédngigkeit der numerischen Ldsung von der GroRe der finiten
Elemente gezeigt. Die Netze 3-5 hingegen dienen dazu, die Invarianz der Ergebnisse beziiglich
unstrukturierter Diskretisierungen zu belegen.

Die zu den Diskretisierungen Netz 1-5 korrespondierenden Last-Verschiebungs-Diagramme
weichen von der analytischen Losung (s. Abb. 7.2) nur im Promillebereich ab. Daher wird auf
eine Abbildung der Diagramme verzichtet. Auch das Verschiebungsfeld ist, bis auf die Position
der Unstetigkeit, fur alle Netze nahezu identisch. Diese Differenz resultiert jedoch unmittelbar
aus einer unterschiedlichen Position der Imperfektion fiir die verschiedenen Diskretisierungen.
Die einzige Abweichung von der Lokalisierungsanalyse in Abschnitt 4.3.4.1 scheint der nicht
gerade verlaufende RiR zu sein. Beriicksichtigt man jedoch, daR die RiRtopologie nicht C°-
stetig an den Elementrander verlaufen muf3, ist es moglich, daB in allen Elementen, in denen
Lokalisierung auftritt, die RiBnormale parallel zu der angreifenden Kraft F' verlauft. Dies ist
anhand der Knotenverschiebungen in Abb. 7.3-7.7 zu verifizieren.
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Abb. 7.3: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt der
vollstandigen Entfestigung: Netz 1.
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Abb. 7.4: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt der
vollstandigen Entfestigung: Netz 2.

Zusammenfassend wurde die Invarianz der numerischen Losungen beziglich der raumlichen
Diskretisierung fiir das finite Element T3E im Rahmen des analysierten Beispiels aus Abb. 7.1
belegt.

7.2.1.2 Element Q4E

In diesem Unterabschnitt wird das finite Element Q4E anhand des Beispiels aus Abb. 7.1 ana-
lysiert.

Analog zu den Dreiecks-Elementen wird das Beispiel fur funf verschiedene Diskretisierungen
berechnet (s. Abb. 7.8-7.12). Auch fur das Element Q4E wird zundchst mittels der Netze 1
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Abb. 7.5: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt der
vollstandigen Entfestigung: Netz 3.
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Abb. 7.6: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt der
vollstandigen Entfestigung: Netz 4.

und 2 die Unabhangigkeit der numerischen Losungen bezuglich der Grolie der finiten Elemen-
te gezeigt. Anders als bei dem Element T3E sind fiir das Element Q4E zwei verschiedene
numerische Lokalisierungsmodi maglich (s. Abschnitt 5.2.2). Um die unterschiedlichen Modi
getrennt zu analysieren, wird Netz 3 so konstruiert, dal3 der Ril in einem betrachteten lokali-
sierten Element immer zwei Knoten von den tbrigen zwei isoliert. Netz 4 hingegen dient zur
Untersuchung des anderen numerischen Lokalisierungsmodus. Hier wird in jedem Element ein
(drei) Knoten durch den RiB von den iibrigen getrennt. Diskretisierung Netz 5 dient zur Uber-
prifung der Kompatibilitat der beiden unterschiedlichen numerischen Versagensmodi.

Analog zu den Ergebnissen fiir das Element T3E folgen auch aus den Diskretisierungen Netz
1-5 fir das Element Q4E identische Last-Verschiebungs-Diagramme. Daher wird auf die Ab-
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Abb. 7.7: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt der
vollstandigen Entfestigung: Netz 5.

Abb. 7.8: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt der
vollstdndigen Entfestigung: Netz 1.

bildung der Diagramme verzichtet. Neben der Unabhéngigkeit der Ergebnisse von der GroRe
der verwendeten Elemente ist dadurch sowohl die Invarianz beziiglich verzerrter Netze als auch
die Invarianz bezuglich der verschiedenen numerischen Versagensmodi belegt worden. Jede der
finf Diskretisierungen Netz 1-5 resultiert im vollstandig entfestigten Zustand in einem diskon-
tinuierlichen Verschiebungsfeld, dessen Richtungsvektor parallel zur eingeleiteten Kraft ist.

Zusammenfassend wurde somit gezeigt, dad das Element Q4E zur numerischen Simulation von
lokalisiertem Versagen geeignet ist.
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Abb. 7.9: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt der
vollstandigen Entfestigung: Netz 2.

Abb. 7.10: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt
der vollstdndigen Entfestigung: Netz 3.

7.2.2 Dredimensionaler Spannungszustand (Element V8E)

Im AnschluB® an die Abschnitte 7.2.1.1 und 7.2.1.2 wird an dieser Stelle die Analyse des Bei-
spiels aus Abb. 7.1 im Rahmen des dreidimensionalen Spannungszustandes durchgefiihrt. Die
Berechnungen dienen zur Untersuchung des finiten Elementes V8E. Dabei wird in einem er-
sten Schritt die Invarianz der numerischen Ergebnisse bezuglich der GroRRe der verwendeten
finiten Elemente belegt. Im zweiten Schritt erfolgt die Analyse der unterschiedlichen numeri-
schen Lokalisierungsmodi. Hierbei ist fur das Element zwischen vier verschiedenen Modi zu
differenzieren (s. Abb. 5.1).
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Abb. 7.11: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable «. und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt
der vollstandigen Entfestigung: Netz 4.

Abb. 7.12: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt
der vollstandigen Entfestigung: Netz 5.

Bei der Untersuchung der verschiedenen moglichen numerischen Lokalisierungsmodi sind
nicht alle Modi zu Uberpriifen. Da gemdl Abschnitt 5.2.2 der Lokalisierungsmode nach
Abb. 5.1d bei wirfelférmigen finiten Elementen des Typus V8E identisch mit dem Lokalisie-
rungsmode nach Abb. 5.2b fiir das Element Q4E ist, werden im folgenden lediglich verzerrte
Netze betrachtet. Netz 1 aus Abb. 7.14 ist dadurch charakterisiert, dal die Ril3fliche das be-
trachtete finite Element in der Mitte schneidet und somit vier Knoten des Elementes von den
ubrigen vier trennt. Netz 2 aus Abb. 7.15, welches durch mehrmaliges Kopieren einer zweidi-
mensionalen Diskretisierung erzeugt worden ist, fuhrt dazu, dal? die Lokalisierungsflache zwei
(sechs) von den Gbrigen sechs (zwei) Knoten eines lokalisierten finiten Elementes isoliert. Im
Gegensatz zu Netz 1 und 2 weist Netz 3 aus Abb. 7.16 numerische Lokalisierungsmodi auf, wel-
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Abb. 7.13: Detail von Netz 3 (s. Abb. 7.16).

Abb. 7.14: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable o und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt
der vollstandigen Entfestigung: Netz 1.

che nur im dreidimensionalen Kontinuum bei acht-knotigen Quader-Elementen auftreten. Zur
Konstruktion der Diskretisierung Netz 3 werden mehrere Keile, die aus jeweils 4 Elementen zu-
sammengesetzt sind (s. Abb. 7.13), verwendet. Wird eines der zum Keil gehdrenden Elemente
mittels einer Imperfektion geschwécht, trennt der Rif3 bei diesen Elementen einen (sieben) Kno-
ten von den Ubrigen. Bei den an den Keil angrenzenden Elementen hingegen werden drei (fiinf)
Knoten von den restlichen isoliert. Anhand dieser Diskretisierung wird demnach die Kompatibi-
litdt der noch zu Uberprifenden numerischen Versagensmodi (s. Abb. 5.1a und 5.1c¢) verifiziert.

Die Diskretisierungen Netz 1-3 resultieren in Last-Verschiebungs-Diagrammen, welche nur mi-
nimal von der analytischen Ldsung aus Abb. 7.2 abweichen. Auch die zu den Diskretisierungen
korrespondierenden Verschiebungsfelder sind gemal Abb. 7.14-7.16 identisch mit den Ergeb-
nissen des ebenen Spannungszustands aus den Abb. 7.8-7.12.
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Abb. 7.15: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable «. und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt
der vollstandigen Entfestigung: Netz 2.
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Abb. 7.16: Einachsialer Zugversuch: Verteilung der internen Entfestigungsvariable . und Dar-
stellung der Knotenverschiebungen mittels der Richtungsvektoren zum Zeitpunkt
der vollstandigen Entfestigung: Netz 3.

7.2.3 Zusammenfassung

Im vorliegenden Abschnitt wurde anhand der Elemente T3E, Q4E und V8E gezeigt, dal} die
Finite-Elemente-Implementierung aus Kapitels 5 invariant beziiglich der GroRe der verwende-
ten finiten Elemente ist. Desweiteren wurde belegt, daf} die verschiedenen mdglichen nume-
rischen Lokalisierungsmodi geméaR Abschnitt 5.2.2 die numerische Ldsung nur unwesentlich
beeinflussen. Unabhéngig davon, ob lediglich ein spezieller Mode vorliegt oder verschiedene
Modi in den finiten Elementen durch den Belastungszustand hervorgerufen werden, andert sich
das berechnete \Verschiebungsfeld nicht.



140 Kapitel 7: Numerische Beispiele

4845 47 48.45
u,F
t = 0.127 [m]
E = 4.36-10> [KN/cm?]
25.4 v = 0.2
;(7.8 fuu = 04 [KN/cm?]
50.55 05 50.55 /7 Ge = 1.195-1073 [KN cm/cm?]
101.6

Abb. 7.17: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton:
Langenangaben (in [cm]) und Materialparameter.

7.3 Angekerbter Drei-Punkt-Biegebalken

Im Anschluf3 an das Beispiel des Zugstabes erfolgt die Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-
Biegebalkens. Die geometrischen Abmessungen und die Materialdaten der betrachteten Struk-
tur sind Abb. 7.17 zu entnehmen. Das numerische Beispiel aus Abb. 7.17 stellt einen Standard-
Benchmark in der Modellierung von Rissen bei Zugbeanspruchung dar (s. [MESCHKE, LACK-
NER & MANG 1998] und [MOSLER & MESCHKE 2002A]). Im Gegensatz zum Zugstab aus
Abschnitt 7.2 ist bei dieser Struktur zur Ausldsung von lokalisiertem Versagen keine Imperfek-
tion in der Form einer reduzierten Zugfestigkeit notwendig. Da durch die Belastung im Bal-
ken vorwiegend Biegemomente erzeugt werden, steigt die Spannungskomponente o, in der
Symmetrieachse bis zum Erreichen der Zugfestigkeit f;, an. Aufgrund der Kerbe im Symme-
triebereich des Tréagers wird dieser Effekt beschleunigt. Wird die Belastung in der Form der
vorgeschriebenen Verschiebung u weiter erhoht, schreitet der Ril3 vertikal in die Richtung der
Lasteinleitung fort.

Zur Modellierung des inelastischen Materialverhaltens des Einfeld-Trégers wird das RANKINE-
Kriterium auf Basis der Plastizitatstheorie verwendet. Die Entfestigungsevolution der span-
nungséhnlichen Variablen ¢(«) erfolgt exponentiell.

Im Rahmen numerischer Analysen des angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens werden zwei un-
terschiedliche Studien durchgefiihrt. In Abschnitt 7.3.1 wird die Abhangigkeit der numerischen
Ergebnisse von der Netzorientierung untersucht. Anschlieend wird in Abschnitt 7.3.2 das
Fixed-Crack- mit dem Rotating-Crack-Konzept verglichen.

Die Finite-Elemente-Analysen der Abschnitte 7.3.1 und 7.3.2 erfolgen verschiebungskontrol-
liert mit einer Schrittweite von Au = 1.27290 - 10—°cm. Als Konvergenzbedingung der numeri-
schen Berechnungen dient ein relativer Fehler der Residua. Mit dem Vektor der inneren Kréfte
@ und dem Vektor der duReren Krafte (¢) wird im vorliegenden Kapitel die Konvergenzbe-
dingung

@ — ]|

tol > :
P |oo

(7.1)
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verwendet. Dabei wird in den Abschnitten 7.3.1 und 7.3.2 die Fehlertoleranzgrenze zu tol =
10~ angesetzt.

7.3.1 Abhangigkeit der numerischen Ergebnisse
von der Netzorientierung

In Abschnitt 7.2 wurde die Invarianz der numerischen Losungen beziiglich der gewahlten Dis-
kretisierung belegt. Aufgrund der dort auftretenden, nahezu homogenen, Spannungsverteilung
ist es moglich, dal} die Topologie des Bereiches inelastischer Verformungen bei einem dis-
kontinuierlichen Verlauf der erweiterten \erschiebungsfelder an den Elementgrenzen von der
analytischen Losung abweicht (s. Abb. 7.5). In jedem lokalisierten finiten Element der Diskreti-
sierung aus Abb. 7.5 ist die Rifnormale parallel zur angreifenden Kraft F'. Interpretiert man die
lokalisierten Elemente als einen Makrorif3, so weicht die hierzu korrespondierende Topologie
jedoch von der analytisch berechneten Geraden ab. Die in den finiten Elementen berechnete
Lokalisierungsflache ist somit identisch mit der analytischen Losung. Die Topologie der inela-
stischen Bereiche weicht jedoch auf Strukturebenen in der Regel von der analytischen Ldsung
ab. Die Begruindung hierfir stellt die inkompatible Erweiterung des Verschiebungsfeldes dar.
Stetigkeit der erweiterten Verschiebungsfelder an den Elementgrenzen ist im allgemeinen nicht
erfillt.

Im Gegensatz zu Abschnitt 7.2 weist die Struktur aus Abb. 7.17 keinen homogenen Spannungs-
zustand auf. Dabei tritt der Bereich der maximalen Zugspannung zundchst an der Kerbe auf.
Nach einer RiRinitiierung pflanzt sich dieser Bereich entlang der Symmetrieachse in Richtung
der Lasteinleitung weiter fort. Somit lokalisiert auch das in Kapitel 5 entwickelte finite Element
mit inkompatibler Erweiterung des Verschiebungsfeldes nur in diesem Bereich der Struktur.

Um die Abhéngigkeit der Losungen von der Netzorientierung zu verifizieren, wird die Struk-
tur auf der Grundlage der verschiedenen, in Abb. 7.18 dargestellten, Diskretisierungen berech-
net. Wie aus Abb. 7.18 ersichtlich ist, unterscheiden sich die Netze durch eine vorgegebenen
Netzorientierung. Dabei ist das erste Netz an dem Verlauf des Risses gemal der analytischen
LOsung orientiert. Die tbrigen Diskretisierungen hingegen weisen eine Netzorientierung auf,
die von der Vertikalen abweicht. Hierbei wird die Netzorientierung von 0° in 2°-Schritten bis
10° modifiziert.

7.3.1.1 Element Q4S

Die verschiebungskontrollierte Analyse wird zunédchst auf der Grundlage des bilinearen Ele-
mentes Q4S durchgefiihrt. Zur Regularisierung der numerischen Lésungen wird der Materi-
alparameter «, der exponentiellen Entfestigungsevolution ¢(«) = fi, exp = gemaf der Ab-
schnitte 2.6 und 6.2 mittels der numerischen charakteristischen Lange /. und der Bruchenergie
Gr berechnet.
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Netz 8° Netz 10

Abb. 7.18: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton: Ver-
wendete Diskretisierungen.
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Abb. 7.19: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton: Last-
Verschiebungs-Diagramme auf der Grundlage des Elementes Q4S.

Zusammenfassend sind die Ergebnisse in Abb. 7.19 anhand eines Last-Verschiebungs-
Diagramms dargestellt. Bis zum Erreichen der maximalen Kraft F* sind die Unterschiede der
Last-Verschiebungs-Diagramme auf der Basis der Diskretisierungen Netz 0°-10° minimal. Im
Gegensatz dazu variiert die berechnete Strukturantwort beziglich der verschiedenen Diskreti-
sierungen im nach-kritischen Bereich deutlich. Proportional zur Abweichung der Netzorientie-
rung vom analytischen Rif3verlauf tritt ein wachsender Versteifungseffekt ein.
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Um die Ursache der Abhangigkeit der Last-Verformungs-Diagramme von der Netzorientierung
zu identifizieren, wird die Verteilung der internen Entfestigungsvariable « im Bereich des Ris-
ses untersucht. Die Verteilung der zu Mikro- und Makrorissen korrespondierenden Grofe « ist
Abb. 7.20 zu entnehmen. In Abb. 7.20 wird eine Abweichung der Topologie des Bereiches der
inelastischen Verformungen von der analytischen Losung deutlich. Neben dem Referenznetz 0°
weisen auch die Netze 2° und 4° einen geraden RiRverlauf auf. Dieser unterscheidet sich jedoch
aufgrund der vorhandenen Netzorientierung von der Referenzlosung des Netzes 0°. Erst fur die
Diskretisierungen Netz 6°, 8° und 10° ist eine Abweichung der Rif3topologie von der Netzori-
entierung zu erkennen. Die Differenzen der Last-Verschiebungs-Diagramme sind demnach auf
die unterschiedlichen Rif3topologien zurtickzufiihren.

7.3.1.2 Element Q4E

Im AnschluB® an die Analyse des Elementes Q4S erfolgt in diesem Abschnitt eine numeri-
sche Studie des Elementes Q4E. Die Implementierung des Elementes Q4E ist Abschnitt 5.9.1
zu entnehmen. GemaR Abschnitt 5.9.1 wird somit das Rotating-Crack-Konzept verwendet.
Der Materialparameter g wird zu 5 = 0.0 angesetzt. Demnach basieren, analog zum Ab-
schnitt 7.3.1.1, die folgenden numerischen Analysen auf der Plastizitatstheorie.

Die Ergebnisse der Finite-Elemente-Berechnungen sind in Form eines Last-Verschiebungs-
Diagramms in Abb. 7.21 dargestellt. Analog zu Abschnitt 7.3.1.1 sind die zu den unterschied-
lichen Diskretisierungen korrespondierenden Diagramme bis zur maximalen Last F' nahezu
identisch. Im post-kritischen Bereich ist die gleiche Abhéangigkeit der Ergebnisse von der Netz-
orientierung wie bei den Berechnungen auf der Basis des Elementes Q4S zu erkennen. Um die
quantitativen Unterschiede der numerischen Ergebnisse auf der Basis der Elemente Q4S und
QA4E zu untersuchen, werden die Last-Verschiebungs-Diagramme der Diskretisierung Netz 8°
fir beide Elemente in Abb. 7.22 zusammen dargestellt. Gemald Abb. 7.22 sind die Unterschie-
de zwischen den beiden Elementtypen sehr gering. Somit weist auch das Element Q4E eine
Abhéngigkeit der numerischen Ergebnisse von der Netzorientierung auf.

Die Verteilung der Amplitude der Verschiebungsdiskontinuitit im gerissenen Bereich des Bal-
kens bestétigt diese Aussage (s. Abb. 7.23). Analog zu den Last-Verschiebungs-Diagrammen
sind auch die Unterschiede zwischen Abb. 7.23 und Abb. 7.20 nur minimal.

7.3.1.3 Zusammenfassung

In Abschnitt 7.3.1 wurde das Element Q4E beziglich der Abhangigkeit der numerischen
Ldsungen von einer Netzorientierung analysiert. Dabei folgte aus dem Vergleich der Abschnit-
te 7.3.1.1 und 7.3.1.2, daB die mittels des Elementes Q4E berechneten Ldsungen nur minimal
von den Losungen abwichen, die auf der Grundlage des Elementes Q4S berechnet worden
sind. Somit sind die Finite-Elemente-Berechnungen mit dem Element Q4E hinsichtlich einer
Netzorientierung nicht invariant.
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Abb. 7.20: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton: \er-
teilung der internen Variable o auf der Basis des Elementes Q4S (Symmetrieachse,
vergroRert).
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Abb. 7.21: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton: Last-
Verschiebungs-Diagramme auf der Grundlage des Elementes Q4E.
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Abb. 7.22: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton: Ver-
gleich der Last-Verschiebungs-Diagramme der Elemente Q4S und Q4E fur Netz

8°.

Die Begrindung fur diese Aussage wurde bereits in Abschnitt 6.3.1.1 gegeben. In Ab-
schnitt 6.3.1.1 wurde gezeigt, dal3 die Entfestigungsevolution der spannungséhnlichen Varia-
blen ¢(c) fir ein Fixed-Crack-Plastizitdtsmodell mit C°-stetigem Verschiebungsfeld, zusam-
men mit der charakteristischen Lange nach OLIVER, und fiir das finite Element aus Kapitel 5
identisch ist. Da die Variable ¢(«) die Entfestigung und somit den post-kritischen Bereich der
Last-Verschiebungs-Diagramme kontrolliert, folgt, daR die Last-Verschiebungs-Diagramme auf
der Basis der Elemente Q4S und Q4E nur minimal voneinander abweichen.
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Abb. 7.23: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton: \er-
teilung der internen Variable o auf der Basis des Elementes Q4E (Symmetrieachse,
vergroRert).
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Anmerkung: Im Gegensatz zu Abschnitt 6.3.1.1 basieren die numerischen Analysen der Ab-
schnitte 7.3.1.1 und 7.3.1.2 auf der Grundlage des Rotating-Crack-Konzeptes. Da die RiR-
flachen im post-kritischen Bereich fir die Struktur aus Abb. 7.17 lediglich minimal ,,rotieren”,
ist jedoch ndherungsweise nn = 0 erfillt. O

7.3.2 Vergleichende Analyse des Fixed-Crack- und des Rotating-Crack-
Konzeptes

In diesem Abschnitt wird das Fixed-Crack-Konzept gemal Abschnitt 5.9.1 mit dem Rotating-
Crack-Konzept aus Abschnitt 5.9.2 bzw. Anhang D verglichen. Hierzu wird erneut der an-
gekerbte Drei-Punkt-Biegebalken aus Abb. 7.17 betrachtet. Zur Implementierung des Fixed-
Crack-Konzeptes und des Rotating-Crack-Konzeptes wird das Element Q4E herangezogen.
Die Finite-Elemente-Analysen des vorliegenden Abschnitts basieren auf der Diskretisierung
Netz 0° (s. Abb. 7.20). Diese Diskretisierung besteht aus 840 vier-knotigen Scheibenelemen-
ten des Typus Q4E. Analog zu Abschnitt 7.3.1 erfolgt die Approximation des inelastischen
Materialverhaltens auf Basis des RANKINE-Kriteriums und der exponentiellen Entfestigung

q(a) = fu exp {—oz &} : (7.2)

Gr
Die verformte Struktur im post-kritischen Bereich ist fir das Rotating-Crack-Konzept
Abb. 7.24a zu entnehmen. Die zu den zwei verschiedenen Konzepten korrespondierenden Last-
Verschiebungs-Diagramme sind in Abb. 7.24b zusammengefa3t. Gemald Abb. 7.24b ist der Un-
terschied zwischen den zwei Formulierungen bis zum Erreichen der maximalen Last F' zu ver-
nachldssigen. Im Gegensatz dazu weisen die Last-Verschiebungs-Diagramme der beiden Mo-
delle Differenzen im post-kritischen Bereich auf. Anders als bei dem Rotating-Crack-Konzept
treten bei dem Fixed-Crack-Konzept in diesem Bereich Konvergenzprobleme auf. Hierdurch
ist es nicht moglich, die numerische Simulation bei einer Verschiebung von v = 0.0127cm
fortzusetzen.

Um das Konvergenzproblem des Fixed-Crack-Modells zu analysieren, wird der Bereich der
RilRspitze genauer betrachtet. In Abb. 7.25 ist dieser Bereich vergroRert dargestellt. Abb. 7.25a
zeigt die Richtungen der maximalen Hauptspannungen fir das Rotating-Crack-Modell. In
Abb. 7.25b ist diese vektorielle GroRe fur das Fixed-Crack-Modell abgebildet. Aus den
Abb. 7.25 ist zu entnehmen, daR die Traktionsvektoren der positiven Hauptspannungen an
der Rispitze mit der Symmetrieachse der Struktur tbereinstimmen. GeméalR des RANKINE-
Kriteriums verlduft somit die RilRoberflache an der Ril3spitze horizontal. Da bis zu einer Ver-
schiebung von » = 0.0127 cm ein vertikaler RiR8 berechnet wird, ist die neu berechnete Ril3-
flache nicht kompatibel mit dem zuvor ermittelten Versagensmechanismus. Diese ,,falsche”
RiBtopologie kann im Rahmen des Fixed-Crack-Konzeptes im weiteren Verlauf der numeri-
schen Analyse nicht korrigiert werden. Hierdurch ensteht ein Versteifungseffekt, der zu Kon-
vergenzproblemen fuhrt. Im Gegensatz dazu dreht sich bei Verwendung des Rotating-Crack-
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Abb. 7.24: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton: a)
Verformte Konfiguration fir v = 0.0127 cm auf der Grundlage des Rotating-
Crack-Konzeptes (2000-fach tiberhohte Darstellung der Verschiebungen), b) Last-
Verschiebungs-Diagramme des Fixed-Crack-Konzeptes und des Rotating-Crack-
Konzeptes.
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Abb. 7.25: Numerische Analyse eines angekerbten Drei-Punkt-Biegebalkens aus Beton: Ver-
formte Struktur fir v = 0.0127cm (2000-fach tberhohte Darstellung der Ver-
schiebungen); vergroRert im Bereich der Kerbe; Pfeile symbolisieren die Richtung
der maximalen Hauptspannungen: a) Rotating-Crack-Konzept, b) Fixed-Crack-
Konzept.

Konzeptes der anfanglich horizontale Ril} im post-kritischen Bereich in die Richtung der maxi-
malen Hauptspannung, bis wieder eine vertikale Orientierung erreicht ist. Hierdurch wird der
Versteifungseffekt des Fixed-Crack-Konzeptes vermieden.



7.4 L-formige Scheibe 149

L = 05 [m]
L t = 02 [m]
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1 v = 0.2
ftu = 1000 [KN/m?]
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Abb. 7.26: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Systemskizze und elastische
Materialparameter.

Im vorliegenden Abschnitt wurde gezeigt, dal Versteifungseffekte, die aus dem Fixed-Crack-
Konzept hervorgehen, mittels des Rotating-Crack-Konzeptes vermieden werden. Diese \Verstei-
fungseffekte resultierten aus der unterschiedlichen RiRtopologie der Mikrorisse, die sich nicht
zu Makrorissen 6ffneten und denen der Primarrisse.

Anmerkung: Alternativ kann der Versteifungseffekt auch beseitigt werden, indem ein zweiter
RiR im GAuss-Punkt zugelassen wird. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird jedoch lediglich
das Rotating-Crack-Konzept betrachtet. GemaR [ROTS & BLAAUWENDRAAD 1989] sind nu-
merische Implementierungen auf der Basis des Rotating-Crack-Konzeptes robuster als jene auf
der Grundlage des Fixed-Crack-Konzeptes und weisen zudem geringere Locking-Effekte auf.
O

7.4 L-formige Scheibe

Die Strukturen aus den Abschnitten 7.2 und 7.3 weisen beide einen geraden Verlauf des Ris-
ses auf. Im allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall. Daher wird in diesem Unterkapitel ein
Standard-Benchmark berechnet, der zu einem gekrimmten RiRBverlauf fuhrt. Hierzu wird ei-
ne L-formige Scheibe betrachtet (s. [LACKNER 1999; HUEMER 1998; MENRATH 1999] und
[MOSLER & MESCHKE 2001B; MOSLER & MESCHKE 2001A]). Die Topologie der Struktur
und die elastischen Materialparameter sind Abb. 7.26 zu entnehmen. Die Belastung, die in der
Form einer vertikalen Verschiebung am rechten Rand der Struktur aufgebracht wird, fuhrt zu
einer RiBinitiierung in der singulédren Ecke der Scheibe. Neben der gleichmaligen vorgeschrie-
benen vertikalen Verschiebung ist an diesem Rand keine weitere Randbedingung der primaren
Variablen vorgeschrieben.
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Netz | Netz Il Netz 111

Netz IV Netz V Netz T
Abb. 7.27: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Verwendete Diskretisierungen.

Nach einer Riinitiierung an der einspringenden Ecke wachst der Ril} leicht geneigt nach unten
an. Wird die Belastung in der Form der vorgeschriebenen Verschiebung « weiter erhoht, andert
sich die Richtung des weiteren Rillverlaufes solange, bis ein horizontaler Verlauf vorliegt. Die-
ser RiR wachst bis zur gegentberliegenden Seite der einspringenden Ecke weiter an. Fir eine
ausfuhrlichere Darstellung des Versagensmechanismus wird auf [WINKLER 2001] verwiesen.
Neben numerischen Analysen sind dort auch die dazu korrespondierenden Versuchsergebnisse
an bewehrten und unbewehrten Betonproben enthalten.

Analog zu den Abschnitten 7.2 und 7.3 wird die Struktur mit unterschiedlichen Diskretisierun-
gen berechnet. Neben den Diskretisierungen Netz 1-V, die aus Rechtecks-Elementen zusammen-
gesetzt sind, wird auch eine Dreiecks-Diskretisierung, welche mit dem DELAUNY-Algorithmus
erzeugt worden ist, betrachtet. Zusammenfassend sind die Diskretisierungen in Abb. 7.27 dar-
gestellt.

Wie in den Arbeiten [LACKNER 1999], [WINKLER 2001] dargelegt wurde, ist die Systemant-
wort stark abhdngig von der berechneten Rif3topologie. Je stérker die numerisch berechnete
RiRtopologie vom gekrimmten Verlauf abweicht und zu einem horizontalen geraden Verlauf
ubergeht, desto geringer ist die maximal aufnehmbare vertikale Last F. Demnach ist anhand der
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Abb. 7.28: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Last-Verschiebungs-
Diagramme am Lastangriffspunkt fur das Element Q4S.

Last-Verschiebungs-Diagramme die Konvergenz der numerisch ermittelten Rif3topologie zur
analytischen Losung zu verifizieren.

7.4.1 Elemente Q4S und Q8S

Zu Beginn von Abschnitt 7.4 erfolgt die Analyse der Struktur aus Abb. 7.26 mittels der Ele-
mente Q4S und Q8S. Im Gegensatz zu Abschnitt 7.3 wird somit die numerische Berechnung
sowohl mit bilinearer als auch mit biquadratischer Approximation des Verschiebungsfeldes
durchgefuhrt. Zur Approximation des inelastischen Materialverhaltens wird unverdandert das
RANKINE-Kriterium, in Verbindung mit der exponentiellen Entfestigung ¢(«) = fu, exp ot
verwendet. GeméalR dem Bruchenergiekonzept wird «, auf der Grundlage der Bruchenergie
Gr=0.1 KN m/m? und der charakteristischen Lénge nach Abschnitt 6.2 ermittelt. Die verschie-
bungsgesteuerte Belastung erfolgt inkrementell in Schritten von Au = 1.5 - 105 m. Als ltera-

tionsabbruchbedingung dient GI. (7.1) mit tol = 1078.

Das Strukturantwortverhalten auf der Basis des Elementes Q4S fiir die Diskretisierungen |
bis V ist Abb. 7.28 zu entnehmen. Wie aus Abb. 7.28 ersichtlich ist, weisen die numerischen
Losungen fur die Modelle 1 bis 11 nur geringfugige Abweichungen auf. Die Ergebnisse der
Diskretisierungen IV und V, die auf einer groReren Anzahl von finiten Elementen basieren,
weichen jedoch deutlicher von den anderen numerischen Lésungen ab. Wie im weiteren Verlauf
dieses Abschnitts gezeigt wird, ist dies auf die nur unzureichend approximierte Ri3topologie der
Diskretisierungen I-111 zurtickzufihren.

Das zu Diskretisierung V korrespondierende verformte Finite-Elemente-Netz ist in Abb. 7.29
dargestellt. Anhand Abb. 7.29 ist der Verlauf des Risses fir « = 0.0015 deutlich zu erkennen.
Das zu Mikro- und Makrorissen dquivalente Verschiebungsfeld erstreckt sich von der einsprin-
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Abb. 7.29: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Verformte Diskretisierung
Netz V bei vollstandiger Belastung (Uiberhoht dargestellt).

genden Ecke bis kurz vor die gegeniiberliegende Seite. Desweiteren wird aus Abb. 7.29 ersicht-
lich, daB sich der restliche Anteil der Struktur im Entlastungszustand befindet. Die berechnete
RilRtopologie ist &quivalent zu der experimentell ermittelten Topologie (s. [WINKLER 2001]).

Da fiir die Struktur aus Abb. 7.27 eine starke Interaktion zwischen der Ritopologie und dem
korrespondierenden Last-Verschiebungs-Diagramm vorliegt (s. [WINKLER 2001]), wird im
Folgenden die Entwicklung des Bereiches inelastischer Verformungen analysiert. Die Vertei-
lung der internen Variablen « ist fiir die Diskretisierungen I-V in Abb. 7.30 dargestellt. Analog
zu den Last-Verschiebungs-Diagrammen nach Abb. 7.29 sind die Unterschiede in den Verteilun-
gen von « fiir die Diskretisierungen I-111 lediglich minimal. Jede der Diskretisierungen fuhrt zu
einem horizontalen, geraden RilRverlauf. Im Gegensatz dazu korrespondiert zu den FE-Netzen
IV und V ein gekrimmter Rif3. Dabei nimmt die Krimmung bei steigender Anzahl von finiten
Elementen zu. Die Unterschiede im globalen Strukturantwortverhalten sind demnach priméar
auf die Unterschiede in der approximierten Ri3topologie zuruickzufiihren.

In diesem Absatz erfolgen die gleichen Berechnungen mittels des Elementes Q8S. Im Gegen-
satz zum bilinearen Element Q4S basiert das finite Element Q8S auf einer biquadratischen
Approximation des Verschiebungsfeldes. Analog zum Element Q4S wird zur Interpretation der
numerischen Berechnungen, neben der Last-Verschiebungs-Diagramme in Abb. 7.31, auch die
Verteilung der internen Variable o herangezogen (s. Abb. 7.32). Vergleicht man die beiden Ab-
bildungen, fallt auch hier auf, daR das globale Strukturantwortverhalten maRgeblich von der Ap-
proximation des RiBverlaufes beeinflult wird. Beide Diskretisierungen, die einen geraden RiR3-
verlauf aufweisen (Netz I und I1), unterscheiden sich lediglich minimal im Last-Verschiebungs-
Diagramm. Aus feiner werdender Diskretisierung resultiert ein starker gekrimmter Riverlauf,
welcher wiederum eine hohere maximale aufnehmbare Last zur Folge hat. Analog zu den nu-
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Abb. 7.30: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Verteilung der internen Varia-
ble «, Diskretisierung mit Element Q4S (Eckbereich vergroliert).
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Abb. 7.31: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Last-Verschiebungs-
Diagramme am Lastangriffspunkt fiir das Element Q8S.
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Netz 111 Netz IV

Netz V

Abb. 7.32: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Verteilung der internen Varia-
ble «, Diskretisierung mit Element Q8S (Eckbereich vergroRert).

merisch berechneten Losungen auf der Basis des Elementes Q4S ist auch fur das Element
Q8S die Variation der Maxima der Last-\Verschiebungs-Diagramme primér auf die Ritopolo-
gie zurtickzufuhren. Dabei ist der quantitative Unterschied der Diagramme selbst zwischen den
Diskretisierungen Netz 1V und Netz V im post-kritischen Bereich gemal Abb. 7.31 betrachtlich.

7.4.2 Elemente T3E, Q4E, Q8EL und Q8EQ

Nach der numerischen Analyse der L-formigen Scheibe auf der Grundlage der Elemente Q4S
und Q8S werden im vorliegenden Abschnitt die gleichen Diskretisierungen mittels der Ele-
mente T3E, Q4E, Q8EL und Q8EQ berechnet. Dabei werden zu Beginn des Abschnitts die
bilinearen Elemente T3E und Q4E verwendet. AnschlieBend wird die Scheibe mittels der bi-
quadratischen Elemente Q8EL und Q8EQ analysiert.

Zusammenfassend sind die Ergebnisse der bilinearen Elemente T3E und Q4E in Abb. 7.33
dargestellt. Neben den verschiedenen Diskretisierungen ist fiir Netz IV auch ein Vergleich mit
dem Element Q4S zu entnehmen.
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Abb. 7.33: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Last-\Verschiebungs-
Diagramme am Lastangriffspunkt: a) Elemente Q4E (Netz I-V) und T3E
(Netz T), b) Vergleich Netz IV, Element Q4E und Q4S.

Vergleicht man Abb. 7.33a mit Abb. 7.28, féllt auf, dal sich die Diagramme nur geringfiigig
unterscheiden. Dies wird durch Abb. 7.33b bestatigt. Wie aus Abb. 7.33b ersichtlich ist, sind
die Unterschiede zwischen den Elementen Q4S und Q4E fiir Netz IV lediglich minimal.

Gemal Abschnitt 7.4.1 wird das Last-Verschiebungs-Diagramm malgeblich von der Topologie
des Risses beeinflul3t. Daher wird die Verteilung der internen Variable « analysiert. In Abb. 7.34
ist fur die Elemente T3E und Q4E der Bereich der inelastischen Deformationen fiir die ver-
schiedenen Diskretisierungen dargestellt. Der Vergleich von Abb. 7.34 mit Abb. 7.30 flhrt zur
gleichen Aussage wie die Analyse der Last-Verschiebungs-Diagramme. Analog zu den nume-
risch ermittelten Ergebnissen auf der Basis des Elementes Q4S verlaufen auch fir das Element
Q4E die Risse der Diskretisierungen Netz | bis Netz 111 horizontal. Erst das Modell Netz IV
weist einen gekrimmten RiRverlauf auf. Die aufgebrachte Netzorientierung wird folglich, dqui-
valent zum Element Q4S, erst ab der Diskretisierung IV tGiberwunden. Neben den Parallelen der
numerischen Ergebnisse fur die Elemente Q4S und Q4E werden bei den Diskretisierungen 1V
und V auch kleinere Unterschiede deutlich. Vergleicht man die Ergebnisse der beiden vier-
knotigen Elemente fiir die Diskretisierung Netz 1V, fallt auf, dal? der RiRverlauf fur das Element
QA4E starker gekrimmt ist. Gleiches ist ebenfalls fiir Netz V' zu beobachten. Der Unterschied
ergibt sich fiir Netz V als Differenz des Winkels a ~ 17°, basierend auf dem Element Q4S,
und o &~ 22°, basierend auf Element Q4E, zu Aa =~ 5°. Desweiteren weist lediglich die Ril3to-
pologie der Diskretisierung Netz V fiir das Element Q4E noch eine weitere Richtungsénderung
auf.

Falit man die Analysen der Last-Verschiebungs-Diagramme und der inelastischen Bereiche zu-
sammen, wird deutlich, da die Abweichungen der Ergebnisse auf der Basis des Elementes
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Abb. 7.34: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Verteilung der internen Varia-
ble o, Diskretisierung mit Element Q4E (Netz 1-V), bzw. T3E (Netz T) (Eckbereich
vergrofiert).

Q4E im Vergleich zum Element Q4S minimal sind. Sowohl fiir das Element Q4S als auch
fur das Q4E wurde die vorgegebene Netzorientierung erst ab der Diskretisierung IV tiberwun-
den, so dal} ein gekrimmter RiRBverlauf entsteht. Da die berechnete Strukturantwort maligeb-
lich von der Topologie des RiRverlaufes beeinfludt wird, resultierten aus diesem gleichartigen
EinfluR fir beide Elementtypen nahezu identische Last-Verschiebungs-Diagramme. Analog zu
Abschnitt 7.3.1 ist somit auch fiir die Analyse der L-formigen Scheibe mittels des Elementes
QA4E eine Abhéngigkeit der numerisch ermittelten Ergebnisse beziiglich der Netzorientierung
zu erkennen.

Im Anschluf? an die Analyse der L-férmigen Scheibe mittels der bilinearen Elemente T3E und
QA4E erfolgt die Berechnung auf der Grundlage der Elemente Q8EL und Q8EQ. Auf der Basis
des biquadratischen Elementes Q8S wird der diskontinuierliche Anteil des Verschiebungsfeldes
bilinear (Q8EL) bzw. biquadratisch (Q8EQ) interpoliert.

Das berechnete Strukturantwortverhalten fiir das Elementes Q8EL ist Abb. 7.35 zu entnehmen.
Analog zum Vergleich der Elemente Q4S und Q4E weisen auch die Ergebnisse der Elemente
Q8S und QB8EL nahezu identische Last-Verschiebungs-Diagramme auf (vgl. Abb. 7.35 mit
Abb. 7.31).
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Abb. 7.35: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: Last-Verschiebungs-
Diagramme am Lastangriffspunkt fur das Element Q8EL.

Die Ubereinstimmung der Ergebnisse fiir die finiten Elemente Q8S und Q8EL ist auch anhand
der Verteilung der internen Variable o geméal? Abb. 7.36 deutlich zu erkennen. Jede der fiinf
verschiedenen Diskretisierungen fuhrt zu einem Ril3verlauf, welcher fir die Elemente Q8S
und Q8EL nur unwesentlich abweicht. Dabei weisen die Diskretisierungen Netz | und 11 einen
geraden RiRverlauf auf. Wird die Anzahl der finiten Elemente erhoht, ist ab Netz 111 bereits eine
gekrimmte RiBtopologie zu erkennen. Diese Krimmung betrdgt fiir das Netz V im Bereich der
einspringenden Ecke ungefahr 20° (s. Abb. 7.36).

Um den Einflu? des Polynomgrads der Funktion Mg besser abzuschéatzen, erfolgt die glei-
che Analyse sowohl mit biquadratischem Ansatz der reguldren Verschiebungen als auch
mit biquadratischem Ansatz fiir das erweiterte Verschiebungsfeld «. Die folgenden numeri-
schen Analysen basieren somit auf dem Element Q8EQ. Die hierzu korrespondierenden Last-
\erschiebungs-Diagramme sind in Abb. 7.37a zusammengestellt. Um einen Vergleich fiir die
drei Elemente Q8S, Q8EL, Q8EQ zu ermdglichen, sind in Abb. 7.37b die Last-Verformungs-
Kurven fur Netz 1V dargestellt. Geméald Abb. 7.37b ist der Unterschied zwischen den Elementen
Q8EL und Q8EQ nicht sehr groR. Untersucht man Abb. 7.37b jedoch genauer, fallt auf, daf3
die Sprungstellen im Graph des Elementes Q8EQ gegeniiber Element Q8EL zunehmen. Diese
Aussage wird durch den Vergleich der Diagramme 7.35 und 7.37a bestétigt. Die Begriindung
fur diese Zunahme an Oszillationen ist in der steigenden Anzahl verschiedener numerischer Lo-
kalisierungsmodi des Elementes Q8EL zu finden. Sind gemaR Abschnitt 5.2.2 fir das Element
QB8EL lediglich zwei verschiedene numerische Lokalisierungsmodi mdglich, so erhoht sich die
Anzahl der Lokalisierungsmodi fur das Element Q8EQ. Da die Implementierung der Elemen-
te Q8EL und Q8EQ nach Abschnitt 5.9.1 auf dem Rotating-Crack-Konzept basiert, kann im
Rahmen des Return-Mapping-Algorithmus eine Oszillation zwischen zwei verschiedenen Lo-
kalisierungsmodi auftreten (s. Anmerkung, Seite 107). Die Anzahl der moglichen Oszillationen
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Abb. 7.36: Finite-Elemente-Analyse einer L-férmigen Scheibe: Verteilung der internen Varia-

ble o, Diskretisierung mit Element Q8EL (Eckbereich vergrofliert).

héngt dabei von der Anzahl der moglichen numerischen Lokalisierungsmodi ab. Somit weisen
die Last-Verschiebungs-Diagramme des Elementes Q8EQ mehr Sprungstellen auf als jene des

Elementes Q8EL.

Die Ril3topologie der Diskretisierungen Netz | bis V sind fur das Element Q8EQ aus Abb. 7.38

ersichtlich. Vergleicht man Abb. 7.38 mit Abb. 7.36 und 7.32, sind keine wesentlichen Unter-
schiede zu erkennen. Erst ab Netz I11 wird ein gekrimmter RiBverlauf berechnet, welcher mit

feiner werdender Diskretisierung fir Netz V in einem Winkel von 20° in der einspringenden
Ecke beginnt und nach einem horizontalen Verlauf leicht gekrimmt nach unten weiter verlauft.

Aus dem Vergleich der Ergebnisse auf der Basis der Elemente Q8EL und Q8EQ wird deutlich,

dal} der Grad der erweiterten Verschiebungen « aufgrund auftretender Oszillationen moglichst
gering zu wahlen ist. Eine Erhohung des Ansatzgrades des kompatiblen Verschiebungsfeldes @

hingegen verbessert die Auflosung der elastischen Materialantwort.
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Abb. 7.37: Finite-Elemente-Analyse  einer L-formigen Scheibe: Last-\Verschiebungs-
Diagramme am Lastangriffspunkt: a) fir das Element Q8EQ, b) Vergleich
fur Netz 1V: Element Q8S, Q8EL und Q8EQ.

7.4.3 Gekoppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodel |

Auf der Basis des Elementes Q4E und der Diskretisierung Netz IV wird in diesem Abschnitt
das gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmodell nach Abschnitt 5.8 zur Analyse der L-
formigen Scheibe herangezogen. Demnach wird der Materialparameter 5 nach Abschnitt 5.9.1
von Null verschieden gewdhlt. Im Gegensatz zu den vorherigen Abschnitten dieses Kapitels
wird die Entfestigungsevolution mittels der Gleichung

1 :
qla) = fry ——— mit o, =1.8-107"* (7.3)

2
(1-2)

vorgeschrieben und der Kopplungsparameter zu 5 = 0.3 angenommen. Die anderen Material-
parameter hingegen folgen unverandert aus Abb. 7.26.

Um neben dem Rifl3verlauf auch die anisotrope Degradation der elastischen Materialparameter
zu erkennen, werden die Verschiebungen zyklisch aufgebracht. Nach 4-maliger Be- und Ent-
lastung wird die verschiebungskontrollierte Berechnung bis zu einer maximalen Verschiebung
von v = 0.00138 fortgesetzt.

Die Ergebnisse der Analyse sind in Abb. 7.39 zusammengefalit dargestellt. Wie aus dem Ver-
gleich der Abb. 7.39a mit Abb. 7.34 zu erkennen ist, hat das erweiterte Materialmodell nur
einen sehr geringen EinfluB auf die Verteilung der internen Variable «. Dies ist darauf zuriick-
zufiihren, dal die Struktur bei Laststeigerung im Bereich der inelastischen Verformungen keine
Entlastungsvorgange erfahrt. Hierdurch sind die plastischen und die schadigungs-induzierten
Entfestigungsmechanismen nicht voneinander zu unterscheiden. Dieser Sonderfall tritt bei kom-
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Abb. 7.38: Finite-Elemente-Analyse einer L-férmigen Scheibe: Verteilung der internen Varia-
ble «, Diskretisierung mit Element Q8EQ (Eckbereich vergroRert).

plexeren Strukturen nicht auf. Dort sind aufgrund von Lastumlagerungsmechanismen die Rif3to-
pologien bzw. die Last-Verschiebungs-Diagramme, trotz globaler Belastung, fur Schadigungs-
und Plastizitatsmodelle unterschiedlich. Zur Verdeutlichung des Einflusses der Schadigung auf
die Materialantwort wird auf Abb. 7.39b verwiesen. Mit fortschreitender Belastung nimmt die

elastische Steifigkeit der Struktur ab.

7.5 Dredimensionale Anker-Auszugs-Versuche

Nach den zweidimensionalen Studien zur Abh&ngigkeit der finiten Elemente aus Kapitel 5 von
der rdumlichen Diskretisierung wird in diesem Abschnitt die dreidimensionale Implementie-
rung des erweiterten Elements V8E an praxisnahen Anker-Auszugs-Versuchen tiberpriift. Dabei
wird im ersten Beispiel (s. Abschnitt 7.5.1) der Anker parallel zur Stabachse belastet. Anschlie-
Rend erfolgt in der zweiten Berechnung (s. Abschnitt 7.5.2) die Beanspruchung auf Schub. Die
berechneten Strukturen sind beide der Arbeit [HOFMAN, ELIGEHAUSEN & OZBOLT 2001]

entnommen worden.
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Abb. 7.39: Finite-Elemente-Analyse einer L-formigen Scheibe: a) Verteilung der internen Va-
riable «, Diskretisierung mit Element Q4E, b) Last-Verschiebungs-Diagramm.

An dieser Stelle ist es notwendig zu erwéhnen, dal3 die in [HOFMAN, ELIGEHAUSEN &
OzBoLT 2001] durchgefiihrten numerischen Analysen gezeigt haben, daB die Ergebnisse we-
sentlich vom inelastischen Materialverhalten im Druckbereich beeinflult werden. Da das Ele-
ment VBE gemaR des RANKINE-Kriteriums im Druckbereich nicht zu inelastischen Verformun-
gen fuhrt, sind die in diesem Abschnitt berechneten Losungen nur begrenzt mit den Ergebnissen
aus der Arbeit [HOFMAN, ELIGEHAUSEN & OZzBOLT 2001] vergleichbar.

Beide Anker-Auszugs-Versuche werden im folgenden mittels zwei verschiedener Diskretisie-
rungen berechnet. Hierdurch ist es moglich, Aussagen beziglich der Approximationsgiite in
Abhéngigkeit der Diskretisierung zu erarbeiten. Detailierte Konvergenzuntersuchungen werden
nicht durchgefiihrt. Da in den vorangegangenen Abschnitten belegt worden ist, daR3 die numeri-
schen Analysen der finiten Elemente mit diskontinuierlicher Verschiebungsapproximation nur
minimal von denen auf der Basis von Plastizitatsmodellen mit C°-stetigem Verschiebungsfeld
abweichen, fiihrt eine Konvergenzuntersuchung fiir das Element V8E zu keinen neuen Ergeb-
nissen.

7.5.1 Anker-Auszugs-Versuche: Test 1

Der erste Anker-Auszugs-Versuch ist in Abb. 7.40 dargestellt. Aufgrund von Symmetriebedin-
gungen wurde nur eine Hélfte der Struktur diskretisiert. Neben den geometrischen Abmessun-
gen und der Definition der DIRICHLET-Randbedingungen sind sowohl die Materialparameter
des Betons als auch die des Stahlankers zu entnehmen.
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Beton:
= 3500 [KN/cm?]
v = 0.2
G = 7510=* [KNcm/cm?]

ftu = 025 [KN/cm?]

Stahl:

21000 [KN/cm?]
v = 03

Abb. 7.40: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1. Systemskizze
(L&ngenangaben in [cm]) und Materialparameter.

Das inelastische Materialverhalten des Betonwiirfels wird analog zu den numerischen Analy-
sen der Abschnitte 7.2, 7.3 und 7.4 mittels des RANKINE-Kriteriums beschrieben. Hierzu wird
das gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmodell nach Abschnitt 5.8 bzw. 5.9.1 verwen-
det. Desweiteren wird der Stahlanker mittels des HOOKESschen Materialgesetzes approximiert.
Folglich werden inelastische Verformungen des Ankers unterbunden und die Spannungen nicht
begrenzt. Zwischen dem randnahen Anker mit einem Kopfdurchmesser von 4 cm und einem
Stabdurchmesser von 2 cm und der Betonstruktur ist fir den Verbund eine vereinfachende An-
nahme getroffen worden. Um Inkonsistenzen beziiglich der vorhandenen Kontaktalgorithmen
im Programmsystem MSC. MARC zu umgehen, sind die Knoten in der Kontaktflache doppelt
definiert worden und die Translationen in horizontaler Richtung gekoppelt worden. Hierdurch
konnen Normalspannungen und horizontale Schubspannungen zwischen Anker und der Be-
tonstruktur Ubertragen werden, Schubspannungen in vertikaler Richtung jedoch nicht. Da be-
stehende Kontaktalgorithmen somit nicht genutzt werden, sind Konvergenzprobleme eindeutig
dem Materialverhalten zuzuordnen.

In den in [HOFMAN, ELIGEHAUSEN & OZzBOLT 2001] dokumentierten Versuchen wird die
aufnehmbare Last F durch eine lokale Schadigung in Hohe des Kopfbolzens begrenzt. Nach
dem Erreichen der maximalen Belastung ist die materielle Schédigung so stark angewachsen,
dal’ ein Abplatzen der Betondeckung zur randnahen Seite beobachtet wird. Die in [HOFMAN,
ELIGEHAUSEN & OzBOLT 2001] mittels des Microplane-Modells [BAZANT & GAMBAROVA
1984; BAZANT & OH 1985] durchgefiihrten Finite-Elemente-Berechnungen approximierten
den experimentell ermittelten Versagensprozel3 qualitativ und quantitativ gut. Hierbei ist zu
erwahnen, dal} eine starke Abhangigkeit der numerischen Analysen von der Variation der Ma-
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Abb. 7.41: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Verwendete Diskre-
tisierungen und Definition von drei ausgewahlten Punkten w1, u, us: @) Diskretisie-

rung grob, bestehend aus 820 trilinearen Elementen, b) Diskretisierung fein, beste-
hend aus 2802 trilinearen Elementen.

terialparameter dokumentiert wurde.

Zur numerischen Analyse des vorliegenden Anker-Auszugs-Versuches werden zwei unter-
schiedliche Diskretisierungen verwendet. Dabei wird die Systemsymmetrie berlicksichtigt und
lediglich eine Halfte der Struktur diskretisiert. Neben einer Diskretisierung, bestehend aus 820
trilinearen Elementen, die im folgenden Diskretisierung grob genannt wird, ist ebenfalls eine
Diskretisierung mittels 2802 trilinearen Elementen verwendet worden. Diese wird mit Diskreti-
sierung fein abgekiirzt. Beide Modelle sind in Abb. 7.41 dargestellt. Unveréndert zu den anderen
Abschnitten des vorliegenden Kapitels wird die Konvergenz der numerischen Berechnung mit
dem auf der Supremumsnorm basierenden Kriterium nach GI. (7.1) kontrolliert. Hierbei wird
jedoch abweichend von den zweidimensionalen Berechnungen die Toleranz auf tol = 1.0-107°
reduziert. Wie in einer zuvor durchgefiihrten Analyse bestatigt worden ist, sind die hieraus re-
sultierenden Abweichungen minimal. Die benétigte Rechenzeit reduziert sich jedoch deutlich.
Innerhalb eines Inkrementes der verschiebungskontrollierten Berechnung wird die \Verschie-
bungsamplitude u; um Au; = 2.156 - 10~*cm erhoht.

Um das Materialmodell aus Abschnitt 5.8 bzw. 5.9.1 hinreichend zu definieren, ist die Entfesti-

gungsfunktion ¢(«) zu spezifizieren. Analog zum Abschnitt 7.4.3 wird hierzu die hyperbolische
Funktion

o0

1 ) )
—— mit mit G = / " (o) da = fi, ay (7.4)
(1-2)

verwendet. Im Gegensatz hierzu wird die Entfestigung des Fixed-Crack-Elementes V8S linear

qhyp (Oé) = ftu
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postuliert. Demnach folgt die Funktion ¢(«) der Vorschrift

ftu/H

lin _ o H lin __ lin _ 1 fLZu

¢a) = fru— Ha mit G = ¢ (o) dal. = 5 I L. (7.5)
a=0

Die Anwendung zweier unterschiedlicher Entfestigungsevolutionen ist leicht zu motivieren. Bei
einer zuvor durchgefiihrten numerischen Analyse der beiden Diskretisierungen mittels des Ele-
mentes V8S unter Verwendung der hyperbolischen Entfestigung, sind schon in den ersten Inkre-
menten gravierende numerische Konvergenzprobleme verifiziert worden. Wie gezeigt werden
kann, ist der maximale Entfestigungsmodul bei gleicher Bruchenergie fir die hyperbolische
Entfestigung 4-mal groRer als bei einem linearen Verlauf ¢(«). Da die zuvor angesprochenen
Konvergenzprobleme auf die Grol3e des Entfestigungsmoduls zuriickfiihren waren, werden die-
se bei linearer Entfestigung vermindert. Fir das neu entwickelte finite Element V8E wird jedoch
die numerisch ungunstigere hyperbolische Entfestigung (7.4) verwendet.

Anmerkung: Die Last-Verschiebungs-Diagramme der folgenden Unterabschnitte beziehen
sich gemal der Diskretisierung auf eine Symmetriehdlfte der Struktur. Die im Experiment er-
mittelte Belastung ist daher durch zwei zu teilen. O

7.5.1.1 Element V8S

Analog zu den zweidimensionalen Berechnung wird die Struktur zuerst mittels eines finiten
Elementes auf der Basis eines C°-stetigen Verschiebungsfeldes analysiert. Dazu wird das in
MSC. MARC implementierte Fixed-Crack-Modell V8S herangezogen. Die Last-Verschiebungs-
Diagramme der zwei in Abb. 7.41 dargestellten Diskretisierungen sind fir die drei Verschie-
bungen uy, u, und us den Abb. 7.42 und 7.43 zu entnehmen. GemalR Abb. 7.43 enden die
Last-Verschiebungs-Diagramme unmittelbar nach dem Erreichen der maximal aufnehmbaren
Belastung. Sowohl fur die Diskretisierung grob als auch fiir fein war es aufgrund von Konver-
genzproblemen auch fir kleinere Lastschritte nicht moglich, die Analyse weiter fortzusetzen.
Somit wird der post-kritische Bereich nicht erfal3t. Die maximale Kraft F liegt bei 133.28 KN
fur die Diskretisierung grob und bei 120.27 KN fir das Netz fein. Demnach weisen die Maxi-
ma eine Differenz von ungefdahr 10% auf. Im Vergleich dazu betrégt die numerisch ermittelte
maximale Last F aus [HOFMAN, ELIGEHAUSEN & OZBOLT 2001] ca. 100 KN fiir eine Beton-
druckfestigkeit von 4 KN/cm?. Dieser Unterschied ist plausibel, da fiir das Element V8S keine
FlieRflache im Druckbereich vorgegeben ist und somit eine unendlich groRe Druckfestigkeit
unterstellt wird.

Um den Rilmechanismus zu verstehen, welcher zum Strukturversagen fihrt, sind in Abb. 7.44
und 7.45 die Verteilungen der internen Variable « dargestellt. Fiir beide Diskretisierungen ist der
letzte noch konvergierte Schritt abgebildet worden. Anhand eines Vergleiches der beiden Ab-
bildungen fallen die unterschiedlichen verwendeten Skalen auf. Da eine konstante Bruchenergie
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Abb. 7.42: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Last-Verschiebungs-
Diagramme fiir Element V8S: a) Punkt uy, b) Punkt u, (s. Abb. 7.41).
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Abb. 7.43: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Last-Verschiebungs-
Diagramme fir Element V8S: Punkt u3 (s. Abb. 7.41).

Gr bei unterschiedlichen Elementgrofien zu verschiedenen Entfestigungsmoduli H fiihrt, erge-
ben sich folglich auch fir die Variable o quantitative Differenzen. Eine einheitliche Skalar fir
beide Diskretisierungen ist demnach unzweckmalig.

Fur beide numerischen Analysen ist eine RiRinitilerung am Kopf des Ankers zu beobachten,
die sich horizontal ins Innere des Wirfels bzw. sich bis an die randnahe Oberflache weiter fort-
pflanzt. Im weiteren Verlauf der Belastung &ndert sich die Rilrichtung am Rand stark in die
vertikale Richtung, so daR kurz vor dem Erreichen der maximalen Kraft F die Ritopologie den
Kopf des Ankers mit dem vertikalen Auflager verbindet. Neben dem breiteren Bereich inelasti-
scher Verformungen fiir die Diskretisierung grob, welche auf die grofReren Elementabmessun-
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Abb. 7.44: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8S, Dis-
kretisierung grob: Verteilung der internen Variable o fiir u; = 2.436 - 10~2cm: a)
an der Oberflache des Betonwiirfels, b) Iso-Flachen-Darstellung.
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Abb. 7.45: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8S, Dis-
kretisierung fein: Verteilung der internen Variable o flir u; = 2.46 - 10~2cm: a) an
der Oberflache des Betonwiirfels, b) Iso-Flachen-Darstellung.

gen zuruickzufuhren ist, sind fur die zwei unterschiedlichen Diskretisierungen keine weiteren
Differenzen zu erkennen. Im Gegensatz zu den Ergebnissen aus [HOFMAN, ELIGEHAUSEN &
OzBOLT 2001] tritt kein lokaler Versagensmechanismus auf. Weitere Aussagen sind aufgrund
der schon friih aufgetretenen Konvergenzprobleme nicht moglich.
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Abb. 7.46: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8E, elasto-
plastisches Materialmodell: Last-Verschiebungs-Diagramme: a) Punkt «, b) Punkt
ug (S. Abb. 7.41).

7.5.1.2 Element VBE, elasto-plastische Analyse

Nach der Berechnung des Anker-Auszugs-Versuches auf der Basis des Elementes V8S, wer-
den in diesem Abschnitt die Diskretisierungen aus Abb. 7.41 mit dem Element V8E berechnet.
Hierbei wird zunéchst die Struktur mittels des elasto-plastischen Modells nach Abschnitt 5.9.1
fur 4 = 0.0 und in einem zweiten Schritt mit Hilfe des gekoppelten elasto-plastischen Schadi-
gungsmodells mit 5 = 0.2 berechnet.

Zusammenfassend ist die Systemantwort fur das Plastizitdtsmodell (5 = 0) in den Abb. 7.46
und 7.47 illustriert. Im Gegensatz zu den Analysen auf der Basis des Elementes V8S ist
trotz hyperbolischer Entfestigung die Strukturantwort deutlich bis in den post-kritischen Be-
reich hinein berechnet worden. Die Implementierung des Elementes V8E erweist sich demnach
als robuster als die des Elementes V8S. Neben diesem Unterschied ist besonders die geringe
Streuung der Ergebnisse fiir beide Diskretisierungen hervorzuheben. Die Differenz der Maxi-
ma der aufnehmbaren Kraft beispielsweise betragt 119.1KN-115.8KN=3.3KN bzw. ca. 2.8%.
Beide Maxima liegen somit deutlich unter den Werten, die auf der Basis des Elementes V8S
ermittelt worden sind. Die grol3e Abweichung zwischen den Elementen V8E und V8S ist auf
die unterschiedlichen zugrundeliegenden Riltkonzepte zurtickzufuihren. Anders als das Element
V8E basiert die Implementierung des Elementes V8S auf dem Fixed-Crack-Konzept. Da Fixed-
Crack-Modelle im allgemeinen zu ,,steiferem” Strukturverhalten als Rotating-Crack-Konzepte
neigen, lassen sich die Differenzen beztiglich der Maxima erkléaren (s. [ROTS & BLAAUWEN-
DRAAD 1989]).

Die zur Verschiebung u; = 2.795 - 10~2cm korrespondierenden Verteilungen der internen Va-
riable « sind in den Abb. 7.48 und 7.49 zusammengefalt. GemaRR Abb. 7.47 charakterisiert
wy = 2.795 - 10~2cm einen Belastungszustand im post-kritischen Bereich. Vergleicht man
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Abb. 7.47: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1. Element V8E,
elasto-plastisches Materialmodell: Last-Verschiebungs-Diagramm fir Punkt w3 (S.
Abb. 7.41).
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Abb. 7.48: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8E, elasto-
plastisches Materialmodell, Diskretisierung grob: Verteilung der internen Variable
o flr u; = 2.795 - 10~2cm: a) an der Oberflache des Betonwiirfels, b) Iso-Flachen-
Darstellung.

Abb. 7.48 mit 7.49 wird deutlich, dal’ die Unterschiede fiir die beiden Diskretisierungen nicht
sehr groR sind. Neben einem lokalisierteren Bereich inelastischer Verformungen bei der Dis-
kretisierung fein, welche auch hier auf die kleineren Elementabmessungen zuriickzufiihren ist,
ist nur im hinteren Bereich der Struktur eine Differenz zu erkennen. Die grofiere Aufweitung
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Abb. 7.49: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8E, elasto-
plastisches Materialmodell, Diskretisierung fein: Verteilung der internen Variable «
flr u; = 2.795 - 10~2cm: a) an der Oberflache des Betonwiirfels, b) Iso-Flachen-
Darstellung.

des plastischen Bereiches an dieser Stelle ist jedoch direkt mittels der sehr grof3en Elemente
des Netzes grob in diesem Gebiet zu erkldren. Trotz der unterschiedlichen betrachteten Bela-
stungszustande der Abb. 7.44 und 7.48, bzw. Abb. 7.45 und 7.49, wird deutlich, dal} sich die
RiRtopologie des Elemente V8S starker an dem zugrundeliegenden Finite-Elemente-Netz ori-
entiert. Im Gegensatz dazu verlduft der Ri3 fur das Element VBE ohne Knick vom Kopf des
Ankers diagonal zum vertikalen Auflager.

7.5.1.3 Element V8E, gekoppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell

Um den Einflul des verwendeten Materialmodells zu untersuchen, erfolgt im vorliegenden Ab-
schnitt die Analyse des Anker-Auszugs-Versuches auf der Basis des Elementes VBE mit einem
Kopplungsparameter von 3 = 0.2. Neben inelastischen Verformungen wird demzufolge auch
eine anisotrope Schédigungs-Degradation betrachtet.

Die Ergebnisse der Analysen sind in der Form von Last-Verschiebungs-Diagrammen den
Abb. 7.50 und 7.51 zu entnehmen. Im Gegensatz zur Berechnung mittels des Plastizitdtsmo-
dells (6 = 0) ist es lediglich moglich gewesen, den nach-kritischen Bereich bis zu einer \er-
schiebung von ca. u; = 0.025cm zu verfolgen. Durch auftretende Konvergenzprobleme konnte
die Analyse nicht weiter fortgesetzt werden. Da die Last-Verschiebungs-Diagramme dennoch
deutlich bis iber das Maximum hinaus berechnet worden sind, ist darauf verzichtet worden, die
Inkrementierung zu andern bzw. andere Iterationsalgorithmen zu verwenden.
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Abb. 7.50: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8E, ge-
koppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell mit 5 = 0.2: Last-Verschiebungs-
Diagramme: a) Punkt u, b) Punkt u, (s. Abb. 7.41).
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Abb. 7.51: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8E, ge-
koppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell mit 5 = 0.2: Last-Verschiebungs-
Diagramm fir Punkt u3 (s. Abb. 7.41).

Anmerkung: Die Konvergenzprobleme sind auf die Strukturebene beschréankt. Im Integrations-
algorithmus aus Abschnitt 5.9.1 traten derartige Probleme nicht auf. O

Ahnlich wie bei den Berechnungen in Abschnitt 7.5.1.2 ergeben sich fiir die Diskretisierungen
grob und fein nur relativ geringe Unterschiede. Ein Vergleich der Diagramme 7.50 mit 7.46
bzw. 7.51 mit 7.47 belegt, dal3 die Strukturantwort des elasto-plastischen Modells (5 = 0) von
der des gekoppelten elasto-plastischen Schadigungsmodell (3 = 0.2), trotz gleicher Bruchener-
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Abb. 7.52: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8E, ge-
koppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell mit 5 = 0.2, Diskretisierung grob:
Verteilung der internen Variable o fiir u; = 2.37- 10~2cm: a) an der Oberflache des
Betonwiirfels, b) Iso-Flachen-Darstellung.

gie, abweicht. Da das unterschiedliche Verhalten von Plastizitats- und Schadigungsmodellen
nur bei Entlastungen zu identifizieren ist, mussen demzufolge, aufgrund von Lastumlagerungs-
mechanismen, trotz globaler Belastung lokal Entlastungsvorgange auftreten.

Die anhand der Last-Verschiebungs-Diagramme verifizierten Unterschiede manifestieren sich
auch in den Verteilungen der internen Variable .. Sowohl fiir die Diskretisierung grob als auch
fur fein sind die Ergebnisse in den Abb. 7.52 und 7.53 dargestellt. Beide Abbildungen sind dem
letzten noch konvergiertem Schritt entnommen worden. Die Verteilungen der internen Variable
a unterscheiden sich gemél den Abb. 7.52 und 7.48 nur relativ gering. Im Gegensatz dazu
weisen die numerischen Analysen auf Basis der Diskretisierung fein fur die beiden betrachte-
ten Materialmodelle deutlichere Abweichungen voneinander auf. Der Unterschied ist dabei auf
den hinteren Teil der Struktur beschrénkt. Das gekoppelte elasto-plastische Schadigungsmodell
weist einen RiBverlauf auf, welcher an der Oberseite des Betonwiirfels mit der Geometrie des
vertikalen Auflagers tUbereinstimmt. Anders als beim gekoppelten Modell weicht die Ril3topo-
logie gemal’ dem Plastizitatsmodell (5 = 0) hiervon ab. Wie aus Abb. 7.49 ersichtlich ist, wird
fur das Plastizitatsmodell ein RilRverlauf berechnet, welcher im Gegensatz zu Abb. 7.53 im hin-
teren Bereich der Struktur mit der Symmetrieachse zusammenféllt. Desweiteren wird deutlich,
daB die Bereiche inelastischer Verformungen in Abb. 7.49 deutlich weiter streuen als jene in
Abb. 7.53.
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Abb. 7.53: Numerische Analyse eines Anker-Auszugs-Versuches: Test 1: Element V8E, ge-
koppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell mit 5 = 0.2, Diskretisierung fein:
Verteilung der internen Variable « flir u; = 2.58 - 10~2cm: a) an der Oberflache des
Betonwiirfels, b) Iso-Flachen-Darstellung.

7.5.2 Anker-Auszugs-Versuche: Test 2

Im zweiten dreidimensionalen Beispiel wird der Anker senkrecht zur Stabachse belastet. Die
Topologie der Struktur und die Definition der DIRICHLET-Randbedingungen sind in Abb. 7.54
illustriert (s. auch [MOSLER & MESCHKE 2002A]). Die Materialparameter des Stahlankers
und des Betons bleiben gegeniiber Abschnitt 7.5.1 unverandert. Wie auch in Abschnitt 7.5.1
entsprechen die Daten jenen in [HOFMAN, ELIGEHAUSEN & OZzBOLT 2001].

Analog zu Abschnitt 7.5.1 ist die Verwendung von Kontaktelementen mittels direkter Beriick-
sichtigung einer Kopplung der Verschiebungsfreiheitsgrade zwischen Beton und Anker approxi-
miert worden. Die doppelt definierten Knoten des Ankers der Lange 13.5 cm mit einer quadrati-
schen Grundflache von 2.5 cmx 2.5 cm werden fiir zwei Seiten nur normal zu den Ankerflachen
gekoppelt. Die tangentialen Komponenten des Traktionsvektor verschwinden folglich an den
Kontaktflache. Fir die der Belastung abgewendeten Seite ist keine Kopplung angesetzt worden.
Hierdurch ist es moglich, dal} zwischen Anker und Beton eine Fuge entsteht.

Zur numerischen Berechnung des Anker-Auszugs-Versuches werden die in Abb. 7.55 dar-
gestellten Diskretisierungen verwendet. Dabei wird die Rechenzeit durch Verwendung eines
symmetrischen Ersatzsystemes reduziert. Die Differenzierung hinsichtlich der beiden Finite-
Elemente-Netze erfolgt mit der Notation grob fir die Diskretisierung mit 564 Elementen und
fein fir die Diskretisierung mit 1222 Elementen. Die Verschiebungen werden in Inkrementen
der GroBe Aw = 0.20513 - 10~3cm aufgebracht und das Konvergenzkriterium nach Gl. (7.1)
mit tol = 10~° herangezogen.



7.5 Dreidimensionale Anker-Auszugs-Versuche 173

Beton:
= 3500 [KN/cm?]
v = 0.2
G = 7510~* [KNcm/cm?]
fiw = 0.25 [KN/cm?]
Stahl:
= 21000 [KN/cm?]

v = 0.3

Abb. 7.54: Finite-Elemente-Analyse des Anker-Auszugsversuches: Test 2: Systemskizze
(Langenangaben in [cm]) und Materialparameter.

a) b)

Abb. 7.55: Finite-Elemente-Analyse des Anker-Auszugsversuches: Test 2: Verwendete Diskre-
tisierungen: a) Diskretisierung grob, bestehend aus 564 trilinearen Elementen, b)
Diskretisierung fein, bestehend aus 1222 trilinearen Elementen.

Im Gegensatz zu Abschnitt 7.5.1 werden die Berechnungen im vorliegenden Abschnitt nur fir
das Element V8E unter der Annahme der Plastizitatstheorie (5 = 0) durchgefihrt. Da in einer
ersten Analyse mittels des Fixed-Crack-Elementes V8S schon zu Beginn Konvergenzprobleme
auftraten, wird darauf verzichtet die Ergebnisse darzustellen.
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Abb. 7.56: Finite-Elemente-Analyse des Anker-Auszugsversuches: Test 2: Element V8E,
elasto-plastisches Materialmodell: Last-Verschiebungs-Diagramme fiir die verwen-
deten Diskretisierungen.

Anmerkung: Analog zum Abschnitt 7.5.1 beziehen sich die Last-Verschiebungs-Diagramme
des vorliegenden Unterabschnitts gemal? der Diskretisierung auf eine Symmetriehdlfte der
Struktur. Die im Experiment ermittelte Belastung ist daher durch zwei zu teilen. O

Die zu den zwei Diskretisierungen korrespondierenden Last-Verschiebungs-Diagramme sind
Abb. 7.56 zu entnehmen. Nachdem die Belastung F' bis auf ungeféhr 12.5 KN angestiegen ist,
sind die plastischen Verformungen so stark angewachsen, daR das Strukturverhalten deutlich
weicher wird. Bei einer zunehmenden Laststeigerung tritt ab 18.2 KN fir die Diskretisierung
grob ein globaler Entfestigungseffekt auf. Im Gegensatz dazu betragt die maximal aufnehmbare
Belastung auf der Grundlage der Diskretisierung fein 19.4 KN. Somit ergibt sich die Differenz
der beiden Modelle zu 7%. Analog zu Abschnitt 7.5.1 sind lediglich relativ kleine Abweichun-
gen zwischen den Last-Verschiebungs-Diagrammen der Diskretisierung grob und fein festzu-
stellen.

In der Arbeit [HOFMAN, ELIGEHAUSEN & OZBOLT 2001] variiert das Maximum des Last-
Verschiebungs-Diagramm von 13.9 KN bis zu 16.4 KN. Die Differenz folgt aus unterschied-
lichen Betondruckfestigkeiten. Dabei basiert der Wert 13.9 KN auf einer Betondruckfestigkeit
von 1.5 KN/cm? und der Wert 16.4 KN auf einer Betondruckfestigkeit von 3.5 KN/cm?. Anders
als die Struktur aus Abschnitt 7.5.1 hat die Betondruckfestigkeit somit einen deutlich gerin-
geren Einfluf3 auf das Strukturantwortverhalten. Der malRgebliche Versagensmechanismus des
Anker-Auszugs-Versuches korrespondiert demnach zu Zugrissen. Da das Element V8E eine
Druckfestigkeit von oo impliziert, ist der Wert 19.4 KN (Netz fein) in Relation zu setzen mit
16.4 KN fiir eine Betondruckfestigkeit von 3.5 KN/cm?. Die in dieser Arbeit berechneten Last-
Verschiebungs-Diagramme weisen somit eine befriedigende Ubereinstimmung mit den Ergeb-
nissen in [HOFMAN, ELIGEHAUSEN & OZzBoLT 2001] auf.
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ADbb. 7.57: Finite-Elemente-Analyse des Anker-Auszugsversuches: Test 2: Element V8E,
elasto-plastisches Materialmodell, Diskretisierung grob: Verteilung der internen
Variable « fur v = 0.943598cm: a) an der Oberflache des Betonwiirfels, b) Iso-
Flachen-Darstellung.

Die zur Verschiebung u = 0.943598 cm korrespondierenden Verteilungen der inneren Variable
a sind den Abb. 7.57 und 7.58 zu entnehmen. Fir beide Diskretisierungen ist ein Abreil3en eines
Betonkegels als Strukturversagensmechanismus zu identifizieren.

Die Rifinitiierung beginnt dabei an singuldren Ecke des Ankers, an der Oberseite des Be-
tonwirfels. Bei weiterer Laststeigerung breitet sich der RiR in einem Winkel von ungefahr 75°
zur Richtung der eingeleiteten Kraft bis an die Vorderseite der Struktur aus. Hierdurch ent-
steht ein geschlossener Ril3verlauf, der dazu fihrt, dal? ein Betonkegel abreif3t und dadurch die
aufnehmbare Last begrenzt. Der Versagenstypus ist qualitativ identisch mit den Ergebnissen in
[HOFMAN, ELIGEHAUSEN & OzBOLT 2001].

Durch die Analysen der Anker-Auszugs-Versuche wurde die Anwendbarkeit und die Effizienz
des vorgestellten finiten Elementes VBE im Rahmen von Rif3simulationen belegt. Besonders
hervorzuheben ist hierbei die Robustheit der Implementierung. Selbst gegeniber linearer Entfe-
stigung, wie sie fiir das Element V8S verwendet wurde, erweist sich die Anwendung des neuen
Elementes V8E fir Strukturanalysen, wie anhand der numerischen Berechnung von Anker-
Auszugs-Versuchen gezeigt wurde, als robuster.
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Abb. 7.58: Finite-Elemente-Analyse des Anker-Auszugsversuches: Test 2: Element V8E,

elasto-plastisches Materialmodell, Diskretisierung fein: Verteilung der internen Va-
riable o flir v = 0.943598cm: a) an der Oberflache des Betonwiirfels, b) Iso-
Flachen-Darstellung.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Finite-Elemente-Modell zur Simulation von lo-
kalisiertem Versagen in Tragwerken vorgestellt. Auf der Grundlage einer Approximation der
Kinematik lokalisierter Versagenszustande mittels eines C°-unstetigen Verschiebungsfeldes er-
folgte die numerische Umsetzung anhand des Enhanced-Assumed-Strain (EAS) Konzeptes.

Im Anschluf3 an ein einleitendes Kapitel, indem die Motivation fiir diese Arbeit dargelegt wur-
de, wurden in Kapitel 2 zundchst Grundlagen der Plastizitatstheorie, der Schadigungsmechanik
und eines gekoppelten elasto-plastischen Schadigungsmodells fiir C°-stetige Verschiebungsfel-
der beschrieben. AnschlielRend erfolgte in Kapitel 3 eine Analyse der mathematischen und phy-
sikalischen Implikationen C°-unstetiger Verschiebungsfelder. Unter der Annahme einer Lokali-
sierung dissipativer Mechanismen in einer singuldren Flache wurde das inelastische Material-
verhalten mittels einer Traktions-\Verschiebungs-Beziehung approximiert. Zur Herleitung dieser
Beziehung wurden zwei unterschiedliche Verfahren vorgestellt und fiir ein Plastizitdtsmodell,
ein Schadigungsmodell und ein gekoppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell spezifiziert.

Die Berechnung der Orientierung der singuldren Flache war Gegenstand des Kapitels 4. Nach
einer kurzen Einfiihrung unterschiedlicher Formen materiellen Versagens wurden die Loka-
lisierungsbedingungen fur das Entstehen von Diskontinuitdten im Verzerrungsfeld und Dis-
kontinuitaten im \Verschiebungsfeld erldutert und die hierzu korrespondierenden Minimierungs-
probleme angegeben. Zur Losung dieser Optimierungsprobleme fiir beliebige Materialmodelle
wurde ein numerischer Algorithmus entwickelt. Dieser basiert auf einer konsistenten Linearisie-
rung im Rahmen des NEwTON-Verfahrens. Der Algorithmus wurde anhand unterschiedlicher
zwei- und dreidimensionaler Materialmodelle tGberprift.

Die theoretischen Betrachtungen des Kapitels 3, zusammen mit dem Algorithmus aus Kapi-
tel 4, wurden in Kapitel 5 zur Entwicklung eines Finite-Elemente-Modells fir lokalisierte Ver-
sagenszustdnde genutzt. Auf der Grundlage des EAS-Konzeptes wurde hierzu das PETROV-
GALERKIN-Verfahren herangezogen. Die Umsetzung erfolgte fiir ein Plastizitdtsmodell, ein
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Schadigungsmodell und ein gekoppeltes elasto-plastisches Schadigungsmodell. Die Erweite-
rung auf ,,rotierende” singuldre Flachen im Sinne des Rotating-Crack-Konzeptes wurde disku-
tiert und implementiert.

Da die Form des in Kapitel 5 entwickelten Algorithmus dquivalent zur numerischen Umsetzung
klassischer Kontinuumsmodelle aus Kapitel 2 ist, erfolgte in Kapitel 6 ein Vergleich eines Pla-
stizititsmodelles unter der Annahme C°-stetiger und C°-unstetiger Verschiebungsfelder auf der
Grundlage des RANKINE-Kriteriums. Analogien und Unterschiede der beiden Modelle wurden
untersucht.

Den Abschluf3 dieser Arbeit bildeten die numerischen Beispiele des Kapitels 7. Neben einfache-
ren numerischen Problemstellungen, die zur Uberpriifung der Leistungsfahigkeit des entwickel-
ten Finite-Elemente-Modells dienten, wurde ein dreidimensionaler Anker-Auszugs-Versuch
analysiert und mit Experimenten verglichen.

Die wesentlichen und neuartigen Gesichtspunkte der vorliegenden Arbeit konnen in folgender
Form zusammengefalit werden:

Theoretischer Teil

e \ergleich von zwei verschiedenen Verfahren zur Herleitung einer Traktions-
Verschiebungs-Beziehung (Projektionsalgorithmus, modifizierte Energiedichtefunktion)

e Entwicklung eines gekoppelten elasto-plastischen Schadigungsmodells im Rahmen C°-
unstetiger Verschiebungsfelder

e Entwicklung eines Mehrflachen-Plastizitatsmodells im Rahmen C°-unstetiger Verschie-
bungsfelder

e \ergleich von Plastizitatsmodellen basierend auf C°-unstetigen und C°-stetigen Verschie-
bungsfeldern

Numerischer Tell

e Entwicklung eines Algorithmus zur Berechnung der Orientierung singuldrer Flachen fiir
dreidimensionale Materialmodelle

e Numerische Umsetzung eines Finite-Elemente-Modells auf Basis sprungstetiger Ver-
schiebungsabbildungen ohne Verwendung der bisher tiblichen statischen Kondensation.
Dies hat den Vorteil, dal? der neu implementierte Algorithmus auf die Materialpunktebene
beschrankt ist.

e Entwicklung eines Integrationsalgorithmus fiir die im Rahmen der Finite-Elemente-
Formulierung diskontinuierlicher Verschiebungsansatze eingesetzten Materialgesetze in
aquivalenter Form zu klassischen Kontinuumsmodellen
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e Erweiterung des Konzeptes eingebetteter C°-unstetiger Verschiebungsfelder auf beliebige
finite Elemente (z.B. acht-knotiges Volumenelement, acht-knotiges ebenes Element mit
biquadratischer Verschiebungsapproximation)

e \ergleich unterschiedlicher polynominaler Ansatzgrade furr den diskontinuierlichen An-
teil des Verschiebungsfeldes

e Erweiterung fur ,,rotierende” singulére Lokalisierungsflachen

e \ergleich des Fixed-Crack und Rotating-Crack-Konzeptes im Rahmen C°-unstetiger Ver-
schiebungsfelder

e Komplexe dreidimensionale numerische Analysen mit einem Finite-Elemente-Modell ba-
sierend auf dem Konzept eingebetteter C°-unstetiger Verschiebungsfelder

8.2 Schlul¥folgerungen

Die in dieser Arbeit entwickelten Finite-Elemente-Modelle ermdglichen die Simulation ver-
schiedener anisotroper, lokalisierter \ersagensprozesse. Im Gegensatz zu den meisten existie-
renden Veroffentlichungen basiert die numerische Umsetzung nicht auf der statischen Kon-
densation. Die Implementierung kann somit auf die Materialpunktebene beschrankt werden.
Hierdurch wird es ermoglicht, den Return-Mapping-Algorithmus, wie er fiir klassische Konti-
nuumsmodelle seit den 90-er Jahren verwendet wird, zur Integration der Materialgesetze nahezu
unverandert anzuwenden. Es wurde gezeigt, dall mittels einer Erweiterung auf ,,rotierende” Lo-
kalisierungsflachen Locking-Effekte, wie sie bei der numerischen Analyse gerissener Strukturen
bei Verwendung des sogenannten Fixed-Crack-Konzeptes auftreten, reduziert werden konnen.
Eine Erhohung der Ansatzgrade des erweiterten Verschiebungsfeldes fiihrt hingegen nicht zu
einer Verbesserung der Approximationsgiite. Um dem anisotropen Verhalten gerissener Be-
tonstrukturen gerecht zu werden, wurde ein anisotropes elasto-plastisches Schadigungsmodell
fur C°-unstetige Verschiebungsfelder modifiziert. Die ausgearbeiteten Ergebnisse wurden in ein
dreidimensionales finites Element integriert. Zur Demonstration der Leistungsfahigkeit der vor-
geschlagenen numerischen Umsetzung wurden neben zweidimensionalen Problemstellungen
auch komplexere dreidimensionale Anker-Auszugs-Versuche analysiert. Hierdurch konnte ge-
zeigt werden, daf sich die numerische Implementierung gegentiber klassischer Fixed-Crack-
Modelle im Rahmen einer verschmierten Rilmodellierung als robuster erweist.

Neben diesen positiven Eigenschaften wurde fiir das Modell C°-unstetiger Verschiebungsfelder
jedoch auch eine Schwdche aufgezeigt. Aus der dquivalenten Evolution der spannungséhnli-
chen Entfestigungsvariablen fiir Fixed-Crack-Modelle mit C°-stetigem Verschiebungsfeld und
Fixed-Crack-Modellen mit C°-unstetigem Verschiebungsfeld folgte, daB das in dieser Arbeit
neu entwickelete finite Element die Abhéngigkeit der numerisch ermittelten Lésungen von ei-
ner Netz-Ausrichtung nicht beseitigen kann.



180 Kapitel 8: Zusammenfassung und Ausblick

Durch die Entwicklung eines Algorithmus zur Bestimmung der rdumlichen Orientierung der
Lokalisierungsflache wurde die Anwendung des Konzeptes eingebetteter C°-unstetiger Ver-
schiebungsfelder auf beliebige Materialmodelle ermoglicht. Anhand mehrerer numerischer Bei-
spiele ist die asymptotisch quadratische Konvergenz des Algorithmus belegt worden.

8.3 Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden bereits verschiedene Problemstellungen beziiglich C°-
unstetiger Verschiebungsfelder zur Simulation von lokalisierten \ersagensvorgangen analysiert
und beantwortet. Jedoch sind aus der Sicht des Verfassers insbesondere zwei Erweiterungen
sinnvoll:

e Obwohl das Modell nicht auf die geometrisch lineare Theorie beschrénkt ist, erfolgte die
Implementierung fiir infinitesimale Verformungen. Da lokalisierte Verformungszustiande
haufig mit groRen Verformungen und Verzerrungen einhergehen, ist die Erweiterung auf
finite Deformationen sinnvoll.

e Die andere offene Fragestelung betrifft die Modellierung von Mixed-Mode-Versagens-
zustanden. GemaR Abschnitt 5.4 ist die Orientierung der singuldren Flache nur fir das
RANKINE-Kriterium eindeutig bestimmt. Werden hiervon abweichende Materialmodel-
le verwendet, ist die Orientierung der singuldren Flache aus einer Mannigfaltigkeit von
maoglichen Orientierungen zu bestimmen. Fir komplexere Materialmodelle und Bela-
stungszustande sind die in Abschnitt 5.4 vorgeschlagenen Ansétze zu tberpriifen und
gegebenenfalls zu modifizieren.



Anhang A

Gleichungen fur Tensoren zweiter Stufe

Symmetrisch-antisymmetrische Zerlegung eines Tensor s

Jeder Tensor kann eindeutig in einen symmetrischen und in einen antisymmetrischen Anteil
zerlegt werden. Die Definition der Symmetrie bezieht sich hierbei auf die Komponenten des
Tensors. Skalare und Vektoren sind demnach symmetrisch. Fur Tensoren von hoherer Stufe
als 2 erfolgt die Definition Symmetrie durch die Definition der Transponierten. Somit wird die
Zerlegung des Tensors A in einen symmetrischen Anteil A®™ und in einen antisymmetrischen
Anteil skewA zu

1
Asym - (A 4 AT)
A= A" f skewA mit f (A1)
skewA := 3 (A—A").
spezifiziert. FUr zwei-stufige Tensoren gilt
skewA : AY™ = 0. (A.2)

Volumetrisch-deviatorische Zerlegung eines Tensor s

In der Literatur ist im wesentlichen zwischen zwei verschiedenen Zerlegungen zu differen-
zieren: Die multiplikative des Deformationsgradienten und eine additive Zerlegung. An dieser
Stelle soll lediglich die additive Aufspaltung

1
A=devA+vola mit Vo4 = 3tral (A3)

devA = A —volA

mit dem Deviator devA und dem Kugeltensor vol A betrachtet werden. Aquivalent zur Defi-
nition des Deviators ist die Bedingung tr[devA] = 0. Die Identitatsabbildung des Raumes der
zweistufigen Tensoren kann somit in einen deviatorischen und einen volumetrischen Anteil zer-
legt werden:

A=1:A mit I=1""+T1%; (A.4)
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mit den Definitionen der 4-stufigen Projektionstensoren

1A A 1
ovo 191 = ]Ivol und odev _I— 3 191 = ]Idev‘ (A5)

1
0A 3 0A

Spektralzerlegung und Invarianten eines Tensors zweiter Stufe
Jeder symmetrische Tensor zweiter Stufe kann in die Darstellung

3
i=1

uberfuhrt werden (s. z.B. [BASAR & WEICHERT 2000]). Ist eine Abbildung lediglich von den
Eigenwerten o; abhéngig, so erfullt sie a priori die Restriktionen der Isotropie. Haufig werden
anstelle der Eigenwerte die drei unabhdngigen Hauptinvarianten

8IA
Ig = A 94
1, OIT 5 ’
=3 —A: = A = - AT
IT4 2(trA A:A) A I41-A (A7)
— olll

genutzt. Eine oft verwendete Invariante stellt die zweite Deviatorinvariante

o 1 _ aJo 0Js
Jo = Ijeyg = 3 devA : devA = SdevA devA bzw. 94— devA (A.8)
dar. Gl. (A.8), reprasentiert somit eine isotrope Tensorfunktion, die fur alle Kugeltensoren zu
Null verschwindet.

SHERMAN-MORRISON Formel
Fur zwei-stufige Tensoren, die sich als Rang-1 Modifikation eines nicht singuldren zweistufigen
Tensors A darstellen lassen (es gilt also det A # 0), kann die Inverse in geschlossener Weise

ZUu
Al ab-A!

A b =A" - A9
[A+aeb 1+b-A ' -a (A.9)
angegeben werden. Fiir A = 1 vereinfacht sich die Gleichung zu
[1+a®b]‘1—1—L®b (A.10)
B 1+b-a '

Ableitung 0A~" /0A
Die Ableitung der transponierten Inversen eines Tensors zweiter Stufe nach dem Tensor selbst
wird mittels der Gleichung

AT . AT =1 (A.11)
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Zu

=T AT

!

!

<~

berechnet.

oA T 0AT
] T -T jk _
g Gdm A+ AT 528 ddg, =0 (A.12)
0A;" AT _ g1 94
8Al,,% Ik I 9 A
OA;;
6Al] AJTk AT = —Aj—z.1 Skt O AT
04" g
m = _Ami Aol



Anhang B

Ableitung eines Eigenvektors nach dem
korrespondierenden Tensor zweiter Stufe

In diesem Anhang wird die Ableitung eines Eigenvektors n nach dem korrespondierenden Ten-
sor zweiter Stufe o hergeleitet (s. [MOSLER & MESCHKE 2002A]). Nach Kenntnis des Autors
existieren in der Literatur nur geschlossene Losungen fir die Ableitung der Eigenwertbasis nach
dem korrespondierenden Tensor (s. z.B.[SIMO & TAYLOR 1991]). Da jedoch keine Bijektion
zwischen der gesuchten und der in [SIMO & TAYLOR 1991] enthaltenen Losung existiert, ist
die Ableitung On/do herzuleiten.

Die Grundlage der weiteren Ausfiihrungen bildet das Eigenwertproblem
o-n=.\n. (B.1)

Mit der Linearisierung der Gl. (B.1)

on on 0\

und der Restriktion
n-n=1 = n-dn=0 = n-—=0 (B.3)

ist die gesuchte Ableitung bestimmt. Fir die Ableitung des Vektors n nach der Komponente i
des Tensors o folgt die gesuchte Ableitung aus dem linearen Gleichungssystem

on

’I’I,T 0 aO'Z'j 0
[0'—)\1 —n} ox | —50: n |’ (B4)
S ~ g aO'ij i

Falls o drei verschiedene Eigenwerte aufweist, ist A stets reguldr. Im Falle von zwei oder drei
gleichen Eigenwerten wird eine numerische Perturbation durchgefiihrt.
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Anmerkung: Die Invertierung der Matrix A muf3 flr einen speziellen Vektor n nur einmal
erfolgen, da die Ableitungen bezuglich unterschiedlicher Komponenten von o lediglich mittels
des Koeffizientenvektors auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens gesteuert werden. Der
numerische Aufwand ist also gering. O



Anhang C

Die DIRAC-Delta Vertalung

Die Berechnung des Deformationsgradienten von C°-unstetigen \Verschiebungsfeldern der
Form

u=1u+[u] H (C.1)

erfordert die Bestimmung des Gradienten von u beziiglich der Koordinaten der Referenzkon-
figuration. Wie im Kapitel 3 postuliert, wird auch hier GRAD [u] = 0 angenommen. Die all-
gemeinere Form GRAD [u] # 0 bereitet keine weiteren Schwierigkeiten. Im folgenden wird
versucht, lediglich die zur Herleitung des Gradienten benétigten mathematischen Charakteristi-
ka der DIRAC-Delta Verteilung zusammenzustellen. Fir detailliertere Ausfiihrungen wird auf
[STAKGOLD 1967A; STAKGOLD 1967B; STAKGOLD 1998] verwiesen.

Definition des Tragerseiner vektorwertigen Abbildung f (supp)
Mit der Abbildung

(C.2)

gilt die Definition
supp[f] .= {X € R’ | f(X) # 0}. (C3)

Definition eines Funktionals
Es sei O der Raum der Abbildungen f mit f : R?> — R®. Dann ist der Raum der Testfunktionen
K durch die folgenden Restriktionen charakterisiert:

pe® pelC=R,R) und

K : . C4

PER = S R mite(X)=0Y¥X c {BeR ||[B—Alp>0}£0. &Y
Fir die betrachteten Rdume erfolgt die Definition eines Funktionals zu

f: OxK — R (C.5)

(u,p) — <u,p>.
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Definition einer Verteilung
Ist ein Funktional linear, gilt

Vozl,ozg e R

C6
Vo0, € K (©0)

<X auptawp,>=a <X, ¢ >+a <X, @, >

Ist ein Funktional linear und stetig, wird es auch Verteilung genannt. Die Eigenschaft der Stetig-
keit wird hierbei mittels einer Null-Folge von Testfunktionen definiert (s. [STAKGOLD 19678B].
Fur eine beliebige, lokal integrierbare Abbildung u € O wird nach [STAKGOLD 19678] die
Verteilung

<u,go>::/'u,-godV (C.7)
Q
definiert.

Regulare und singulare Verteilungen
Kann eine Verteilung mittels der lokal integrierbaren Funktion « in die Form

(o ole e}

<u,<p>:///u-<de1dX2dX3 (C.8)

—00 —00 —OO

uberfiihrt werden, so wird sie auch als regulédre Verteilung bezeichnet. Alle anderen Verteilun-
gen sind dementsprechend singuldr.

Definition der HEAVISIDE-Funktion
Mit GI. (C.7) kann die Definition der HEAVISIDE-Funktion zu

< Hg,p >= /HS p(X)dV = /Lp(X) dv (C.9
Q O+
erfolgen. Sie stellt demnach eine regulére Verteilung dar.

Definition der DIRAC-Delta-Funktion
Fir die DIRAC-Delta-Verteilung gelangt man somit zur Darstellungsform

< s, p >= /(5S p(X)dV = /go(X) dr. (C.10)
Q 0sQ2
Anders als die HEAVISIDE-Funktion ist sie somit singulér.

Defor mationsgr adient eines C°-unstetigen Ver schiebungsfeldes
Zur Berechnung des Deformationsgradienten wird analog zu [GARIKIPATI 1996] von der Ver-
teilung

/ GRADu - @ dV = / GRAD@ - o dV + / [u] (GRADH, - ¢) dV, (C.11)

Q Q Q
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basierend auf dem Verschiebungsfeld (C.1), ausgegangen. Unter Berlicksichtigung der Produkt-
regel
DIV(Hs ¢) = GRADH, - ¢ + H; DIV (C.12)

wird der zweite Term der GI. (C.11) in die Form

/ [u] (GRADH, - o) dV = / [u] DIV(H, @) dV — / [u] H,DIVodV  (C.13)

Q Q Q
uberfuhrt. Mit der disjunkten Zerlegung des Gebietes €2 (s. auch Abb. 3.1) wird der erste Term
der rechten Seite der Gl. (C.13) additiv in die Summanden

/[[u]] DIV (H; ¢) dV = / [u] DIV(Hg ) dV + / [u] DIV(Hg ) dV (C.14)
Q o+ 0-
aufgespalten. Da gemdaR der Definition des Raumes der Testfunktionen (C.4) die Menge
supp|¢] offen ist, demzufolge also keinen Rand aufweist, vereinfacht sich die Anwendung des
GAuss’schen Integralsatzes auf Gl. (C.14) zu

/ [u] DIV(H, @) dV = / [u] (¢-N°) H,dr+ / [u] (¢ N*) H,dr = 0. (C.15)
Q 0502 0502
Hierbei sind die Normalenvektoren N = — N~ = N an der singuldren Flache 9,2 eingefiihrt
worden. Unter Beriicksichtigung der Definition der HEAVISIDE-Funktion (C.9) und nochmali-
ger Anwendung des GAUsSS schen Integralsatzes wird GI. (C.13) in die vereinfachte Form

/ [u] (GRADH, @) dV = — / [u] H, DIV dV
) _ _Q/M DIV dV/
_ _7 [u] - N-dr

052

= / [u] - N dI
052
uberfiihrt. Wird des weiteren die Definition der DIRAC-Delta Verteilung (C.10) genutzt, geht
das Flachenintegral (C.16) in das Volumenintegral

/|[u]] go-NdF:/[[u]] p-N 5SdV:/(|[u]]®N)-go5st (C.17)

uber. Um den Gradienten der Gl. (C.1) zu berechnen, wird Gl. (C.17) zusammen mit (C.16) in
die Verteilung (C.11) eingesetzt. Da GI. (C.11) fur beliebige Testfunktionen aus K erfllt sein
muB, folgt unmittelbar die starke Form

GRADu = GRAD# + ([u] ® N) 6. (C.18)

(C.16)



Anhang D

M aterialmodell zur Simulation von
Mode-| Versagen

In diesem Anhang wird die numerische Umsetzung des Materialmodells nach Abschnitt 5.5.3
im Rahmen des ebenen Spannungszustands erldutert. Die weiteren Ausfiihrungen folgen der
Arbeit [MOSLER & MESCHKE 2002A].

Gemal} des Abschnitts 5.5.3 wird der regulére erweiterte Verzerrungstensor & fiir zweidimen-
sionale Problemstellungen zu

E=nave)™ (ML (meve)™ ™ mit n-m=0 (D.1)

spezifiziert. Analog zu Abschnitt 5.5.3 werden die zu ¢ und ¢ korrespondierenden Kom-
ponenten des Traktionsvektors ¢; mittels der Gleichungen

dp(o,0)=men):o—qla) mit a=|")| (D.2)

und
(men):o=0 (D.3)
kontrolliert. Mit der Kinematik (D.1) und der Rickwarts-EULER-Integration folgt der Span-
nungstensor zum Zeitpunkt ¢, zu
on1 = C: (VW1 — &) ~C: (n® V) AG —C: (m@ Vo) AGT. (D4

-~

o_tr

In Gl. (D.4) ist die Annahme einer zeitlich konstanten Topologie der singuldren Flache 92
verwendet worden. Fiihrt man die Koeffizienten

gu = (M®n):C: (neVe), gor = (M®@n):C: (naVey),

D.5
g2 = MRn):C:(MAVY), g = (Men):C:(meVy) (D-3)
ein und berdcksichtigt desweiteren GI. (D.4), geht Gl. (D.3) in die Form
m 1 n
A = — [(men): o™ — gn A, (D.6)

922
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uber. Die tangentiale Komponente der Diskontinuitat des Verschiebungsfeldes wird hierdurch
eine Funktion der Trial-Spannungen und der Normalkomponente von [u].

Wird durch ¢" = ¢(o™,a,) > 0 Belastung signalisiert, sind die Inkremente ACT(L’QI und
Agfl”j)l zu berechnen. Fir die betrachteten Gleichungen (D.2) und (D.3) wird hierzu Gl. (D.6)
in Gl. (D.1) eingesetzt, so dal} die Spannungen zum Zeitpunkt ¢,,, eine Funktion des Trial-
Spannungstensors und Ag}(ffl sind. Somit geht die Gleichung ¢, in die Form

non-2men| o~ o -] QD < gntIAGL) @D

tber. Die Ldsung Agﬂ’fl der nichtlinearen skalaren GI. (D.7) wird mit dem NEwTON-Verfahren
bestimmt. Die Linearisierung des Spannungstensors nach dem kompatiblen Verschiebungsfeld
@ ergibt sich mit den Gl. (D.7), (D.6) und (D.4) zu

do C:(ﬂ@V@)@[n@n—%m@n]:C
iva © 2 g oA )
[911 - 91;252;21} — D signA¢,
_ C:(meVp)e(maen):C (D.9)
922

. 3 _ 912 .
C.(m@ch)@[n@n g;;m@)n}.(c&
[911 — 2o gm} - D signACé@l 922

922
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Anhang E

Das NEO-HOOKE-M aterialmodédl|

In diesem Anhang wird das NEO-HOOKE-Materialmodell vorgestellt. Das hier erlduterte Mo-
dell ist der Arbeit [CIARLET 1988] entnommen worden.

Zur Bericksichtigung der Isotropiebedingungen wird das Potential des hyperelastischen Werk-
stoffmodells gemal
U (C) = VI, I, I11) (E.1)

in den drei Hauptinvarianten des rechten CAUCHY-GREEN-Tensors C' formuliert (s. An-
hang A). Im Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie folgt der zweite PIOLA-
KIRCHHOFF-Tensor S aus der Dissipationsungleichung zu (s. Abschnitt 2.1)

g% _ ,[0% 0Ic 0¥, Ollg = 0%, Ollig
T oCc ol oC ~ Ollg oC oIl 0C E2)
o, 0, o, dv, . '
= 2 {510 +8HC cl1-2 e C+2 ST I C™
Das NEo-HooKE-Materialmodell nach [CIARLET 1988] ist durch das Potential
\II(C):é(JQ—l)—logJ §+u +1u (Ic—3) mit J=,/II] (E.3)
¢ 1 2 2l VC c '

definiert. Mit der Linearisierung des Werkstoffmodells in der N@he der Referenzkonfiguration
lassen sich die Werkstoffparameter A und . in Abhéngigkeit des Elastizitdtsmoduls £ und der
Querkontraktionskonstanten v zu

Ev E
A=aToasy MM RE sy (E4)
berechnen. Fir das elastische Potential (E.3) spezifizieren sich die Spannungen (E.2) zu
ov A
=2—==(J2-1) C 1-C). E.5
S=25%=3 (-1 Cl+u(1-C") (E.5)
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192 Anhang E: Das NEO-HoOOKE-Materialmodell

Um das Verhalten des Materialmodells besser zu verstehen, wird in diesem Absatz ein ein-
achsialer Zugversuch betrachtet. Fir eine einfache Interpretation der Ergebnisse ist es hierbei
zweckmaRig, die Verzerrungsmalie in Abhangigkeit der Hauptstreckungen \; zu formulieren.
Der Deformationsgradient F' und der rechte CAUCHY-GREEN-Tensor C' vereinfachen sich so-
mit flr den betrachteten Versuch zu

3 3
F = Z)\Z e e; und C = Z/\ZZ e e; mit Ay = A3. (EG)

i=1 i=1

Unter Beriicksichtigung der Isotropie des Werkstoffmodells verschwinden die Schubkompo-
nenten des Spannungstensors .S fiir den analysierten Lastfall. Aufgrund der einachsialen Be-
lastung miissen sich desweiteren die transversalen Spannungskomponenten zu Null ergeben.
Mit dieser Restriktion wird eine Gleichung zwischen der achsialen Hauptstreckung A; und den
transversalen Hauptstreckung A, = A3 hergeleitet. Die Gleichung folgt der Abbildung

So2 (A1, A2) = Sa3(A1, A2) =0

1 1 \/(1 — ) —4N (v—1) v ED

+
A 20\ 2\ v

3

:}\‘3

N

[EEN

Hauptstreckung 2,

Hauptstreckung A,

Abb. E.1: Einachsialer Zugversuch fir das Potential nach Gl. (E.3), E=1.0: Hauptstreckungen
in Langsrichtung A; vs. Hauptstreckungen in transversaler Richtung Ay = As.

eingesetzt, ist es moglich das Potential und die (e);; Komponente des Spannungstensors in
Abhéngigkeit der Hauptstreckung A; zu formulieren. Zusammenfassend sind diese Herleitun-
gen in Abb. E.2 dargestellt. Hierbei ist der erste PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P und
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3
4 L 7
Py
) 5
> g O
S g
2 g | |
5 S | —— lineare Theorie
o § -4 H o—o 1. Piola—Kirchhoff -
= ‘; s—=4 2. Piola—-Kirchhoff
& K —-——- Cauchy
|
-8 | | I | | | |
0 0 1 2 3 4

Hauptstreckung A,

Hauptstreckung A,

b)

Abb. E.2: Einachsialer Zugversuch fir das Potential nach GI. (E.3), E=1.0, » = 0.3: a) Haupt-
streckungen in Langsrichtung A; vs. Potential ¥. (E.3) b) Hauptstreckungen in
Langsrichtung A\, vs. Komponente des Spannungstensors ().

der CAUCHY-Spannungstensor o~ mittels der Transformation

P=F.S ud o=J"'F.S - F7 (E.8)

berechnet worden. Die Gleichung W.();) stellt somit eine konvexe Funktion dar, fiir die
limy, 0 We(A) = oo und limy, o Pe(A1) = o0 gilt.
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Christian Scholz:
Ein Beitrag zur Gestaltsoptimierung druckbelasteter Rotationsschalen (Dezember 1989)

J. Badur/H. Stumpf:
On the influence of E. and F. Cosserat on modern continuum mechanics and field theory
(Dezember 1989)

Werner Fornefeld:
Zur Parameteridentifikation und Berechnung von Hochgeschwindigkeitsdeformationen
metallischer Werkstoffe anhand eines Kontinuums-Damage-Modells (Januar 1990)

J. Saczuk/H. Stumpf:
On statical shakedown theorems for non-linear problems (April 1990)

Andreas Feldmuller:
Ein thermoplastisches Stoffgesetz isotrop geschadigter Kontinua (April 1991)

Ulfert Rott:
Ein neues Konzept zur Berechnung viskoplastischer Strukturen (April 1991)

Thomas Heinrich Pingel:
Beitrag zur Herleitung und numerischen Ralisierung eines mathematischen Modells der
menschlichen Wirbelsaule (Juli 1991)

O. T. Bruhns:
GrolRe plastische Formanderungen - Bad Honnef 1991 (Dezember 1991)

J. Makowski/J. Chroscielewski/H. Stumpf:
Computational Analysis of Shells Undergoing Large Elastic Deformation
Part I: Theoretical Foundations

J. Chroscielewski/J. Makowski/H. Stumpf:
Computational Analysis of Shells Undergoing Large Elastic Deformation
Part Il: Finite Element Implementation

R. H. Frania/H. Waller:
Entwicklung und Anwendung spezieller finiter Elemente fiir Kerbspannungsprobleme im
Maschienebau (Mai 1992)
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B. Bischoff-Beiermann:

Zur selbstkonsistenten Berechnung von Eigenspannungen in polykristallinem Eis unter
Berlcksichtigung der Monokristallanisotropie (Juli 1992)

J. Pohé:

Ein Beitrag zur Stoffgesetzentwicklung fur polykristallines Eis (Februar 1993)

U. Kikillus:
Ein Beitrag zum zyklischen Kiechverhalten von Ck 15 (Mai 1993)

T. Guo:
Untersuchung des singuldaren Rispitzenfeldes bei stationdrem RiBwachstum in
verfestigendem Material (Juni 1993)

Achim Menne:
Identifikation der dynamischen Eigenschaften von hydrodynamischen Wandlern (Januar
1994)

Uwe Folchert:
Identifikation der dynamischen Eigenschaften Hydrodynamischer Kopplungen (Januar
1994)

Jorg Korber:
Ein verallgemeinertes Finite-Element-Verfahren mit asymptotischer Stabilisierung
angewendet auf viskoplastische Materialmodelle (April 1994)

Peer Schiel3e:
ein Beitag zur Berechnung des Deformationsverhaltens anisotrop geschadigter Kontinua
unter Beriicksichtigung der thermoplastischen Kopplung (April 1994)

Egbert Schopphoff:
Dreidimensionale mechanische Analyse der menschlichen Wirbelsaule (Juli 1994)

Christoph Beerens:
Zur Modellierung nichtlinearer Dampfungsphdnomene in der Strukturmechanik (Juli
1994)

K. C. Le/H. Stumpf:
Finte elastoplasticity with microstructure (November 1994)

O. T. Bruhns:
Grolde plastische Formanderungen - Bad Honnef 1994 (Dezember 1994)

Armin Lenzen:
Untersuchung von dynamischen Systemen mit der Singulérwertzerlegung - Erfassung
von Strukturveranderungen (Dezember 1994)

J. Makowski/H. Stumpf:
Mechanics of Irregular Shell Structures (Dezember 1994)

J. Chroscielewski/J. Makowski/H. Stumpf:
Finte Elements for Irregular Nonlinear Shells (Dezember 1994)

W. Krings/A. Lenzen/u. a.:
Festschrift zum 60. Geburtstag von Heinz Waller (Februar 1995)

Ralf Podleschny:
Untersuchung zum Instabilitdtsverhalten scherbeanspruchter Risse (April 1995)

Bernd Westerhoff:
Eine Untersuchung zum geschwindigkeitsabhangigen Verhalten von Stahl (Juli 1995)
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Marc Mittelbach:
Simulation des Deformations- und Schadigungsverhaltens beim Stof3versuch mit einem
Kontinuums-Damage-Modell (Dezember 1995)

Ulrich Hoppe:
Uber grundlegende Konzepte der nichtlinearen Kontinuumsmechanik und Schalentheorie
(Mai 1996)

Marcus Otto:
Erweiterung des Kaustikenverfahrens zur Analyse rdumlicher Spannungskonzentrationen
(Juni 1996)

Horst Lanzerath:
Zur Modalanalyse unter Verwendung der Randelementemethode
(Juli 1996)

Andreas Wichtmann
Entwicklung eines thermodynamisch konsistenten Stoffgesetzes zur Beschreibung der
Reckalterung (August 1996)

Bjarne Fossa
Ein Beitrag zur FlieRflachenmessung bei vorgedehnten Stoffen (Oktober 1996)

Khanh Cha Le:
Kontinuumsmechanisches Modellieren von Medien mit veranderlicher Mikrostruktur
(Dezember 1996)

Holger Behrens:
Nichtlineare Modellierung und ldentifikation hydrodynamischer Kupplungen mit allge-
meinen diskreten Modellansatzen (Januar 1997)

Johannes Moosheimer:
Gesteuerte Schwingungsdampfung mit Elektrorheologischen Fluiden (Juli 1997)

Dirk Klaus Anding:
Zur simultanen Bestimmung materialabhangiger Koeffizienten inelastischer Stoffgesetze
(Oktober 1997)

Stephan Weng:
Ein Evolutionsmodell zur mechanischen Analyse biologischer Strukturen
(Dezember 1997)

Michael Stral3berger:
Aktive Schallreduktion durch digitale Zustandsregelung der Strukturschwingungen mit
Hilfe piezo-keramischer Aktoren (Dezember 1997)

Hans-Jorg Becker:
Simultation des Deformationsverhaltens polykristallinen Eises auf der Basis eines
monokristallinen Stoffgesetzes (Dezember 1997)

Thomas Nerzak:
Modellierung und Simulation der Ausbreitung adiabatischer Scherbander in metallischen
Werkstoffen bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen (Dezember 1997)

O. T. Bruhns:
Grole plastische Formanderungen (Marz 1998)

Jan Steinhausen:
Die Beschreibung der Dynamik von Antriebsstrangen durch Black-Box-Modelle
hydrodynamischer Kupplungen (August 1998)
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Thomas Pandorf:
Experimentelle und numerische Untersuchungen zur Kerbspitzenbeanspruchung bei
schlagbelasteten Biegeproben (August 1998)

Claus Oberste-Brandenburg:
Ein Materialmodell zur Beschreibung der Austenit-Martensit Phasentransformation unter
Berlcksichtigung der transformationsinduzierten Plastizitat (Juni 1999)

Michael Martens:
Regelung mechanischer Strukturen mit Hilfe piezokeramischer Stapelaktoren
(Dezember 1999)

Dirk Kamarys:
Detektion von Systemveranderungen durch neue ldentifikationsverfahren in der
experimentellen Modalanalyse (Dezember 1999)

Wolfgang Hiese
Glltigkeitskriterien zur Bestimmung von Scherbruchzéhigkeiten (Januar 2000)

Peter Jaschke
Mathematische Modellierung des Betriebsverhaltens hydrodynamischer Kupplungen mit
hybriden Modellansatzen (Februar 2000)

Stefan Maller
Zum Einsatz von semi-aktiven Aktoren zur optimalen Schwingungsreduktion in
Tragwerken (Februar 2000)

Dirk Eichel
Zur Kondensation strukturdynamischer Aufgaben mit Hilfe von Polynommatrizen
(Juni 2000)

Andreas Burgel
Bruchmechanische Kennwerte beim Wechsel im Versagensverhalten dynamisch
scherbeanspruchter Risse (August 2000)

Daniela Lirding
Modellierung groRer Deformationen in orthotropen, hyperelastischen Schalenstrukturen
(Méarz 2001)

Thorsten Quent

Ein mikromechanisch begriindetes Modell zur Beschreibung des duktilen Verhaltens
metallischer Werkstoffe bei endlichen Deformationen unter Berlicksichtigung von
Porenschadigung (Mai 2001)

Ndzi C. Bongmba
Ein finites anisotropes Materialmodell auf der Basis der Hencky-Dehnung und der
logarithmischen Rate zur Beschreibung duktiler Schadigung (Mai 2001)

Henning Schiitte
Ein finites Modell fiir sprode Schadigung basierend auf der Ausbreitung von Mikrorissen
(August 2001)

Henner Vogelsang
Parameteridentifikation fiir ein selbstkonsistentes Stoffmodell unter Berlicksichtigung von
Phasentransformationen (Dezember 2001)

Joérn Mosler
Finite Elemente mit sprungstetigen Abbildungen des Verschiebungsfeldes fiir numerische
Analysen lokalisierter Versagenszustande (Dezember 2002)
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