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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der energetischen Modellierung von Formge-
ddchtnislegierungen. Auf Grund der Fihigkeit dieser Werkstoffe, auf dullere Lasten durch
Ausbildung einer martensitischen Mikrostruktur zu reagieren, ist die Modellierung des zu-
gehorigen Materialverhaltens aufwéndiger als die herkommlicher Materialien.

Insbesondere ist die in phasentransformierenden Materialien durch Mikrostrukturausbil-
dung erreichbare Verringerung der Energiedichte nicht exakt bekannt, wenn mehr als drei
kristallographische Varianten vorliegen. In dieser Arbeit wird die Qualitdt vorhandener un-
terer Grenzen als Abschidtzung der Energiedichte monokristalliner Materialien durch Ver-
gleich mit bekannten und neu entwickelten oberen Grenzen validiert. Hierbei wird die grof3-
te Ubereinstimmung zwischen oberen und unteren Grenzen, und damit die genaueste Ein-
grenzung der tatsdchlichen Energiedichte, durch Laminatgrenzen zweiter Ordnung erreicht,
welche den Effekt der martensitischen Zwillingsbildung zur Steigerung der numerischen
Effizienz beriicksichtigen.

Es folgt die Erweiterung der Betrachtung auf polykristalline Materialien. Im Rahmen dieser
Verallgemeinerung werden weitere Aspekte wie das hysteretische Spannungs-Dehnungs-
Verhalten sowie der Einfluss von fertigungsbedingten Vortexturen und anisotropen Mate-
rialeigenschaften der austenitischen und martensitischen Varianten einbezogen.

Anhand von experimentellen Texturdaten wird abschlieBend das Materialverhalten eines
realen polykristallinen Probenkorpers simuliert. Die wesentliche innere Variable des mi-
kromechanischen Modells, ndmlich die Orientierungsdichteverteilung des Martensits, wird
durch den Vergleich mit Beobachtungen aus Synchrotronbeugungsversuchen validiert.



Summary

This thesis deals with the energetic modeling of shape memory alloys. Such materials are ca-
pable of reacting by formation of martensitic microstructures when subjected to outer loads.
This is why their modeling requires higher effort than that of commonly used materials.

The energy reduction reached by forming microstructures is not known exactly for phase
transforming materials in the case of more than three crystallographic variants. In this work,
the quality of lower bounds to the energy of monocrystalline materials is evaluated by com-
parison with previously known and newly derived upper bounds. Best agreement of upper
and lower bounds, and thus the most accurate estimate of the actual energy density, is achie-
ved by second order lamination bounds taking the martensitic twinning effect into account
for better numeric efficiency.

Furthermore, polycrystalline shape memory materials are considered. In the course of this
generalization of the model developed before, additional aspects such as the hysteretic
stress-strain behavior as well as the influence of pre-textures caused by the production pro-
cess and the anisotropic material properties of the austenitic and martensitic variants are
included.

Finally, the material behavior of an actual polycrystalline specimen is simulated on the basis
of experimentally measured texture data. The main internal variable of the micromechanical
model, that is to say the orientation distribution of the martensite, is validated by comparison
to observations from synchrotron diffraction experiments.
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1. Einleitung

Seit ihrer Entdeckung in den Fiinfziger und Sechziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts
haben Formgedichtnismaterialien auf Grund ihres besonderen Materialverhaltens kontinu-
ierlich an Interesse fiir die Natur- und Ingenieurwissenschaften gewonnen. Mittlerweile ist
die Erforschung verschiedener Legierungen, die zu dieser Werkstoffgruppe gehoren, ein
Thema, mit dem sich eine grole Anzahl von Arbeitsgruppen weltweit beschiftigt. Hierbei
sind die Interessensschwerpunkte weit gestreut - von der systematischen Suche nach neuen
Legierungen mit Formgedichtniseffekt iiber die Erforschung von Vor- und Nachteilen ver-
schiedener Herstellungs- und Verarbeitungsverfahren bis hin zur konstruktiven Entwicklung
neuer Anwendungen.

Die wohl bedeutendsten Aspekte des Materialverhaltens von Formgedéchtnislegierungen
sind der Formgeddchtniseffekt, in dessen Zusammenhang die so genannte Pseudoplastizitdt
auftritt, sowie die Pseudoelastizitit. Der erstgenannte Effekt zeigt sich, wenn man einen
Draht oder auch ein komplizierteres Bauteil aus einer entsprechenden Legierung zunéchst
bleibend verformt und dann erwirmt. Beim Uberschreiten einer bestimmten Temperatur, der
so genannten Transformationstemperatur, springt der Draht in seine urspriingliche Gestalt
vor der Verformung zuriick, ,,erinnert* sich also an seine vorherige Form.

Das Materialverhalten einer pseudoplastischen Legierung zeigt Abb. 1.1.Wie fiir Metalle
iblich, verlduft die dort dargestellte Spannungs-Dehnungs-Kurve zunéchst linear, geht dann
aber, ab einer Dehnung von ca. 0,15%, in einen zweiten, anndhernd linearen, Bereich weit
geringerer Steigung liber. Dieser Bereich wird auch als Spannungsplateau bezeichnet.

Wird das Material nach Erreichen des Plateaus wieder vollstiandig entlastet, wie ebenfalls in
Abb. 1.1 dargestellt, verbleibt im Material eine deutliche Restdehnung. Diese Restdehnung
bildet sich bei Erwdrmung des Probenkorpers im Rahmen des bereits erwdhnten Formge-
dédchtniseftektes von selbst zuriick.

Bei der Verformung eines Drahtes aus pseudoplastischem Material féllt auf, wie leicht sich
Formgedichtnismaterialien verformen lassen. Betrachtet man entweder den gleichen Draht
bei einer Temperatur leicht oberhalb der Transformationstemperatur oder einen anderen mit
abweichender Zusammensetzung, bei dem die Transformationstemperatur niedriger liegt,
lasst sich der Effekt der Pseudoelastizitit erkennen. Der Draht lidsst sich mit relativ geringer
Kraft stark dehnen, kehrt aber in seine urspriingliche Form zuriick, sobald die Kraftein-
wirkung weg fillt. Experimentelle Untersuchungen an verschiedenen Legierungen haben
reversible Dehnbarkeiten von iiber 15% gezeigt.

Eine experimentelle Beobachtung der Pseudoelastizitit ist in Abb. 1.2 dargestellt. Wie bei
der Pseudoplastizitit tritt zunichst auch hier ein Spannungsplateau auf. Bei der Entlastung
pseudoelastischer Materialien ist allerdings ein weiteres Spannungsplateau zu beobachten,
und ein entlasteter Probenkdper nimmt auch ohne Erwédrmung von selbst wieder seine ur-
spriingliche Gestalt an.
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Abbildung 1.1.: Experimentelle Beobachtung des Spannungs-Dehnungs-Verhaltens einer

pseudoplastischen Formgedichtnislegierung unter isothermen Bedingun-
gen. Messung von C. Grabe, Grabe (2007).
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Abbildung 1.2.: Experimentelle Beobachtung des Spannungs-Dehnungs-Verhaltens einer
pseudoelastischen Formgedachtnislegierung unter isothermen Bedingun-
gen. Messung von C. Grabe, Grabe and Bruhns (2007) und Grabe (2007).



Sowohl der Formgedichtniseffekt als auch die Pseudoelastizitidt gehen mit der Ausbildung
von Mikrostrukturen einher. Dabei verdndern Teile des Materials spontan ihre kristalline
Struktur. Derartige Transformationen sind sowohl zwischen der Hochtemperaturphase, dem
Austenit, und der Tieftemperaturphase Martensit als auch zwischen verschiedenen Ausrich-
tungen des Martensits, seinen so genannten Varianten, moglich. Man spricht daher auch von
martensitischen Transformationen und Mikrostrukturen.

Die Fihigkeit, sich durch martensitische Transformationen an Belastungen anzupassen, be-
dingt aber nicht nur die besondere Flexibilitit im Materialverhalten von Formgedichtnis-
materialien, sondern erschwert auch die Vorhersage eben dieses Verhaltens. Mit dieser Ar-
beit soll deswegen durch mikromechanische Modellbildung ein Beitrag zum besseren Ver-
standnis grundlegender Vorginge in Formgedichtniswerkstoffen geleistet werden. Hierbei
wird von moglichst wenigen, physikalisch gut motivierten Kennwerten ausgegangen, um
die elastische Energie phasentransformierender Materialien aufzustellen. Unter Verwendung
geeigneter Hilfsmittel aus Mathematik, Numerik und Mechanik werden aus dieser energe-
tischen Formulierung grundlegende Aspekte des Materialverhaltens, wie Pseudoelastizitét
und Pseudoplastizitit, abgeleitet.

Die Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten mikromechanischen Modelle zur Simula-
tion komplexer Bauteile ist nur mit erheblichem Rechenzeitaufwand zu realisieren. Fiir der-
artige anwendungsnahe Berechnungen sind daher nach derzeitigem Forschungsstand phd-
nomenologische Modelle zu bevorzugen, welche die jeweils relevanten Aspekte des Mate-
rialverhaltens durch Einfithrung und Anpassung einer hdufig recht groBen Anzahl von Para-
metern abbilden. Die Ursachen der besonderen Eigenschaften der untersuchten Werkstoffe
werden in phinomenologischen Modellen zumeist nicht betrachtet. Die hier diskutierten mi-
kromechanischen Modelle eignen sich neben der Erforschung des grundlegenden Material-
verhaltens von phasentransformierenden Werkstoffen auch zur Bestimmung von Parametern
fiir phanomenologische Modelle.

Ein Vorteil der mikromechanisch motivierten Betrachtungsweise ist, dass zur Abschétzung
des Materialverhaltens lediglich grundlegende Parameter wie Elementarzellengeometrien,
elastische Kennwerte und Umwandlungstemperaturen bekannt sein miissen. Hierdurch kann
der Zeit- und Kostenaufwand fiir die Entwicklung neuer Legierungen im Vergleich zur de-
taillierten experimentellen Untersuchung der Eigenschaften jeder Werkstoffzusammenset-
zung wesentlich gesenkt werden. Ein weiterer Schritt zur rechnerunterstiitzten Werkstoffent-
wicklung ist, auch die vom mikromechanischen Modell benétigten Kennwerte nicht experi-
mentell, sondern durch ab-initio-Berechnungen zu bestimmen. Die Mikromechanik nimmt
dann eine Briickenfunktion zwischen der atomistischen und der Bauteilskala ein. Die ska-
leniibergreifende Modellierung ist ein bedeutender Themenbereich in der interdisziplinédren
Werkstoffforschung.

Im folgenden Kapitel werden zunéchst die fiir diese Arbeit erforderlichen Grundlagen der
Kontinuumsmechanik und der Kristallographie kurz eingefiihrt. Die Grundlage des beson-
deren Materialverhaltens von Formgedachtnislegierungen, ndmlich die Transformation von
Austenit zu Martensit, wird in diesem Zusammenhang ebenfalls erlautert.

Der dritte Abschnitt befasst sich der Modellierung von einkristallinen Formgedédchtnismate-
rialien. Hierbei liegt der Fokus auf der moglichst genauen Eingrenzung der freien Energie-
dichte des Materials. In der Literatur wird vielfach eine untere Grenze zur Abschitzung der
freien Energiedichte verwendet. Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten oberen Grenzen
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bestdtigen hierbei die Genauigkeit der zuvor bekannten unteren Grenzen. Zunéchst wird
die Energiedichte nur fiir gegebene Volumenanteile ausgewertet, es wird also vorausgesetzt,
dass die sich einstellende Verteilung des Materials zwischen Austenit und Martensit a priori
bekannt ist.

Diese Voraussetzung wird im weiteren Verlauf des Kapitels durch die iibliche Annahme er-
setzt, dass sich im Material stets diejenigen Volumenanteile einstellen, welche dessen freie
Energiedichte minimieren. Es folgen verschiedene numerische Beispiele zum Vergleich zwi-
schen oberen und unteren Grenzen.

Im viertel Kapitel werden die Betrachtungen auf polykristalline Werkstoffe erweitert. Au-
Berdem wird das Modell um dissipative Aspekte erginzt. Dadurch wird es moglich, die fiir
Formgedichtnismaterialien typische elastische Hysterese abzubilden. Des Weiteren wird in
diesem Kapitel auch der Einfluss von Walztexturen und der Anisotropie der verschiedenen
kristallinen Varianten auf das Materialverhalten einbezogen.

Zum Abschluss der Arbeit werden die erzielten Ergebnisse in Kapitel fiinf zusammengefasst
sowie das weitere Potential und die Grenzen der verwendeten Vorgehensweise diskutiert.

Im Anhang werden schlieBlich mathematische Bedingungen fiir die Existenz minimaler
Energiezustidnde diskutiert und die in dieser Arbeit verwendeten Materialdaten sowie die
Notation angegeben.
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2.1. Linear elastische isotherme Kontinuumsmechanik

Die Beschreibung von dreidimensionalen Problemen erfordert eine vollstindig dreidimen-
sionale Formulierung des Materialverhaltens. Das iibliche Werkzeug hierfiir ist die Konti-
nuumsmechanik, die in diesem Kapitel kurz eingefiihrt werden soll. Hierbei werden sich die
Betrachtungen auf die in dieser Arbeit bendtigten Aspekte beschrinken. Insbesondere der
Einfluss groBer (finiter) Verformungen sowie thermische Aspekte werden aus Griinden der
Kompaktheit eingespart. Der weitergehend interessierte Leser sei auf Standardwerke der
Kontinuumsmechanik wie Altenbach and Altenbach (1994), Truesdell (1985) und Gurtin
(1981) verwiesen.

Unter einem Kontinuum versteht man im Allgemeinen eine Menge von Materiepunkten.
Ein zusammenhingendes und begrenztes Kontinuum wird als Korper bezeichnet. Hierbei
ist mit zusammenhdngend gemeint, dass jeder einzelne Materiepunkt mit jedem anderen
durch eine Linie, die nicht unbedingt gerade sein muss, verbunden werden kann, wobei al-
le Punkte dieser Linie selbst auf dem Korper liegen. Ein Korper kann also durchaus auch
Bereiche einschlielen, die nicht zu diesem Korper gehoren. Die Begrenzung eines Korpers
muss wiederum nicht endlich sein, womit auch unendlich grole Korper als Grenzfall be-
trachtet werden konnen.

2.1.1. Kinematik

Die Kinematik beschreibt die geometrischen Aspekte der Lageverinderung von Materie-
punkten eines Korpers. Dabei werden zunichst noch keine Aussagen dariiber gemacht, wel-
che Ursachen welche Lageverdnderungen im Korper hervorrufen.

Fiir jeden in der Kontinuumsmechanik betrachteten Korper wird zunédchst (mindestens) ein
Referenzzustand definiert. Die Wahl des Referenzzustandes ist grundsitzlich zu jedem Zeit-
punkt willkiirlich; allerdings ist es fiir die meisten Problemstellungen {iiblich, einen unbelas-
teten Zustand als festen Referenzzustand zu wihlen. Die Koordinaten eines jeden Punktes
P auf dem Korper im Referenzzustand werden durch den Vektor

Xip
Xp=1 Xop (2.1)
Xsp

reprasentiert. Hierbei liege ein kartesisches, also gradliniges und rechtwinkliges, Koordina-
tensystem zugrunde. Zur Verkiirzung der Schreibweise wird ein jeder Punkt im Folgenden
mit seinen Koordinaten X in der Referenzkonfiguration bezeichnet.
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Abbildung 2.1.: Unverformte (X) und verformte (x) Konfiguration eines Korpers.

Wird nun die Lage des gesamten Korpers oder die von Punkten auf diesem Korper veridndert,
geht ein beliebiger Korperpunkt P in der Ausgangskonfiguration in einen Punkt P’ in einer
neuen, der so genannten verformten oder aktuellen Konfiguration, iiber. Dieser Punkt P’ hat
dann die Koordinaten

X1p/
XP/ = _X2P/ . (22)
X3pr

Die Referenz- und verformte Konfiguration eines Korpers sowie die Punkte P und P’ sind
in Abb. 2.1 dargestellt.

Einem jeden Materiepunkt konnen verschiedene Eigenschaften =, wie zum Beispiel die
Massendichte des Materials in diesem Punkt, zugeordnet werden. Diese Eigenschaften las-
sen sich in Abhéngigkeit von den Koordinaten der aktuellen Konfiguration

[1
[1]

(x) (2.3)

beschreiben'. Eine solche Beschreibung des Korpers entspricht der eines ortsfesten Beob-
achters, der die Eigenschaften desjenigen Materiepunktes X (x,7) misst, welcher sich zu
einem Zeitpunkt ¢ gerade am Ort x befindet. Diese so genannte Euler’sche Betrachtungswei-
se findet insbesondere in der Stromungsmechanik Anwendung. Dort ist in der Regel nicht
von Interesse, welches Teilchen eines sich in Bewegung befindlichen Kontinuums, eines so
genannten Fluides, welche Eigenschaftsverdnderung erfihrt. Vielmehr soll herausgefunden
werden, was an einem bestimmten Punkt, beispielsweise am Rand eines Kanals, geschieht
— unabhingig davon, welches Teilchen sich dort gerade befindet.

'Die Zeitabhiingigkeit kontinuumsmechanischer GroBen wird hierbei und im Folgenden zur Vereinfachung
der Notation nicht explizit genannt, da sie fiir die in dieser Arbeit untersuchten Zusammenhénge nicht von
Bedeutung ist.
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In der Festkorpermechanik geht es meist darum, welche Veridnderungen welcher Teil eines
Korpers unter bestimmten dufleren Einfliissen erfahrt. Zu diesem Zweck ist es sinnvoller,
die Eigenschaften in Abhiéngigkeit des jeweils beobachteten Materiepunktes

2=2(X) 24)

zu formulieren. Diese Darstellung, Lagrange’sche Betrachtungsweise genannt, wird im Fol-
genden ausschlieflich verwendet.

Die Lageinderung eines Punktes von der unverformten in die verformte Konfiguration wird
als Verschiebung

u(X)=x(X)-X (2.5)

bezeichnet. Die Abhédngigkeit vom betrachteten Punkt X wird im Folgenden zur Vereinfa-
chung der Notation nicht mehr ausgeschrieben. Die einfachste Form einer Verschiebung ist
die nach Betrag und Richtung gleiche Verschiebung aller Punkte eines Korpers, auch Trans-
lation genannt. Bei einer reinen Translation dndert sich lediglich die Lage eines Korpers
im Raum, wihrend die Lage einzelner Punkte relativ zueinander gleich bleibt. Ein weiterer
Spezialfall einer Verschiebung ist die reine Rotation

u= (X —Xg) x w. (2.6)

Hierbei wird der gesamte Korper beziiglich einer Achse der Richtung w/ |w|, die durch den
Punkt X, verlduft, um den Betrag |w| gedreht. Dabei dndert sich zwar die relative Lage
zweier Punkte im Korper zueinander, nicht aber ihr Abstand voneinander. Die Verschie-
bungsarten Translation und Rotation werden als Starrkorperbewegungen bezeichnet, da sich
hierbei lediglich die Lage eines Korpers dndert, wihrend dieser in sich starr bleibt.

In der Festkorpermechanik und damit auch der Materialmodellierung ist nicht die durch
Starrkorperbewegungen zu beschreibende Lageveridnderung, sondern die relative Verschie-
bung der Materiepunkte eines Korpers zueinander von Interesse. Daher werden als MaB fiir
die Gestaltanderung der Deformationsgradiententensor F sowie der Verschiebungsgradien-
tentensor H wie folgt definiert:

ox d(u+X) Ou

Wie aus Gl. (2.7) ersichtlich ist, konnen F und H durch Addition bzw. Subtraktion des
Einheitstensors ineinander tiberfiihrt werden. Es ist daher ausreichend, im Folgenden aus-
schlieBlich den Deformationsgradiententensor als Verformungsmalf} zu betrachten.

Bezeichnen dL und d1 differentielle Linien-, dA und da differentielle Flichen- und dV und
dv differentielle Volumenelemente in der unverformten bzw. verformten Konfiguration, so
lasst sich zeigen, dass diese Groflen wie folgt miteinander korreliert sind:

dl = F-dL, (2.8)
da = (detF)F'.dA und (2.9)
dv = (detF)dv. (2.10)

Die differentiellen Flichenelemente sind hierbei durch ihre Flaichennormalen dA / |dA| und
ihren Flicheninhalt |dA| charakterisiert. Der Deformationsgradiententensor ist also ausrei-
chend, um die Transformation von Linien-, Flichen- und Volumenelementen vollstindig zu
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beschreiben. Des Weiteren wird aus Gl. (2.10) deutlich, dass det F' stets positiv sein muss,

da weder eine Volumenreduktion auf den Wert null noch ein negatives Volumen physikalisch

sinnvoll wiren?.

Im Allgemeinen ist F' nicht symmetrisch. Es kann allerdings gezeigt werden, dass die nicht
symmetrischen Anteile von X stets auf Starrkdrperrotationen zuriickzufiihren sind. So ergibt
beispielsweise eine Rotation nach Gl. (2.6)

F=1+ Wj€ijk€r€;, (211)
wobei der zweite Summand eindeutig antisymmetrisch ist.

Da, wie oben bereits erwidhnt, Materialmodelle nicht von Starrkdrperrotationen abhéngen
diirfen, ist es sinnvoll, alternative Dehnungsmalle aus F abzuleiten, welche keine Starr-
korperrotation widerspiegeln. Eine Moglichkeit hierzu ist die polare Zerlegung des Defor-
mationsgradiententensors. Nach dem Zerlegungssatz fiir Tensoren lésst sich jeder Tensor T
mit det T # 0 wie folgt eindeutig in einen Rotationstensor R und einen symmetrischen,
positiv-definiten Tensor U zerlegen:

T=R- -U. (2.12)
Wie bereits erldutert, gilt fiir F' stets det F' > 0, also auch
F=R.-U. (2.13)

Fiir jeden Rotationstensor R gilt hierbei R- R’ = R”-R = I und det R = 1. Die Tensoren
R und U lassen sich aus F wie folgt berechnen:

e Berechne C = F7 - F. Es resultiert, dass C = C.

e Finde die Eigenwerte v;, i = 1, 2, 3, und zugehorigen Eigenvektoren c,, von C.

e Berechne p; = (/7.

e Dann gilt U= pc,,®c,und R=F - U
Statt F' lieBe sich nach einer solchen multiplikativen Zerlegung stets auch der so genannte
rechte Strecktensor U als Verformungsmal} verwenden, der die lokalen Starrkorperrotatio-

nen des Korpers nicht widerspiegelt. Aufgrund des geringeren Rechenaufwandes ist es aber
iblich, direkt den oben bereits eingefiihrten rechten Cauchy-Green-Tensor

C=U*=F".F (2.14)
zu verwenden.

Der besseren Ubersichtlichkeit wegen ist es fiir die meisten Ingenieuranwendungen iiblich,
Verformungsmale zu verwenden, welche im unverformten Zustand in allen Komponenten

2Wird fiir die verformte Konfiguration ein Links-, fiir die unverformte hingegen ein Rechtssystem eingefiihrt,
ergibt sich det F < 0; hier sollen die Betrachtungen aber auf Rechtssysteme beschrinkt werden, sodass
stets det F' > 0 gelten muss. Siehe hierzu auch Truesdell (1985).
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den Wert null annehmen. Ein solches MaB stellt der Green-Lagrange’sche Verzerrungsten-
sor
1
E= 5(0_1) (2.15)
dar. Setzt man in Gl. 2.15 die Definitionen fiir C (2.14) und F (2.7) in Abhingigkeit von
den Verschiebungen ein, so erhélt man

E= % (Vxu+uVx + (Vxu) - (uVx)). (2.16)

Eine weiterfiihrende Annahme ist die kleiner oder infinitesimaler Deformationen, welche
besagt, dass sich die Verschiebungen benachbarter Materiepunkte nur wenig voneinander
unterscheiden. Von dieser Annahme soll im Folgenden stets ausgegangen werden. Hieraus
folgt, dass fiir die Ableitung der Verschiebung nach dem Ort |Vxu| << 1 gilt. Ist aber
|Vxu| << 1, so gilt auch (Vxu) - (uVx) << Vxu. Vereinfachend ldsst sich daher der
Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor auch wie folgt annidhern:

1
E ~ 5 (Vxu+uVx) =: €. (2.17)

Da in dieser Abschidtzung quadratische Terme gegeniiber linearen vernachléssigt wurden,
spricht man beziiglich der Annahme infinitesimaler Deformationen auch von geometrischer
Linearisierung. Der linearisierte Green-Lagrange’sche Dehnungstensor € ist das in den In-
genieurwissenschaften wohl am hiufigsten verwendete Dehnungsmall und wird oft auch
einfach als Dehnungstensor oder Dehnung bezeichnet.

Fiir infinitesimale Deformationen nehmen auch die Ortsableitungen in Euler’scher und La-
grange’scher Betrachtungsweise niherungsweise den gleichen Wert an. Auf die Unterschei-
dung zwischen beiden, wie zum Beispiel zuvor durch Indizierung des V-Operators mit den
entsprechenden Koordinaten, kann daher verzichtet werden.

Der Begriff der Dehnung wird in den Ingenieurwissenschaften hiufig auch direkt als relative
Lingeninderung eingefiihrt, welche sich beispielsweise im klassischen Zugversuch? leicht
identifizieren ldsst. Wie in Abb. 2.2 skizziert, sei [, die Messldnge an einer Probe im unver-
formten Zustand. Diese Lédnge gehe fiir den verformten Zustand in / iiber. Die Dehnung in
Léngsrichtung wird dann zu

-1, Al

€11 = lo = ] (218)

berechnet.

2.1.2. Konstitutive Gleichungen

Ublicher Weise werden diejenigen Gleichungen als konstitutiv bezeichnet, welche die das
Materialverhalten beschreibenden Gréen miteinander verkniipfen. Als derartige GroéBen

3Der Zugversuch als zentraler Standardversuch der mechanischen Werkstoffpriifung ist nach DIN EN 10002
genormt.
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Abbildung 2.2.: Zugprobe mit gedehnter (/) und urspriinglicher (/;) Lénge.

wurden im vorherigen Abschnitt verschiedene Verformungsmalle eingefiihrt. Abhéngig da-
von, welche Aspekte des Materialverhaltens erfasst werden sollen, konnen neben Verfor-
mungen unter anderem Spannungen, also auf bestimmte Flichen der verformten oder unver-
formten Konfiguration bezogene Krifte, die Temperatur, aber auch energetische Groen in
konstitutiven Gleichungen in Beziehung gesetzt werden. Fiir mikrostrukturelle Uberlegun-
gen bietet sich die Formulierung des Materialverhaltens in Abhéngigkeit von energetischen
GroBen an.

Aus alltdglichen Beobachtungen ist bekannt, dass geringfiigig verformte Festkorper danach
streben, ihre urspriingliche Form wieder einzunehmen. Hierbei hingt es stark vom jewei-
ligen Material ab, bis zu welcher Verformung das Materialverhalten noch in ausreichender
Niherung reversibel ist, wie stark das entsprechende Material also voriibergehend verformt
werden kann, ohne dass bleibende Forménderungen auftreten. Vollstidndig reversibles Ma-
terialverhalten wird im Rahmen der Elastizititslehre behandelt; nicht-reversible Vorginge
betrachtet die Plastizitdtstheorie. Die maximale elastische Verformung wird in der Materi-
alwissenschaft als Streckgrenze bezeichnet.

Aus dem tdglichen Leben ist bekannt, dass die meisten Korper einen fiir sie ,,typischen®
Zustand besitzen, oder, in anderen Worten, man verbindet mit den meisten Kérpern genau
eine konkrete Form. Ein solcher Zustand, der zuvor auch bereits als unverformte Konfigu-
ration eingefiithrt wurde, wird auch als Gleichgewichtslage* eines Korpers bezeichnet. Fiir
die Gleichgewichtslagen wird davon ausgegangen, dass ein Korper sie ohne Einwirkung
duBerer Lasten von selbst einnimmt.

Als Maf} dafiir, wie weit ein verformter Korper von seiner Gleichgewichtslage entfernt ist,
wird die Helmholtz’sche freie Energiedichte eingefiihrt. Diese entspricht der Arbeit, die pro
Volumeneinheit notwendig ist, um einen Korper in diesen Zustand zu versetzen. Verformte
Korper nehmen in ihrem Inneren stets denjenigen Zustand ein, der ihre freie Energiedichte
minimiert.

Fiir Materialien, die ein linear elastisches Materialverhalten aufweisen, wie zum Beispiel die
meisten Metalle unterhalb ihrer Streckgrenze, wird diese Energiedichte wie folgt tensoriell
formuliert:

1

U(e)= 5€" C:e. (2.19)

“Konkreter handelt es sich bei den hier beschriebenen Zustinden um lastfreie Gleichgewichtslagen.
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Hierbei ist C der so genannte Elastizitétstensor, ein Tensor vierter Stufe, der im dreidimen-
sionalen Raum 3* = 81 Komponenten aufweist.

Der Gradient der Energie nach der Dehnung ist die so genannte Ingenieursspannung’

v
5 V() (2.20)
Oe
Im Falle der Energiefunktion nach GI. (2.19) ergibt sich somit
0(ie:C:
oo 2GeiCie) oo (2.21)
Oe

Wie Standardwerken der Kontinuumsmechanik zu entnehmen ist, muss fiir die Spannung
im Inneren des Korpers das (statische) Kriftegleichgewicht

V.o=-p (2.22)

gelten, wobei p die Volumenkraftdichte bezeichnet. Diese kann zum Beispiel durch Gra-
vitations- oder Magnetfelder erzeugt werden. Derartige Einfliisse konnen fiir die folgenden
Herleitungen vernachlissigt werden, weswegen die Volumenkraftdichte im weiteren Verlauf
dieser Arbeit zu null gesetzt wird.

Da die Komponenten des Elastizititstensors C das Materialverhalten dhnlicher Werkstof-
fe voneinander unterscheidet, konnen diese auch als Materialparameter bezeichnet werden.
Die Anzahl unabhingiger Materialparameter hingt wiederum von der Symmetrie des Ma-
terialverhaltens ab:

e Im Allgemeinen Fall konnen zunéchst alle 81 Parameter unabhingig sein.

e Durch Einfiithrung des Boltzmann-Axioms, welches besagt, dass im Kontinuum kei-
ne Elementarmomente auftreten, ergibt sich die Symmetrie des Materialtensors. Da
nach Gl. (2.17) auch der geometrisch lineare Dehnungstensor symmetrisch sein muss,
ergeben sich folgende Symmetrien des Materialtensors:

Cij = Cjiw = Cyjie = Cpyy (2.23)

Somit bleiben 21 unabhéngige Materialparameter.

Beriicksichtigt man zusitzlich, dass sich bei einer Rotation von Spannungs-, Deh-
nungs- und Materialtensor durch einen beliebigen Rotationstensor das Materialver-
halten nicht dndern darf, ergeben sich drei zusitzliche Abhdngigkeiten und somit 18
verbleibende Kennwerte.

e Weist das Materialverhalten eine Symmetrieebene auf, verringert sich die Anzahl der
unabhingigen Parameter um sechs auf 12. Man spricht in diesem Falle von monotro-
pem Materialverhalten.

Hierbei ergibt die Einfiihrung der Symmetrie zunichst acht neue Abhédngigkeiten der
Kennwerte, wobei aber auch zwei der drei oben aus der Rotationsunabhédngigkeit der
Materialgleichung abgeleiteten Beziehungen identisch erfiillt werden.

>Wie zuvor fiir DehnungsmaRe gezeigt, lassen sich auch fiir SpannungsmaBe eine Vielzahl verschiedener
Formulierungen herleiten. Da im Rahmen dieser Arbeit lediglich die Ingenieursspannung Verwendung
findet, wird darauf hier jedoch verzichtet.
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e Liegen zwei Symmetrieebenen vor (Orthotropie), bleiben nur noch neun unbekannte
Parameter zu bestimmen. Eine dariiber hinaus gehende Erweiterung auf drei Symme-
trieebenen verringert die Anzahl der unbekannten Parameter nicht.

e Bei ginzlich richtungsunabhiingigem (isotropen) Materialverhalten lidsst sich der
Elastizitdtstensor durch zwei Parameter vollstindig beschreiben.

Fiir die Wahl zweier Parameter, die das Verhalten isotroper Materialien beschreiben, gibt es
verschiedene Moglichkeiten, die bekanntesten sind hierbei:

o FElastizitdtsmodul (auch E-Modul) E und Querkontraktionszahl v. Diese Kombination
von Parametern hat den Vorteil, dass sie leicht mit dem einachsigen Zugversuch in
Verbindung zu setzen sind: der Elastizitdtsmodul gibt hierbei den Proportionalitts-
faktor zwischen einachsiger Spannung und gleich gerichteter Dehnung

=24 (fiir einachsigen Zug in 1-Richtung) (2.24)
€11

an, wihrend die Querkontraktionszahl zum Beispiel bei runden Proben das Verhiltnis
von Durchmesser- zu Lingenédnderung

y="2 (fiir einachsigen Zug in 1-Richtung) (2.25)
€11
beschreibt.
e Lamé-Konstanten \ und p. Die Wahl der Lamé-Konstanten zur Beschreibung des Ma-

terialverhaltens bietet sich an, da hiermit der Elastizitidtstensor besonders einfach for-
muliert werden kann:

Cijir = A0jjow + 210050 (2.26)
Die Lamé-Konstanten lassen sich wie folgt aus E-Modul und Querkontraktionszahl
bestimmen:
E E
f=—" und A= v . (2.27)
2(1+v) (14+v)(1—2v)
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2.2. Einfahrung in die Kristallographie

Mit dem Aufbau und den Eigenschaften kristalliner Materialien, zu denen auch alle Metalle
gehoren, beschiftigt sich die Kristallographie. Im Folgenden sollen die dieser Wissenschaft
zuzuordneten Begriffe eingefiihrt und erldutert werden, die fiir diese Arbeit relevant sind.
Umfassendere Darstellungen dieses Fachgebietes finden sich unter anderem in einfiithrender
Literatur zur Kristallographie wie Borchardt-Ott (1987), Buerger (1977) und Kleber et al.
(1998) sowie in Standardwerken der Werkstoffwissenschaften wie Hornbogen (2006) oder
Schatt and Worch (2003). Eine ausfiihrliche Darstellung der fiir Formgedichtnismaterialien
relevanten Transformationsmechanismen findet sich auch in Otsuka and Wayman (1999)
und Bhattacharya (2003).

Unter einem Kristall versteht man einen Festkorper mit regelmifBiger raumlicher Anord-
nung seiner Atome. Ein Festkorper zeichnet sich hierbei dadurch aus, dass seine Atome
ihre Position im Korper in der Regel nicht verdndern. Da die RegelmiBigkeit der Atoman-
ordnung von weitaus hoherer Grolenordnung ist als beispielsweise der Abstand zweier be-
nachbarter Atome zueinander, wird diese auch als Fernordnung bezeichnet. Die von den
Atommittelpunkten angenommenen Positionen bilden das so genannte Kristallgitter.

Um sich dem Aufbau kristalliner Strukturen systematisch zu nihern, ist es sinnvoll, zunédchst
eine einzelne Ebene des Kristallgitters zu betrachten. Derartige Ebenen heilen Netzebenen.
Eine einfache allgemeine Netzebene ist in Abb. 2.3 abgebildet, wobei die Kreise fiir Atome
stehen. Hierbei werden zur Beschreibung der Kristallgeometrie Achsen x und z in dieje-
nigen Richtungen gelegt, in denen die meisten Atome pro Lingenrichtung zu finden sind.
Die Wahl des Atoms, in welches das Koordinatensystem gelegt wird, ist hierbei willkiirlich.
Parallel zu der x- und z-Achse werden Vektoren a und c eingefiihrt, welche die relative Lage
benachbarter Atome zueinander beschreiben. Die Vektoren a und ¢ werden im Folgenden
Kantenvektoren genannt®. Der von beiden Vektoren eingeschlossene Winkel wird mit 3 be-
zeichnet. Im Allgemeinen besteht weder zwischen der Linge der Vektoren a und c eine
feste Beziehung, noch muss [ bestimmte Werte einnehmen. Das von a und ¢ aufgespannte
Parallelogramm wird Elementarmasche genannt.

Da Kristalle dreidimensionale Strukturen sind, bestehen sie aus einer sehr groBen Anzahl
von Netzebenen. Eine Moglichkeit, sich die rdumliche Struktur von Kristallen zu verdeut-
lichen besteht in deren Beschreibung als eine Aufeinanderschichtung von parallelen Netze-
benen. Da aufgrund der Periodizitit der Kristalle parallele Netzebenen die gleiche Struktur
haben miissen, spricht man auch von Netzebenenscharen. Die Anordnung der Ebenen iiber-
und untereinander wird durch Einfiihrung einer dritten Koordinate y sowie eines dritten Kan-
tenvektors b beschrieben, wie in Abb. 2.4 dargestellt. Die Orientierung des neu eingefiihrten
Vektors wird so gewihlt, dass a, b und c ein Rechtssystem bilden. Die Winkel zwischen a
bzw. ¢ und b werden mit 7 bzw. « bezeichnet. Das von a, b und c aufgespannte Paral-
lelepiped’ bildet die Elementarzelle einer kristallinen Struktur, welche in der Skizze durch
gestrichelte Linien dargestellt ist.

Abhingig von der genauen Geometrie der Elementarzelle unterscheidet man zwischen ver-

®In der Literatur wird hiufig auch ein x-y-Koordinatensystem mit Kantenvektoren a und b verwendet. Das
hier gewihlte Koordinatensystem dient der besseren Anschaulichkeit der folgenden Skizzen.

"Unter einem Parallelepiped oder Spat versteht man in der Geometrie einen von sechs ebenen, parallel
angeordneten Fldchen begrenzten Korper.
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Abbildung 2.4.: Allgemeine Netzebenenschar mit x-y-z-Koordinatensystem. Die Netzebe-
nen sind in der Reihenfolge dunkelgrau - hellgrau - weill von unten nach
oben angeordnet.
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schiedenen so genannten Kristallsystemen:

e triklin: das allgemeinste Kristallsystem mit ungleichen Kantenlidngen und nicht rech-
ten Eckwinkeln der Elementarzelle.

e monoklin: hierbei sind zwei der Eckwinkel 90°-Winkel, wobei die Kantenldngen un-
terschiedlich bleiben.

e orthorhombisch: bei weiterhin ungleichen Kantenlingen schlieBen alle Kanten rechte
Winkel ein.

e tetragonal: zwei Kantenldngen sind gleich, alle Winkel messen 90°.
e kubisch: alle Kanten sind gleich lang und schlieen 90°-Winkel ein.

o rhomboedrisch:® alle Kantenlingen sind gleich, die eingeschlossenen Winkel sind
zwar untereinander gleich groB3, aber keine rechten Winkel.

e hexagonal: zwei gleich lange Kanten schlieen einen 120°-Winkel ein, die beiden
anderen Winkel messen 90°.

Diese primitiven, also pro Elementarzelle nur ein Atom enthaltenden’, Kristallsysteme sind
in Tab. 2.1 auf S. 16 dargestellt. Zusitzlich zu den Eckatomen kénnen Elementarzellen noch
weitere Atome enthalten. Die Anordnung dieser Atome in der Elementarzelle wird durch
die so genannte Basis

r=xa+yb+zc, 0<x,y,z<1 (2.28)

mit Hilfe der Kantenvektoren beschrieben. In Formgedichtnislegierungen spielen be-
sonders raumzentrierte mit einem zusitzlichen Atom in der Zellenmitte ({x,y,z} =
{1/2,1/2,1/2}) und allseitig flichenzentrierte Elementarzellen mit einem zusitzlichen
Atom in der Mitte jeder Begrenzungsfliche ({x,y,z} = {0,1/2,1/2}, {1,1/2,1/2} und
deren Permutationen) eine Rolle.

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Formgedéchtniswerkstoffe sind Transformationen von
der kubischen Austenitphase in tetragonalen, orthorhombischen oder monoklinen Marten-
sit von besonderer Wichtigkeit. Im Folgenden soll daher eine kurze Ubersicht iiber diese
drei martensitischen Transformationen gegeben werden. Eine ausfiihrlichere Beschreibung
dieser Mechanismen in anderer Notation ist in Bhattacharya (2003) zu finden.

Der geometrisch einfachste der drei genannten Transformationsmechanismen ist die Um-
wandlung vom kubischen Austenit zum tetragonalen Martensit. Beispiele dieses Material-
verhaltens stellen unter anderem die von Guttman (1950) und Enami and Nenno (1971)
beschriebenen Legierungen InTI und NiAl dar. Die Transformation der Einheitszelle ist in
Abb. 2.5 skizziert. Wie in der Abbildung gezeigt, verkleinert sich die von den Kantenvekto-
ren a und c aufgespannte quadratische Grundflache gleichméBig bei gleichzeitiger Verlan-
gerung des dritten Kantenvektors.

8Die rhomboedrische Kristallstruktur geht durch die Definition einer alternativen Elementarzelle in eine tri-
gonale Struktur iiber.

°Da in jeder Ecke acht Elementarzellen aneinanderstofen, sind die acht Eckatome jeweils nur zu einem
Achtel zu zidhlen.
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| Kristallsystem |  Liingen | Winkel \ Skizze |
kubisch a=b=c |a=B=v=90° # uf*
\‘\/\\7\\ ““ ////
b
tetragonal a=c#b a=p=v=90° @
Wty
¢ | /
1
orthorhombisch | a #b#c#a | a==~y=90° @n
monoklin a#zb#c#a|a=~v=90°#p \‘\ “, o
s aFPFEYF
triklin a#b#c+#a 0. B,y £ 90°
rhomboedrisch a=b=c a=L0=~#90°
AT
«
B a =~ =90° b
hexagonal a=c#b 8 = 120° \

Tabelle 2.1.: Die sieben primitiven Kristallsysteme.
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Abbildung 2.5.: Transformation von kubischem Austenit (schwarz) zu tetragonalem Mar-
tensit (grau, gestrichelt).

Sind der eine Transformation kennzeichnende Anfangs- und Endzustand bekannt, so lédsst
sich daraus der zugehorige Dehnungstensor, auch als Transformationsdehnung oder Bain-
Dehnung bezeichnet, bestimmen. Im Sonderfall eines kubischen Ausgangszustandes ldsst
sich der entsprechende Deformationsgradiententensor wie folgt direkt ermitteln:

F = 1 (x]; x5 x5, (2.29)
ao
wobel qy fiir die Kantenlidnge der Ausgangselementarzelle steht. Die Spaltenvektoren xJ"
lassen sich wie folgt aus der Skizze ablesen: es handelt sich hierbei um die Positionen derje-
nigen Eckatome (im Ausgangskoordinatensystem), welche sich vor der Transformation an
den Punkten X, befunden haben. In Abb. 2.5 sind dies die Atome an den mit Py, P, und P3
gekennzeichneten Positionen.

Fiir die kubisch-tetragonale Transformation ergibt sich somit der Deformationsgradienten-
tensor

0
01, (2.30)
a

X “—1 0 0 a0 o0
n:g(F—IJr(F—I)T): 0 2-1 0 =0 3 0 |].@3D
0 0 <-1 00 a

Hierbei wurde die Definition des Deformationsgradiententensors (2.7) in die des Dehnungs-
tensors (2.17) eingesetzt. Die Dehnungsparameter zwischen Austenit und Martensit werden
mit griechischen Kleinbuchstaben gekennzeichnet und durch einen Uberstrich von den Win-
keln der Elementarzelle unterschieden.

Die Wahl der vertikalen Wiirfelkante in Abb. 2.5 als diejenige, welche bei der Transformati-
on verldngert wird, ist willkiirlich. Alternativ kdnnten auch die horizontale oder die aus der

1Tm Folgenden wird zwecks besserer Unterscheidbarkeit € weiterhin fiir allgemeine Dehnungstensoren und
7 fiir Transformationsdehnungstensoren verwendet.
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\4

Abbildung 2.6.: Transformation von kubischem Austenit (schwarz) zu orthorhombischem
Martensit (grau, gestrichelt).

Zeichenebene heraus zeigende Kante gedehnt werden. Je nach Wahl der lingeren Martensit-
elementarzellenkannte spricht man von verschiedenen Varianten des Martensits. Verschie-
dene Varianten eines Kristallsystems konnen stets durch einfache Symmetriebeziehungen
ineinander iiberfiithrt werden. Im Falle des tetragonalen Martensits wire dies beispielsweise
eine 90°-Drehung um eine der kiirzeren Kanten.

In der Literatur unterscheidet sich die Art und Weise, in der die Anzahl der Varianten ei-
nes phasentransformierenden Materials gezédhlt wird: hiufig sind mit ,,Varianten* lediglich
die martensitischen gemeint, wihrend zum Teil auch der Austenit als kristalline Variante
desselben Werkstoffs mitgezihlt wird. Im Rahmen dieser Arbeit wird letztere Zahlweise
verwendet.

Als nichstes wird die Transformation vom kubischen Austenit zu orthorhombischen Mar-
tensit erldutert, wie sie unter anderem in CuAINi Duggin and Rachinger (1964) und AuCd
Chang and Read (1951), dem zuerst entdeckten Formgedachtniswerkstoff, zu beobachten
ist. Bei dieser Transformation konnte man zunichst an einen sehr dhnlichen Mechanismus
wie bei der zuvor betrachteten Umwandlung zu tetragonalem Martensit denken, nur dass
sich die Kantenldngen a und b nicht gleichmifBig verindern.

Bei der in Formgedichtniswerkstoffen stattfindenden kubisch-orthorhombischen Transfor-
mation entsteht die orthorhombische Elementarzelle allerdings etwas anders, wie Abb. 2.6
verdeutlicht: aus den vier Eck- und vier flichenzentrierten Atomen der kubisch-flachenzen-
trierten Austenitzelle, welche in der Skizze dunkelgrau dargestellt sind, entsteht durch un-
gleichméBige Dehnung in drei orthogonale Richtungen der orthorhombische Martensit. Die
drei Hauptrichtungen der Dehnung fallen mit den Kanten des Martensit-Koordinatensystems
zusammen, welches in der Abbildung mit e}" bezeichnet ist.
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Das Martensit-Koordinatensystem kann in Koordinaten des Ausgangssystems zu

1 0 ~1
2 2
V2 0|, er=111/],er= V2 0 |. (2.32)

el_
2\ 0 1

angegeben werden. Nach der Transformation befinden sich die nach Gleichung (2.29) anzu-
gebenden Ecken der Austenitelementarzelle an folgenden Positionen:

i

(2.33)
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xs = bef=| b |, (2.34)
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(2.35)

m m
X3 = aej +ceg =

2
+ O
a

3l

Damit ergibt sich der Deformationsgradiententensor der kubisch-orthorhombischen Trans-
formation in Formgedéchtniswerkstoffen

C

atc () 4

1 V2 V2
F=— 0 b 0 (2.36)
o \ a—c ( atc
V2 V2
sowie die zugehorige Transformationsdehnung
atc _ a—c a+3 a—7
(Ve 0% 50 5
n=— 0 b—-1 0 =: 0o B 0 . (2.37)
do a—c 0  atc _ a3 g a9
V2 V2 2 2
Die hierbei eingefiihrten Parameter sind wie folgt definiert:
2a — ~ b-— 2¢ —
a = V2a —ag P 5279 4ndy = V2 —ay it (2.38)
2a, ap 2ay

Bei der Umwandlung von kubischem Austenit zu orthorhombischem Martensit ist zunédchst
die Wahl derjenigen Ebene, in welcher die ,,Grundflache der Martensitzelle liegt, willkiir-
lich. Die drei gleichwertigen Alternativen sind die von e’ und €4, von €5 und ef', sowie von
ey und e’ aufgespannten Ebenen.

Ist die Grundfliche gewibhlt, gibt es zusitzlich zwei ebenfalls gleichbedeutende Moglichkei-
ten, welche der in dieser Ebene liegenden Kanten der Martensitzelle stirker gedehnt wer-
den soll. Damit ergeben sich sechs symmetrieverwandte Varianten des orthorhombischem
Martensits. Kubisch zu orthorhombisch transformierende Materialien weisen also insgesamt
sieben Varianten auf.

Der dritte Transformationstyp, der im Rahmen dieser Einleitung erldutert werden soll, ist
der von kubischem Austenit zu monoklinem Martensit. Diese Umwandlung wird in NiTi
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Abbildung 2.7.: Transformation von kubischem Austenit (schwarz) zu monoklinem Marten-
sit (grau, gestrichelt).

Knowles and Smith (1981) und CuZr Seo and Schryvers (1998) beobachtet und ist in Abb.
2.7 schematisch dargestellt. Wie dort ersichtlich ist, entsteht auch bei dieser Transformation
die Martensitzelle aus Teilen mehrerer benachbarter Austenitzellen, wobei aus vier Kanten
und acht Flachendiagonalen der urspriinglichen Elementarzelle die Kanten der neuen Zelle
entstehen.

Die monokline Struktur entsteht dann durch ungleichméBige Dehnung entlang der mit e}
gekennzeichneten Achsen des Martensits und geringfiigige relative Verschiebung der oberen
und unteren Netzebene. Diese Relativverschiebung entspricht einer Drehung der ef'- um die
ej-Achse, wodurch der von €' und €4 eingeschlossene Winkel v im Martensitsystem von
90° abweicht.

Durch die Anderung von - in einen nicht-rechten Winkel besteht nur noch beziiglich einer
Achse, nidmlich beziiglich der in Abb. 2.7 mit e5' zusammenfallenden Flichendiagonalen des
Austenitsystems, Rotationssymmetrie. Man spricht bei dieser Transformation auch vom Typ
monoklin-1. In einigen Legierungen wird hingegen eine Kante der Austenit-Elementarzelle
durch die Transformation zur einzigen Symmetrieachse. Dieser Fall wird als monoklin-I1
bezeichnet und findet in Kupferbasislegierungen wie CuZn und CuAlINi statt, sieche auch
Hornbogen and Wassermann (1956) bzw. Tokonami et al. (1979).

Dem entsprechend ergeben sich die Einheitsvektoren im monoklinen System zu

1 Cos 7y —1
2 2 2
= V2 [ ,egf:g Vasmy | er= Y2 0 ). (2.39)

1 COS Y 1
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Mit den Eckkoordinaten
atc
1 2v2
X1 = 5 (ael' — cef) = 0 : (2.40)
2
bcosy
2
Xy = bel = g V2bsiny |, (2.41)
b cosy
2
X3 = 5 (ael + cef) = 0 (2.42)
a-+c
2v2
erhélt man den Deformationsgradiententensor
a+c \/5 a—c
] Ve Ybcosy 5 7
F=— 0 bsin~y 0 (2.43)
ao a—c ﬂ a-+tc
e 5ebcosy Nl

und daraus schlieBlich die Transformationsdehnung von kubischem Austenit zu monokli-

nem Martensit

a+c b cos~y

N 1 2v2 bﬁy oroe o7
n=— o bsiny — 1 e = E [ €

Ao ?1\1? bcosy a+%\/i 1 a—y € a+y

2v/2 2V2 2v2 2 2
Die hier verwendeten Abkiirzungen sind wie folgt definiert:
o V2a-2a, - bsiny —ay _ V2 ¢ = 2ay _ bcosvy
a=——— f=——— A= ———undé= .
4ay ao 2a, 2v/2 ay

(2.44)

(2.45)

Fiir jede der im Falle des orthorhombischen Martensits bereits erlduterten sechs Varianten
gibt es im monoklinen Martensit noch zwei gleichwertige Mdoglichkeiten, die sich beziig-
lich der Drehrichtung der €4'- um die e5'-Achse unterscheiden. Dadurch ergeben sich zwolf

Martensitvarianten im monoklinen Fall.
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3. Elastische Energie monokristalliner
Formgedachtnismaterialien

Durch die Aufbringung duferer Lasten findet in belasteten Korpern eine Formédnderung statt.
Hierbei wird, wie in Kapitel 2.1.2 schon erwihnt, grundlegend angenommen, dass sich die-
jenige Deformation e einstellt, welche die elastische Energie W (&) minimiert. Das Beson-
dere an Formgediachtnislegierungen ist hierbei, dass sie eine solche Deformation nicht nur
durch Verzerrung ihres Kristallgitters erreichen konnen, sondern auch, indem sie spontan
von einer Kristallstruktur in eine andere transformieren.

Von der neuen Kristallstruktur ausgehend ist dann eine geringere Gitterverzerrung und da-
mit in geeigneten Temperaturbereichen auch eine geringere Energie notwendig, um die auf-
gebrachte Formédnderung zu erreichen. Fiir eine gegebene Last stellt sich dann diejenige
kristallographische Variante ein, welche die minimale Energie liefert:

V(e) = min [V(e,i)], 3.1)
wobeli i iiber die n 4+ 1 Austenit- und Martensitvarianten lduft und i; die Einheitsvektoren im

n + 1-dimensionalen Raum sind. In der weiteren Modellierung wird fiir jede der Varianten
ein linear elastisches Materialgesetz angenommen:

U (e, i) = % (e—mn;):Ci:(e—m) + . (3.2)
Die Abhingigkeit der Energiedichte vom Einheitsvektor i; — also davon, welche Variante
jeweils betrachtet wird — duBert sich hierbei zunichst in der Auswahl der Transformations-
dehnung n,. Die im Vergleich zu GI. (2.19) modifizierte Formulierung von W stellt sicher,
dass das Energieminimum einer jeden Variante derart ,,verschoben‘ wird, dass es der ge-
dnderten kristallinen Struktur im Material entspricht, welche sich durch die Transformation
von Austenit zu einer der martensitischen Varianten ergibt.

Die chemische Energie «; unterscheidet sich lediglich zwischen Austenit und Martensit,
jedoch nicht zwischen den einzelnen Martensitvarianten, die sich durch Symmetrieopera-
tionen ineinander iiberfithren lassen. Im Allgemeinen kann der Materialtensor C; ebenfalls
fiir jede Variante ein anderer sein. In diesem Kapitel soll von fiir alle Varianten identischen
Materialkennwerten (C; = C Vi) ausgegangen werden. Eine Erweiterung der Betrachtungen
auf variantenspezifische Materialtensoren wird dann in Kapitel 4 vorgenommen.

Die Formulierung in Gl. (3.1) geht zunichst davon aus, dass an jedem Punkt im Material
stets genau eine Variante zu finden ist. Ein hiufig beobachtetes Phinomen bei martensiti-
schen Transformationen ist jedoch die Bildung so genannter Mikrostrukturen. In derartigen
Gefiigeanordnungen bilden sich die Varianten in engem Wechsel und oft im Abstand eini-
ger Nanometer aus. Die Beschreibung eines jeden Punktes im Material unter Zuordnung
der dort vorliegenden Variante ist somit weder realisierbar noch sinnvoll: zum Einen wiirde
der numerische Aufwand bei der Simulation in derartig feiner Auflosung ins Unermessliche
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steigen, zum Anderen machen Fehlstellen, wie sie in jedem tatsdchlichen Material vorkom-
men, eine realistische Modellierung auf einer derart feinen Skale unmdoglich.

Um die Problematik einer zu feinskaligen Betrachtung zu vermeiden, werden Materialm-
odelle mit einer geringeren Auflosung aufgestellt, welche als unabhéngige Variable von
den mittleren Volumenfraktionen c in einem so genannten reprdsentativen Volumenelement
(RVE) Q = (0,1)¢ C R abhéingen. Hierbei ist d die Dimension des jeweiligen Problems.
Zusitzlich ist zu beachten, dass verschiedene Punkte in einem solchen RVE unterschiedli-
che Verschiebungen aufweisen konnen. Dies wird beim Aufstellen der Energiedichte durch
Einfiihrung eines vom Ort y abhingigen Verschiebungsfluktuationsfeldes ¢ beriicksichtigt,
dessen symmetrisierter Gradient zur gegebenen Dehnung € hinzuaddiert wird.

Durch Mittelung der Energie iiber das RVE ergibt sich die quasikonvexifizierte Energiedich-
te. Vom mathematischen Standpunkt her ist Quasikonvexitit eine notwendige Eigenschaft
fiir die Existenz eines Minimums der elastischen Energie, wie in Anhang A niher erldutert.
Fiir feste Volumenfraktionen ist

0v(e.c) = mtd [ (et Viely) . x(v) dy
Q

© € Wyl (), x (y) € Pits, / x(y) dy=cy, (3.3)
Q

die quasikonvexe Hiille der Energiedichte (3.1), welche als minimale Energie pro Volumen-
einheit definiert ist. Die Minimierung ist hierbei iiber alle moglichen Mikrostrukturen und
Verschiebungsfluktuationen durchzufiihren. Die Mikrostrukturen gehen iiber den “Schalt-
vektor” x (y) in die Gleichung ein. Dieser liegt in der Menge aller reinen Varianten

Pg;gz{io,il,...,in}:{(1,0,...,0)T,(0,1,...,o)T,...,(o,...,0,1)T} (3.4)

und gibt an, welche Variante sich an welcher Stelle y im RVE befindet. Die Integration von
X Uber €2 muss daher den Vektor der mittleren Volumenfraktionen c ergeben. Da es sich bei
¢ um ein Fluktuationsfeld handelt, muss dieses im Mittel den Wert null besitzen.

In Gl. (3.3) wurde zunichst von bekannten Volumenfraktionen ausgegangen. Eine vollstéin-
dige Relaxierung des Problems beriicksichtigt zusitzlich, dass sich auch die Volumenfrak-
tionen unter Belastung so einstellen, dass daraus die geringstmogliche Energiedichte resul-
tiert, also:

QU (e) =min Q¥ (e,c) wdN. > c=1A¢>0,i=0,....n (3.5)

i=0

Die hier aufgefiihrten Nebenbedingungen stellen die Massenerhaltung sicher und schlieen
negative Volumenanteil aus.

Die in Gl. (3.3) eingefiihrte Energiedichte kann durch Ausmultiplizieren zu

n

QU (e,¢) = Y [e¥ (&, 1)) + tmix (©) (3.6)

i=0
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vereinfacht werden. Hierbei steht der zweite Summand, der lediglich von den Volumenfrak-
tionen, aber nicht von der du3eren Last abhéngt, fiir:

Umix (¢) = inf /V‘WP:C:( Vie - le >dy
Q
P EWE @) XV EPUL [xy) dy=cf. 6D
Q

Dieser Energieterm wird iiblicher Weise als Mischenergie bezeichnet. Aufgrund der kom-
plizierten Nebenbedingungen ist keine explizite Form dieser Gleichung bekannt. Lediglich
fiir das so genannte “two-well problem” (n = 2), gelost von Kohn (1991) und - unabhéngig
davon - Pipkin (1991), sowie fiir Sonderfille von dreivarianten Materialien, Smyshlyaev and
Willis (1998b), konnten bislang analytische Ausdriicke gefunden werden.

3.1. Abschatzung der Mischenergie durch obere und untere Grenzen

Um dennoch eine moglichst genaue Abschitzung der Energiedichte phasentransformieren-
der Materialien zu erhalten, wird die Mischenergie mittels verschiedener Grenzen von oben
und unten angenihert. Im Folgenden werden solche Grenzen vorgestellt.

3.1.1. Untere ReuB-Grenze

Die grundlegende Annahme zur Formulierung der Reu3-Grenze ist, dass die Spannung in-
nerhalb des RVE konstant ist. Die gleiche Grenze ldsst sich, wie in Govindjee et al. (2003)
dargestellt, auch durch eine “Aufweichung” der Nebenbedingungen in Gl. (3.7) herleiten.
Zur Vereinfachung der Formulierung werden die Verschiebungsfluktuationen ¢ und das
Vektorfeld x in komplexe Fourierreihen entwickelt:

=Y e eV X (y) = Y xg Y mitT = (212)", 0o = 0, xo = c. (38)
Eer Eer

Das Symbol i steht hierbei fiir die imaginédre Einheit i = /—1. Da jede stiickweise stetige
und monotone Funktion durch eine Fourier-Reihe beliebig genau angenihert werden kann,
stellt diese Darstellung keine Einschrinkung des Modells dar.

Damit ergibt sich fiir die Mischenergie der Ausdruck

Ymix (¢) = inf Z% <|£ ®° g0€> :C: <|€ ®° QO£>
Eer

“Re <<i£ @ pg) i C: Z (xe),m )

i=0

cons} 3.9
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wobei cons hier noch fiir die Nebenbedingung x (y) € P! steht, da die Periodizitiit des

pure
Verschiebungsfluktuationsfeldes und die korrekten gemittelten Volumenanteile bereits durch

die Ansitze in Fourierreihen sichergestellt sind.

Minimiert man nun in GI. (3.9) iiber alle symmetrischen Tensoren v = 47 € C?*? anstatt
iiber alle Gradientenfelder i§ ®° gog, erhilt man die ReuB3-Grenze fiir die Mischenergie

1 n 1 n n
Yrmix (C) > YReus (C) = 5 ;Ci n,:C:n+ BY chick n,:C:ny. (3.10)

i=0 k=0

Durch die Erweiterung der Menge zulédssiger Mikrostrukturen, iiber die minimiert wird,
werden potentiell tiefere Minima eingeschlossen. Bei der ReuB3-Grenze handelt es sich also
um eine untere Grenze der Mischenergie.

In Govindjee et al. (2003) konnte bewiesen werden, dass die Reu3-Grenze unter bestimm-
ten Bedingungen exakt der quasikonvexifizierten Energiedichte entspricht. Hierzu wurde
gezeigt, dass diese fiir einen Vektor c unter folgenden Voraussetzungen mit der in Kapitel
3.1.3 erlduterten oberen Laminatgrenze erster Ordnung zusammenfillt:

1. Der Volumenanteilsvektor ¢ lisst sich als lineare Kombination zweier Vektoren c¢(!)
und ¢? darstellen, fiir die die ReuB-Grenze exakt ist. Dies ist insbesondere fiir reine
Varianten der Fall.

2. Die zu ¢ und ¢ gehérigen gemittelten Transformationsdehnungen

n

e = chgl/z)ni 311

i=0
sind Rang-1-kompatibel, es gilt also

D @
-n

=a®'b (3.12)

fiir zwei Vektoren a, b € R3.

3.1.2. Untere H-MaB-Grenze

Der Vollstiandigkeit halber sei hier auch die in Govindjee et al. (2003) hergeleitete H-Mal-
Grenze erwihnt.

Die in Tartar (1990) eingefiihrten H-MalBe sind eine vereinfachte Reprisentation von Mi-
krostrukturen. Hierzu wird, wie auch im vorhergehenden Abschnitt, der die Mikrostruktur
charakterisierende Schaltvektor x (y) in Fourier-Reihen entwickelt.

Diejenigen Fourier-Koeffizienten mit gleicher Richtung w (z.B. X1 2, X(2,4), usW. fiir w =

(1,2) /+/5) werden aufsummiert, wodurch eine tensorwertige Funktion iiber der Menge aller
Richtungen w € S?~! entsteht:

p(w) = Y. Xe®Xe (3.13)
Eer\{0}.£/[§|=w
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Diese Darstellung wird als H-Maf bezeichnet.

Durch geeignete mathematische Umformungen, wie sie in Govindjee et al. (2003) und Hei-
nen (2004a) dargestellt sind, ldsst sich die Mischenergie wie folgt umformulieren:

Ymix (€) = inf ¢ — / Gw):p(w)dw|p e H(c)p mit (3.14)
wesd-1
1
G(w) = Gui; = 3 (W-C:my) T (w) ' (w-C:my) iy, (3.15)

G(w) e R(n+1)><(n+l)’

Sym

und der Definition des so genannten Akustiktensors

u-Tw) u=(w& u):C:(w u)ec R

sym *

In Gl. (3.14) enthilt die Menge  (c) genau diejenigen H-MaBe p, fiir die [, x (v)dy =
c gilt, die also eine Mikrostruktur mit den Volumenfraktionen c reprisentieren. Da eben
diese Menge jedoch nicht exakt bekannt ist, kann Gl. (3.14) in dieser Form noch nicht zur
Berechnung der Mischenergie herangezogen werden.

Die Menge H der zuldssigen H-MaBe kann jedoch erneut erweitert werden, wodurch die
Optimierung, wenn auch noch immer unter hohem mathematischen Aufwand, erleichtert
wird. Hierdurch entsteht eine engere als die zuvor vorgestellte untere Grenze, die in Go-
vindjee et al. (2003) nédher beschrieben wird.

Zwar wire es wiinschenswert, die H-MaB-Grenze als untere Grenze zu verwenden, aller-
dings ist momentan kein allgemein giiltiges Verfahren bekannt, um diese zu berechnen. Aus
diesem Grund wird hier auch auf eine detailliertere Darstellung verzichtet. Im Folgenden
wird sich jedoch zeigen, dass mit der wesentlich einfacheren, in direkter Form vorliegen-
den, ReuB3-Grenze bereits eine recht gute Anndherung der Mischenergie moglich ist.

3.1.3. Obere Laminatgrenze 1. Ordnung

In den bisher dargestellten Abschidtzungen wurde die Menge der zulidssigen Mikrostruktu-
ren erweitert, um untere Grenzen der Mischenergie zu erhalten. Insbesondere mit der Reuf3-
Grenze konnten so verschiedene experimentelle Beobachtungen nachvollzogen werden, sie-
he zum Beispiel Govindjee and Miehe (2001); Hall and Govindjee (2001, 2002).

Um aber die Qualitit der unteren Grenzen beurteilen zu konnen, ist es notwendig, sie mit
oberen Grenzen zu vergleichen. Solche oberen Grenzen konnen durch Einschriankung der
Betrachtungen auf bestimmte Mikrostrukturen erreicht werden. Aus einer Vielzahl von Ex-
perimenten ist bekannt, dass sich bei martensitischen Transformationen im Mikroskop so
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genannte laminare Strukturen zeigen. Hierbei sind verschiedene kristallographische Varian-
ten parallel zueinander und in der Regel in enger Abfolge angeordnet.

Die Abschitzung der Energiedichte laminarer Mikrostrukturen kann durch die so genannte
Laminat-Mischformel realisiert werden, welche auf Avellaneda and Milton (1989); Tartar
(1990); Kohn (1991) zuriickgeht und in Govindjee et al. (2003) auf den n-varianten Fall
erweitert wurde:

wmix (‘9(31 + (1 — 9) CQ) S meix (Cl) + (1 — 9) 1/)mix (Cg) +9 (1 — 9) qb <C1 — CQ) . (316)

Der Parameter 0 < ¢ < 1 stellt hierbei einen “Mischparameter” dar, welcher eine Kombina-
tion zweier Volumenanteilsvektoren c; und c, erzeugt. Diese Formel ist insbesondere dann
hilfreich, wenn die Mischenergie fiir c; bzw. ¢, zuvor bereits zumindest ndherungsweise
bekannt war.

Die oben eingefiihrte Funktion ¢ ist fiir einen beliebigen Vektor k wie folgt definiert:
¢ (k) =inf{-G(w): (k®K)|weS""} (3.17)
mit G (w) nach Gl. (3.15).

Die Herleitung dieser Abschitzung basiert erneut auf einer Formulierung in H-Mafen. Der
interessierte Leser sei an dieser Stelle auf Govindjee et al. (2003) verwiesen.

Aus der Definition der Mischenergie nach Gl. (3.7) wird deutlich, dass diese fiir eine reine
Variante ¢ (¢ =1;) = 0 ist: in diesem Falle wird ndmlich der Term >, x;7; zu einer
Konstanten, welche, multipliziert mit der periodischen Storung V°®p, im Mittelwert liber
das RVE null ergibt. Die Mischenergie fiir reine Varianten ist somit das Minimum einer rein
quadratischen Funktion in V*¢, welches ebenfalls null ist.

Es bietet sich somit an, eine Laminatgrenze aufbauend auf reinen Varianten zu konstruieren,
da fiir diese v,;x bekannt ist. Hierzu wird zunéchst die Schreibweise

C(i) — (CO + . + Cl')_l (COiO + e _|_ Cl.il.) (318)

eingefiihrt, mit welcher sich folgende obere Grenze ergibt:

n

. a6 iy
Vi (€)= Vi (€)= Z (COCO TR cl,-) o (e ). (3.19)

Der Wert der so formulierten Grenze héngt nun noch davon ab, in welcher Reihenfolge die
Varianten beriicksichtigt werden, bzw. wie diese nebeneinander angeordnet sind. Mathema-
tisch entspricht dies der Betrachtung aller moglicher Permutationen des Phasenanteilsvek-
tors' c.

Um die Giiltigkeit von Gl. (3.19) zu beweisen, bedient man sich einer “umgekehrten” voll-
stindigen Induktion. Hierzu wird zunéchst als Induktionsverankerung die letzte Komponen-

'Der Phasenanteilsvektor fiihrt in diesem Modell die Volumenanteile der verschiedenen Martensitvarianten
separat auf, insofern konnte er auch als Phasen- und Variantenanteilsvektor bezeichnet werden, worauf
hier aber zur Vereinfachung der Schreibweise verzichtet wird; dies entspricht der in der Mechanik iiblichen
Terminologie, in der hiufig nicht zwischen Phasen und Varianten unterschieden wird.
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te, ¢,, von Yy« unter Verwendung von Gl. (3.16) abgespalten:

wmix (C) = wmix ((CO +-+ cnfl) C(nil) —+ Cnin)
< (eot A 1) Ymix (€"7Y) + €4 P (1) (3.20)
=0
+(co+ -4 cn1) Cr@ (c(n—l) — in)

= (C0—|— +cn 1>wmlx( " 1 +Z CO++ +_C|_icl)Ci¢(c(i1)_ii)a

i=n

wobei die Nebenbedingung > ¢; = 1 verwendet wurde.

Analog werden nun auch alle weiteren Komponenten abgespalten. Hierzu werde zunéchst
als Induktionshypothese angenommen, dass

c + -t cii1)c i .
Unmix (€) < (co + -+ + 1) Ymix (€*71) —l—; 0 - +cll) ¢ (Y 1) (3.21)

fiir ein k mit 2 < k < n gelte. Darauf aufbauend kann als Induktionsschluss Folgendes
gezeigt werden:

CO+"'+Ck—2 (k—2) Ck—1 . >
mix (€) < (co+ -+ o mix ¢ + Y
Umix (€) (co —1) ¥ (c0+---+ck_1 Cot - topg
co—l— “Fcis1) (i-1) _ s
Z =0 3.22
+ +ct ¢(C l) ( )
Co+ -t -
< (eo+ o) [ : i (¢7) +

co+ -+ ka1

Ck—1 . (co+ -+ + cr—2) Ck—1 (k—2) _ «
ix (1) + C — 1
C0+'-~—|—Ck1w&\(,k_12 (CO+"'+ck71>2 ( kl)
- (CO + -+ Ci—l) Ci (i-1) .

+ C -1

; Cot -+ gb( )

Z" cotte)e iy
= (Co + -+ Ckfg) wmix (C(kiz)) + ( 0 1) ¢ (C( D 1,') .

C P C.
i=k—1 0F G

Wendet man nun GI. (3.22) von k = n, wofiir (3.21) zuvor bewiesen wurde, wiederholt
absteigend bis k = 2 an, erhélt man

¢mix (C)

IN

) : CO+ +Cz 1)Cl (i-1) s
Co wmlx EC) ) + ; S ¢ (C 11)
=mix (i0)=0

ey s,
i=1 !
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Austenit
Martensit 1

Martensit 2

Martensit 5

Martensit 6

Abbildung 3.1.: Skizze Laminat erster Ordnung.

womit die obere Laminatgrenze in dieser Form bewiesen wurde.

Anschaulich entspricht diese Vorgehensweise der Berechnung zunéchst der Energie aus ei-
nem Laminat der ersten beiden Varianten im jeweiligen Volumenverhiltnis, welches dann
nacheinander um die Anteile aller anderen Varianten erginzt wird. Die hierdurch entste-
hende Anordnung der Varianten, ein so genanntes Laminat erster Ordnung, ist in Abb. 3.1
dargestellt.

Erste dementsprechende Ansédtze wurden in Govindjee et al. (2003) formuliert, die dann in
Heinen (2004a) anhand einer Reihe numerischer Beispiele getestet wurden. Hierbei wur-
de offensichtlich, dass sich die obere Grenze v, (c) zwar fiir eine grobe Abschétzung der
tatsidchlichen Mischenergie eignet, aber noch zu ungenau ist, um anhand dieser prizise Aus-
sagen iiber die Qualitit anderer Grenzen, insbesondere der Reu3-Grenze, machen zu kon-
nen. Diese Ungenauigkeit zeigt sich insbesondere auch in der Beobachtung, dass die oben
vorgestellte Laminatgrenze hiufig zu deutlich nichtkonvexen Energieverldaufen fiihrt. Die
Laminatgrenze erster Ordnung unterscheidet sich daher deutlich von der gesuchten quasi-
konvexen Hiille und ist des Weiteren numerisch nur schwer handhabbar.

3.1.4. Obere Laminatgrenze 2. Ordnung

Aufgrund der Defizite der Laminatgrenze erster Ordnung liegt es nahe, die Betrachtung
auf kompliziertere Mikrostrukturen, wie zum Beispiel Laminate zweiter und hoherer Ord-
nung, zu erweitern. Mathematisch gesehen entstehen diese, wenn die Mischenergie durch
Zusammenfiigung mehrerer Teil-Laminate zu einem Gesamt-Laminat hergeleitet wird. Ein
solches allgemeines Laminat zweiter Ordnung ist in Abb. 3.2 dargestellt. Jedes der Teillami-
nate kann dabei im allgemeinen Fall aus einer beliebigen Variantenanzahl (von 1 bis n + 1)
bestehen. Auch die Anzahl der Teillaminate, aus denen das Gesamtlaminat bestehen soll, ist
beliebig.

Die energetische Abschitzung allgemeiner Laminate hoherer Ordnung ist aufgrund der ho-
hen Anzahl von Freiheitsgraden numerisch nicht realisierbar. In Heinen (2004a) wurden
bereits erste Beispiele spezieller Laminate vorgestellt. Hierbei wurden jeweils zwei Teilla-
minate betrachtet, in denen der Anteil einer Variante erhoht bzw. erniedrigt wurde. Hier-
durch konnte zwar eine leichte Verbesserung der oberen Laminatgrenze erzielt werden, die
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Austenit

Martensit 1

Martensit 2

Martensit 5
Martensit 6
Abbildung 3.2.: Skizze allgemeines Laminat zweiter Ordnung.

' Austenit

Martensit 1

Martensit 2

Martensit 5

Martensit 6

Abbildung 3.3.: Skizze Laminat zweiter Ordnung, bestehend aus Austenit und Martensit-
zwillingen.

jedoch auch mit einer wesentlichen Erhohung des numerischen Aufwands einherging.

Die im Folgenden hergeleitete Laminatgrenze zweiter Ordnung wurde erstmalig in Heinen
et al. (2006) priasentiert und in Govindjee et al. (2007) ausfiihrlicher erldutert.

Eine Vielzahl experimenteller Untersuchungen weisen andere Anordnungen von speziellen
Laminaten auf: als Mikrostruktur bilden sich hier so genannte martensitische Zwillinge aus.
In dieser Anordnung finden sich genau zwei Martensitvarianten in eng wechselnder Abfolge
in der hochsten Laminatordnung, wie in Abb. 3.3 dargestellt.

Die Paarungen der Varianten, die fiir eine derartige Zwillingsbildung in Betracht zu ziehen
sind, wird in Ball and James (1987) im allgemeinen Fall und in Bhattacharya (2003) fiir
kleine Verformungen diskutiert. Hierbei wird insbesondere beriicksichtigt, dass es bei zwei
Varianten, die spannungsfreie Grenzflichen bilden konnen, stets mindestens eine Grenzebe-
ne geben muss, die durch beide Transformationsdehnungen gleich verzerrt wird. Die Trans-
formationsdehnungen 7); und 7); miissen dementsprechend folgende Gleichung erfiillen:

1
m-m=;m®atadn), (3.24)
wobei a ein Skalierungsvektor und n ein Normalenvektor auf die Grenzebene ist.

Die Existenz einer Losung dieser Gleichung kann durch folgende Berechnung iiberpriift
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werden:
e Berechne 0, = 1, — ;.
e Finde Eigenwerte A\;, Ay und A3 von 7,,,;, mit Ay < Ay < As.
e 1), und 7, sind genau dann zwillingskompatibel wenn Ay = 0.

Wenn Gl. (3.24) 16sbar ist, so sind

—kv=AiexitvAzeys und
V2(As=X1)

e a=1/2(A—\) (kvV=Xiexs + VAsens)

mit x = %1 gleichwertige Losungen. Fiir die folgenden Betrachtungen wird stets die Losung
mit k = 1 gewihlt.

e 1N —

Als Beispiel seien hier drei verschiedene Materialien genannt, und zwar kubisch-tetragonal
transformierendes NiAl, sowie kubisch-orthorhombisch und kubisch-monoklin transformie-
rendes CuAINi. Die elastischen Konstanten und die Transformationsdehnungen dieser Ma-
terialien sind im Anhang B abgedruckt. In Tabellen 3.1 bis 3.3 ist angegeben, welche Vari-
anten dieser Materialien miteinander Zwillinge bilden kdnnen.

Variante H Austenit | Martensit 1 \ Martensit 2 \ Martensit 3 ‘

Austenit - nein nein nein
Martensit 1 nein - ja ja
Martensit 2 nein ja - ja
Martensit 3 nein ja ja -

Tabelle 3.1.: Zwillingskompatible Paarungen der Transformationsdehnungen, kubisch-
tetragonal transformierendes NiAl.

’ Variante H Austenit \ Mart. 1 \ Mart. 2 \ Mart. 3 \ Mart. 4 \ Mart. 5 \ Mart. 6 ‘

Austenit - nein nein nein nein nein nein
Martensit 1 nein - ja ja ja ja ja
Martensit 2 nein ja - ja ja ja ja
Martensit 3 nein ja ja - ja ja ja
Martensit 4 nein ja ja ja - ja ja
Martensit 5 nein ja ja ja ja - ja
Martensit 6 nein ja ja ja ja ja -

Tabelle 3.2.: Zwillingskompatible Paarungen der Transformationsdehnungen, kubisch-
orthorhombisch transformierendes CuAIN:i.

Fiir das kubisch-tetragonal und kubisch-orthorhombisch transformierende Material zeigt
sich, dass alle Martensitvarianten miteinander Zwillinge bilden konnen. Im Falle der ku-
bisch-monoklinen Transformation hingegen sind 24 der 66 Paarungen nicht zwillingskom-
patibel. Diese Eigenschaft kann zur Eingrenzung der beriicksichtigten Mikrostrukturen zur
Berechnung der Laminatgrenze verwendet werden.
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| Variante || A [ M1 | M2 [ M3 | M4 | M5 [ M6 | M7 | M8 | M9 | M10 | M11 [ M12 |
Austenit | - | n n n n n n n n n n n n
Mart.1 || n | - ] ] ] ] ] n n n n ] ]
Mart.2 || n | j - j ] ] ] n n n n j j
Mart.3 || n | j j - ] n n ] ] j ] n n
Mart. 4 || n | j ] ] - n n ] ] ] ] n n
Mart.5 || n | j ] n n - ] ] ] ] ] n n
Mart.6 || n | j j n n ] - ] j j ] n n
Mart.7 || n | n n j ] ] ] - ] n n ] j
Mart.8 || n | n n j ] ] ] ] - n n ] ]
Mart.9 || n | n n ] ] ] ] n n - ] ] ]
Mart. 10 || n | n n ] ] ] ] n n ] - ] ]
Mart. 11 | n | j j n n n n ] j j ] - j
Mart. 12 | n | j j n n n n ] ] ] ] ] -

Tabelle 3.3.: Zwillingskompatible Paarungen der Transformationsdehnungen, kubisch-
monoklin transformierendes CuAINi.

Hierzu wird zunéchst der Volumenanteilsvektor ¢ wie folgt sortiert: ¢y sei die Austenitva-
riante und die verbleibenden Martensitpaare (c¢; und cs, c3 und c4, usw.) seien zwillings-
kompatibel. Hierdurch ergeben sich fiir orthorhombischen Martensit 15 und fiir monoklinen
Martensit bereits 955 mogliche Kombinationen der Martensitvarianten zu drei bzw. sechs
kompatiblen Zwillingen.

Analog zum Laminat erster Ordnung ldsst sich nun fiir die in Abb. 3.3 skizzierte Anordnung

der Varianten in einem Austenit- und mehreren Martensitzwillingsstreifen eine weitere obe-
re Grenze fiir die relaxierten Energie herleiten:

M
Yimix (€) < tam (€)= Y dxbi (1 = b) ¢ (iax—1 — o) (3.25)
K=1

M
d d oo+ dr)d
n Z(0+ 1+ +dg_1) K¢(dK71—9K),

L= dy+di+---+dy

was im Folgenden gezeigt wird.

In Gl. (3.25) wurde folgende Notation verwendet:

K lduft jeweils tiber die M = n/2 Zwillinge.

o O = m‘f’i—jrlm ist der Volumenanteil der ersten Variante innerhalb des Kten Zwillings.

Ox = Okisg_1 + (1 — Ox) ixg ist der normierte Phasenanteilsvektor des Kten Zwil-
lings.

e dyx = cox_1 + cox ist der Volumenanteil des Kten Zwillings an der gesamten Mi-
krostruktur.
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o dg =% 4,8,/ 3K d;istein Vektor, der die normierte Summe der Austenit- und
aller Martensitzwillingsanteile bis zum Kten Zwilling enthilt.

e Entsprechend wird fiir die Austenitvariante 8, = (1,0, ..., O)T und dy = ¢q gesetzt.

Weitere obere Grenzen nach Gl. (3.25) entstehen durch Permutation der Reihenfolge, in der
diese berechnet werden. Insgesamt ergeben sich dadurch fiir jede einzelne der 955 mogli-
chen Zwillingspaarungen fiir kubisch-monoklin transformierendes Materialverhalten 720,
im allgemeinen leicht unterschiedliche, Werte der oberen Grenze.

Der Beweis der Laminatgrenze zweiter Ordnung erfolgt erneut durch umgekehrte vollstin-
dige Induktion, indem zunichst der letzte Zwilling abgespalten wird:

Qbmix (C) = 2,Dmix ((dO + dl + -+ dm—l) dm—l + dmem) 5 (326)
was mit Gl. (3.16) zu

Ymix (€) < (do+di+ -+ + dy—1) Ymix (dy—1) + dyWVmix (Ou) (3.27)
+(do+di+ -+ dy-1)du¢ (dy—1 — Ou)

= (do+di+- -+ dy-1) Vmix (dy-1)
+dymix (Ordom—1 + (1 — Oy) iom)
+(do+di+ - +dy-1)duod (dy—1 — Oy)

IN

(do+dy+ -+ dy-1) Ymix (dy—1)

+dyr | Oy Ymix (ap—1) + (1 — Orr) Ymix (i2mr)

+0u (1 — Oy) & (iopr—1 — iom)
+(do+di+ - +dy-1)duod (dy_1 — Oy)

= (do+di+ - +dy-1) Vmix (dy—1)
+dyOy (1 — Ou) ¢ (iom—1 — iom)
(do—i—dl—i-"'-i-dM_l)dM
dy_1—6
do+di+- +dy @ (d-1 = Ou)
]

umgeformt werden kann.

Es werde nun angenommen, dass

Ymix (€) < (do+ -+ +dj—1) Ymix (dy—1) (3.28)
M
+ ZdKQK (1 —6bk) ¢ (iog—1 — i2k)
K=J

M
(do+di+ - +dx_1)dx
+ dg 1 —0
dotdttdg Oldx1 )
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firein2 < J < M gelte. Fiir J/ = M wurde dies in Gl. 3.27 bereits gezeigt. Davon ausgehend
kann dann gezeigt werden, dass Gl. (3.28) auch fiir J — 1 gilt:

do‘l‘""l‘dj_z d]_l
mix S d++d— mix d_ + 0_
Umix (€) (do 1) <d0+---+d1_1 2T T+ dy 11)
M
+ ) dik (1= 6k) § (iax 1 — k) (3.29)
K=J
M
(do+dy + - -+ dg_1) dg
+ dx . — 6
Z; dovdi oty OO0
d0+"‘+d172
< (do+-+dj mix (dJ—
< (do o) | e (i)

dl—l

+ (dO + - +dj_2> dj_l
d0+"'+dj_1

mix 07 +
Vimix (65-1) (do+ - +dy_y)?

02— 051)]

M
+ ) dib (1= 0k) ¢ (k-1 — ia)

K=J
M
(d0+d1 + “'+dK—1)dK
+ dg 1 —06
Z; ot tdg 00
< (do+ - +dj—2) Ymix (dj_2)
M
+ dxOk (1 — Ok) ¢ (iok—1 — iok)

K

Il
~

-1

(do+dy+ -+ +dx_1)dx
do+dy+ - +dx

¢ (dK—l - OK) .

M=

-1

=
I

Damit ist bewiesen, dass Gl. (3.28) fiir alle 2 < J < M gilt. Einsetzen von J = 2 in (3.28)
liefert schlieBlich die Laminatgrenze fiir verzwillingte Laminate, GI. (3.25).

3.1.5. Obere Taylorgrenze

Bei genauerer Betrachtung der in Gl. (3.7) definierten Mischenergie féllt auf, dass diese stets
nicht-positiv ist. Wird ein im Verhiltnis zu den Transformationsdehnungen kleiner Pertur-
bationsgradient gewdhlt, ist der zweite Summand im Integranden dominant und es ergibt
sich ein negativer Wert.

Eine Ausnahme bildet der einvariante Fall: hier wird der zweite Summand aufgrund der
Periodizitit des Perturbationsfeldes zu null. Das gesuchte Minimum ist dann das eines qua-
dratischen Funktionals, welches durch die triviale Losung ¢ = 0 minimal wird. Die Misch-
energie reiner Varianten ist damit, wie oben bereits erwéhnt, null.

Als triviale obere Grenze fiir die Mischenergie kann daher die so genannte Taylor-Grenze

wmix S wTaylor (C) =0 (330)
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gewdhlt werden.

Die Taylor-Grenze entspricht der Annahme, dass an jedem Punkt, und somit auch fiir jede
Variante, innerhalb einer Mikrostruktur der gleiche Dehnungszustand herrscht.

3.1.6. Unrelaxierte Energie als obere Grenze

Wird nicht gezielt die Mischenergie, sondern die gesamte Energiedichte betrachtet, kann
auch die unrelaxierte Energie nach Gl. (3.1) als einfache obere Grenze fiir die quasikonvexe
Hiille betrachtet werden.

Hierdurch wird im Folgenden auch deutlich werden, um welchen Anteil phasentransformie-
rende Materialien wie Formgedichtnislegierungen ihre Gesamtenergie durch Ausbildung
einer Mikrostruktur senken konnen.

Der Unterschied zwischen der unrelaxierten Energie als obere Grenze und der Taylor-Gren-
ze besteht darin, dass letztere auch andere Volumenfraktionen als null oder eins zulésst. Fiir
eine vollstindige Relaxierung entfillt dieser Unterschied, da, wie man trivialer Weise sieht,
die Taylor-Grenze stets von reinen Varianten minimiert wird.

3.2. Vergleich der Grenzen fiir feste Volumenfraktionen

Durch den direkten Vergleich von oberen und unteren Grenzen kann zum FEinen die tat-
sdchliche quasikonvexifizierte Energiedichte eingegrenzt werden. Zum Anderen lassen sich
hierdurch Riickschliisse auf die Qualitit der verschiedenen Grenzen als Abschétzungen zie-
hen.

Die oben betrachteten Grenzen unterscheiden sich, mit Ausnahme der unrelaxierten Ener-
gie, lediglich in der Mischenergie. Fiir einen ersten Vergleich muss daher auch nur dieser
nicht lastabhiingige Energieanteil herangezogen werden, der zunichst fiir vorgegebene Vo-
lumenanteilspfade verglichen werden soll.

Ein dementsprechender Vergleich ist in Abb. 3.4 - 3.7 zu finden. Hierbei spiegeln Abb. 3.4
und 3.5 das Modellverhalten fiir kubisch-orthorhombisch und Abb. 3.6 und 3.7 kubisch-
monoklin transformierendes Material wieder. Die hier verwendeten sieben-varianten Ma-
terialdaten gehen auf Sedldk et al. (2005) zuriick und sind in Anhang B.2 dargestellt, die
13-varianten wurden von Otsuka et al. (1974) gemessen und sind in B.3 aufgefiihrt.

In Abb. 3.4 wurde recht willkiirlich ein Pfad von reinem Austenit zu einer gleichméfigen
Mischung aller Martensite vorgegeben. In Abb. 3.5 hingegen wurde der Pfad so gewihlt,
dass er weit von denjenigen Bereichen entfernt ist, fiir die die Exaktheit der Reu3-Grenze
bekannt ist, sieche S. 26. Zu diesem Zweck wurden der Start- und der Endvektor so gewihlt,
dass Det s« und Det 1°F¢ moglichst unterschiedlich sind, wodurch die Bedingung (3.12)
fiir die Exaktheit der ReuB3-Grenze nicht erfiillt ist.
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Abbildung 3.4.: Vergleich der Mischenergie-Grenzen fiir feste Volumenfraktionen.
Kubisch-orthorhombisch transformierendes Material.
Pfad von einer Austenit-Martensit-Mischung zur anderen.

Beziiglich der Rechenzeit fiir die hier vorgestellten Beispiele ist zu beachten, dass die Funk-
tion ¢ nach Gl. (3.17) zwar lediglich iiber alle Einheitsvektoren w € S? minimiert wird; da
diese aber fiir die hier vorgestellten oberen Laminatgrenzen sehr hiufig aufgerufen wird, ist
thre Auswertung dennoch die Ursache fiir den hohen Zeitaufwand bei der Berechnung dieser
Grenzen. Wie aus dem Vergleich der Definitionen (3.19) und (3.25) zu erkennen ist, erfor-
dern beide Grenzen die gleiche Anzahl von ¢-Aufrufen. Aufgrund der einfacheren Funkti-
onsargumente in der verzwillingten Grenze ist die bendtigte Rechenzeit hier allerdings im
Allgemeinen wesentlich geringer.

Weiterhin wird deutlich, dass die Verwendung der oben erliduterten verzwillingten Laminat-
struktur zweiter Ordnung neben der Rechenzeitverkiirzung auch eine wesentliche Qualitéts-
steigerung mit sich bringt. So ist zum Beispiel die Abweichung zwischen 1/ge,s und 9y, | bis
zu 45mal groBer als die zwischen Yreyg und Y.

Im Falle von ¢geys und ¢,y liegt die maximale Abweichung beider Grenzen bei einem
halben Prozent in Abb. 3.4 und drei Prozent in Abb. 3.5. Die groflere Abweichung im zwei-
ten Plot ist vermutlich darauf zuriickzufiihren, dass in diesem Beispiel die Volumenanteile
aller Martensitvariaten stets gleich grof} ist. Hierdurch werden verschiedene Zwillingskom-
binationen energetisch dquivalent, was eine Verringerung der Flexibilitit der Laminatgrenze
zweiter Ordnung zur Folge hat. Ferner ist zu beobachten, dass auch die Konvexititseigen-
schaften der Laminatgrenze zweiter Ordnung wesentlich besser sind als die mit dem einfa-
cheren Laminat erzielten. Dies ist insbesondere fiir die in Kapitel 3.3 erlduterte vollstindige
Relaxierung der Energie von Bedeutung.

Im Falle des dreizehn-varianten kubisch zu monoklin transformierenden CuAlINi ist insbe-
sondere die Qualitdt der Laminatgrenze zweiter Ordnung noch deutlich hoher als im sieben-
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Abbildung 3.5.: Vergleich der Mischenergie-Grenzen fiir feste Volumenfraktionen.
Kubisch-orthorhombisch transformierendes Material.
Pfad von reinem Austenit zu gleichméBiger Mischung aller Martensite.

varianten. Hier betrdgt die maximale Abweichung zwischen e, und ¢y, die in Abb.
3.6 und 3.7 jeweils auch vergroBert dargestellt ist, nur noch 0,8 bzw. 1,2 Promill, wihrend
die Laminatgrenze erster Ordnung eine bis zu 200fach hohere Abweichung von der Reuf3-
Grenze aufweist als die zweiter Ordnung.

In der Berechnung von v}, wurde die Anzahl der ausgewerteten Permutationen der Grenze
auf 1000 zufillig ausgewahlte beschriankt. Die Bestimmung der Energiewerte aller 13! =
6, 2-10 ist mit heutigen Computern zum Einen kaum zu bewiltigen und hitte zum Anderen,
wie Testrechnung mit einer wesentlich hoheren Anzahl von Zufallspermutationen gezeigt
haben, die Grenze nicht wesentlich verbessert.

Auch die Berechnung der Laminatgrenze zweiter Ordnung ist zunichst numerisch zu auf-
windig zur Erstellung der hier abgebildeten Plots, da die Anzahl der Funktionsaufrufe von
¢ nach Gl. 3.17 zu hoch ist: fiir jede der 955 Moglichkeiten, die zwolf Martensitvarianten
in kompatible Zwillinge nach GIl. 3.24 und Tab. 3.3 einzusortieren, sind 720 Permutatio-
nen der Zwillingsreihenfolge zu beachten, wie zuvor bereits erldutert. Nach der Definition
der Laminatgrenze zweiter Ordnung, Gl. 3.25, sind zur Energiedichteauswertung fiir jede
dieser Permutationen zwolf ¢-Aufrufe notwendig. Dies wiirde zu einer Gesamtanzahl von
8,2 Millionen Berechnungen der Funktion ¢ fithren, was vom numerischen Aufwand her zu
aufwindig wire.

Um die Rechenzeit fiir die verzwillingte Laminatgrenze zu verringern, wurden daher fiir die
hier dargestellten Rechnungen alle benotigten Aufrufe der Funktion ¢, die oft in verschie-
denen Permutationen der Grenze mehrfach auftreten, im Voraus berechnet und gespeichert.
Hierdurch lieB sich die Anzahl der Funktionsaufrufe auf 21.504, und somit um den Faktor
380, verringern.
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Abbildung 3.6.: Vergleich der Mischenergie-Grenzen fiir feste Volumenfraktionen.

Kubisch-monoklin transformierendes Material.
Pfad von einer Austenit-Martensit-Mischung zur anderen.
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Abbildung 3.7.: Vergleich der Mischenergie-Grenzen fiir feste Volumenfraktionen.

Kubisch-monoklin transformierendes Material.
Pfad von reinem Austenit zu gleichmiBiger Mischung aller Martensite.
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Abbildung 3.8.: Vergleich der Mischenergie-Grenzen fiir feste Volumenfraktionen.
Kubisch-monoklin transformierendes Material.
Pfad zwischen zwei untereinander nicht kompatiblen Zwillingen.

Eine dhnliche Strategie wurde auch auf die Laminatgrenze erster Ordnung angewandt. Hier
lisst sich so die Anzahl der ¢-Aufrufe von (n + 1)! - n auf 2V . (n 4 1) verringern, was
fiir dreizehn-variante Materialien eine Verringerung um den Faktor 700 bedeutet.

Als letztes Beispiel fiir die Mischenergie bei festen Volumenfraktionen zeigt Abb. 3.8 die
Werte der Grenzen zwischen zwel untereinander nicht kompatiblen Zwillingen. Dabei han-
delt es sich um den fiir die Laminatgrenze zweiter Ordnung ungiinstigsten Fall, da hier nur
eine einzige Konfiguration der vorhandenen Martensitvarianten zu Zwillingen moglich ist.
Aus diesem Grund verliert hier die verzwillingte Laminatgrenze ihre Qualitidtsvorteile ge-
geniiber der einfachen Laminatgrenze und ergibt, bis auf kleine numerische Abweichungen,
die gleichen Werte. Die maximale Abweichung zwischen Laminat- und Reul3-Grenze liegt
in diesem Beispiel bei 5,3 Prozent.

Hierzu sei noch erwihnt, dass es sich bei dem in Abb. 3.8 gezeigten Pfad um ein rein akade-
misches Beispiel handelt, mit dem der ungiinstigste Fall fiir die verzwillingte Laminatgrenze
getestet werden sollte. In realen Materialien wére eine Situation mit so ungiinstiger Kompa-
tibilitdt energetisch kaum zu stabilisieren.

Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass die Laminatgrenze zweiter Ordnung zum Einen
der zuvor bekannten oberen Grenze basierend auf Laminaten erster Ordnung qualitativ weit
iberlegen ist. Des Weiteren hat sich gezeigt, dass die Reu3grenze trotz der recht groben Ver-
einfachung durch die Vernachlidssigung der Kompatibilititsbedingungen die Energie von
vielvarianten Formgedichtnislegierungen recht exakt abschitzt. AuBlerdem scheint die fiir
die verzwillingte Laminatgrenze angenommene Mikrostruktur dem tatsichlichen Energie-
minimum recht nahe zu kommen, da ansonsten keine so gute Ubereinstimmung zwischen
oberen und unteren Grenzen hitte erreicht werden konnen.
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Die in Abschnitt 3.1.2 angesprochene H-Mal3 Grenze liegt, wie dort bereits erldutert, stets
zwischen der Reul3grenze und der tatsdchlichen Energiedichte. Da sich jedoch durch den
Vergleich mit den oberen Laminatgrenzen gezeigt hat, dass die Reu3grenze die Energie-
dichte bereits in iiberraschend guter Qualitit annédhert, kann auf die numerisch weit aufwén-
digere Implementierung der H-MaB Grenze verzichtet werden.

Die Beispiele in Abb. 3.4 bis 3.8 haben des Weiteren gezeigt, dass die tatsdchliche Ener-
giedichte n-varianter Formgedédchtnismaterialien weit niedriger liegt als der von der Taylor-
Grenze oder der unrelaxierten Energie vorausgesagte Wert 0. Daraus lésst sich insbesonde-
re folgern, dass die auf der Annahme konstanter Spannungen basierende Reu3grenze zur
Beschreibung des Materialverhaltens wesentlich besser geeignet ist als die Taylor-Grenze,
welche von konstanten Dehnungen in der Mikrostruktur ausgeht.

3.3. Vollstandige Relaxierung und energieminimierende
Volumenanteile

Im vorangegangenen Kapitel hat sich gezeigt, dass sowohl die Reul3- als auch die verzwil-
lingte Laminatgrenze die Energiedichte von Formgedichtnislegierungen mit geringer Ab-
weichung beschreiben. Hierbei wurde zunéchst von gegebenen Volumenfraktionen der ver-
schiedenen Varianten ausgegangen. Technisch ist es aber nicht moglich, die Volumenanteile
vorzugeben; diese entwickeln sich vielmehr als Konsequenz der mechanischen und thermi-
schen Last, welche auf das Material wirkt.

Daher wird in diesem Kapitel untersucht, welche Phasenanteile die jeweiligen Grenzen fiir
gegebene Lastsituationen als energieoptimal voraussagen. Hierbei wird auf die Betrachtung
dissipativer Effekte, die insbesondere auch fiir das experimentell vielfach zu beobachten-
de hysteretische Verhalten von Formgedichtnislegierungen verantwortlich sind, zunéchst
verzichtet. Die Einfiihrung eines Dissipationsansatzes wiirde unter anderem bewirken, dass
Oszillationen zwischen verschiedenen Varianten sowie sprunghafte Entwicklungen der Vo-
lumenanteile verhindert wiirden. Es sind aber gerade diese Aspekte, die auf deutliche Un-
terschiede zwischen den zuvor eingefiihrten Abschitzungen der Energiedichte hinweisen
konnten.

Im Folgenden sollen Strategien zur globalen Optimierung der unteren Reuf3- sowie der obe-
ren Laminatgrenze zweiter Ordnung vorgestellt und deren Ergebnisse diskutiert werden. Die
hier dargestellten Ergebnisse wurden erstmalig in Heinen and Hackl (2007) présentiert.

3.3.1. Globale Optimierung, ReuB-Grenze

Die globale Optimierung der ReuB-Grenze ist aufgrund ihrer analytisch direkt zugéngli-
chen Form mit Standardverfahren moglich. Fiir die energieminimierenden Volumenfraktio-
nen gilt

VeQUras (€,¢) + Y %Vegi (€) =0, (3.31)

k=0



42 3. Elastische Energie monokristalliner Formgedéichtnismaterialien

wobei die hier eingefiihrte Abkiirzung QWge,s fiir die Energiedichte nach GI. (3.6) unter
Verwendung der ReuB3-Grenze fiir die Mischenergie nach Gl. (3.10) steht. Die zu GI. (3.31)
gehorigen Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten

w > 0, k=0,....n (3.32)

golc)=—1+) ¢ < 0 (3.33)
=1

g(c)=—c < 0, k=1,...,n. (3.34)

Y-8 (c) = 0, k=0,...,n, keine Summation, (3.35)

wobei der Volumenanteil der Austenitfraktion indirekt aus ¢g = 1 — 27:1 ¢j bestimmt wird.
Dies fiihrt zu einer Reduktion der Anzahl unabhingiger Variablen auf die n Martensitan-
teile, wihrend gleichzeitig die Massenerhaltung durch diesen Ansatz identisch erfiillt wird
und somit nicht mehr als Nebenbedingung mitzufiihren ist. Die verbleibenden Nebenbedin-
gungen (3.32) - (3.35) gewihrleisten die Nichtnegativitit der Volumenanteile. Diese vier

Ungleichungen lassen sich wie folgt zu einer Gleichung zusammenfassen:

Wie man leicht erkennt, gilt Gl. 3.36 dann und nur dann, wenn alle zuvor formulierten
Nebenbedingungen gleichzeitig erfiillt sind. Der Vorteil der Verwendung von Gl. (3.36) an
Stelle von Gln. (3.32) - (3.35) liegt in der numerischen Implementierung des Algorithmus’:
an Stelle der Losung eines Gleichungssystems mit Ungleichungen als Nebenbedingungen
wird das Problem in ein groferes, aber unrestringiertes System von Gleichungen iiberfiihrt.
Eine genauere Beschreibung dieser Vorgehensweise ist auch in Schmidt-Baldassari (2003)
zu finden.

Die Minimierung der ReuB3grenze erfolgt mit einem Standard-Newton-Verfahren fiir die n
Gleichungen aus (3.31) und die n + 1 Gleichungen aus (3.36).

3.3.2. Globale Optimierung, Laminatgrenze zweiter Ordnung

Die Entwicklung eines geeigneten Algorithmus’ zur Minimierung der verzwillingten Reul3-
Grenze ist ein weit aufwindigeres Unterfangen. Hier empfiehlt es sich, ein Abstiegsver-
fahren mit einem regelméfBigen Netz von Startpunkten zu verwenden. Zur Vermeidung von
Oszillationen in engen Télern wird das Verfahren um die Methode der konjugierten Gradi-
enten erweitert.

Auf Grund der hohen Anzahl von Permutationen, die zur Auswertung der Laminatgren-
ze zweiter Ordnung nach Gl. (3.25) beriicksichtigt werden muss, ist jede Berechnung der
Energiedichte nach dieser Grenze mit einem wesentlich hoheren numerischen Aufwand
verbunden als im Falle der ReuB3-Grenze. Eine ausreichende Anzahl von Startwerten fiir
ein Abstiegsverfahren auszuwerten wiirde demzufolge zu einem nicht vertretbar hohen nu-
merischen Aufwand fiihren.

Dies ldsst sich vermeiden, indem auf ein regelméfiges Netz von Startvektoren zuriickge-
griffen wird, das fiir jeden Lastschritt unverdndert beibehalten wird. Fiir alle Punkte dieses
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Startvektornetzes braucht die Mischenergie dann nur einmalig pro Satz von Materialdaten
berechnet und gespeichert werden. Um die Energiedichte nach der Laminatgrenze zweiter
Ordnung zu erhalten, muss dann fiir eine gegebene Dehnung nach Gl. (3.6) an den Start-
punkten zur gespeicherten Mischenergie lediglich der in direkter Form vorliegende deh-
nungsabhingige Term Y . [c;¥ (e, i;)] hinzuaddiert werden.

Fiir die Beispielrechnungen im folgenden Abschnitt wurde ein Netz von Startvektoren, die
nur aus Vielfachen von 0,1 bestehen, gewihlt. Als Startwerte wurden also alle moglichen
Kombinationen von Phasenanteilen in 10%-Schritten berechnet, was fiir sieben-variantes
kubisch zu orthorhombisch transformierendes Material auf eine Anzahl von 8008 Startvek-
toren fiihrt. Fiir diejenigen vier nicht benachbarten Vektoren mit den niedrigsten zugehori-
gen Energiewerten wurde das Abstiegsverfahren durchgefiihrt.

Unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen ist folgender Ausdruck zu minimieren:

Qmmxacy+5<1—§:c>-—E:%q—+mm. (3.37)
i=0

i=0
Hierbei ist $ ein Lagrange-Parameter, der die Massenerhaltung gewihrleistet, wihrend der
Kuhn-Tucker-Parameter

=0 wennie A"
i

3.38
> (0 sonst ( )

die Nichtnegativitit der Volumenanteile sicherstellt. Dabei wurde die anfingliche aktive
Menge A™ = {i|c; > 0} eingefiihrt. Hier bezieht sich aktiv nicht, wie in der mathema-
tischen Literatur iiblich, auf aktive Nebenbedingungen, sondern auf aktive Varianten, also
solche mit echt positiven Volumenanteilen.

Durch Ableitung nach den Volumenanteilen ¢; ergibt sich die notwendige Bedingung fiir die
Existenz eines Extremums

gi—pB—7=0. (3.39)

Der Gradient q = 0QVy,,,,/Jc der Mischenergie beziiglich der Phasenanteile steht aufgrund
der Komplexitit von Gl. (3.25) nicht in analytischer Form zur Verfiigung. Daher finden statt-
dessen numerisch berechnete Differenzenquotienten Anwendung, fiir deren Bestimmung le-
diglich die energieoptimale Permutation von y,,, bzw. Q¥,,,,, herangezogen wird. So wird
zum Einen der Berechnungsaufwand erheblich verringert, zum Anderen wiirde die Betrach-
tung unterschiedlicher Permutationen die Qualitdt der numerischen Ergebnisse verringern.
Letzteres liegt darin begriindet, dass die hier verwendeten Laminatgrenzen fiir geringfiigige
Anderungen der Volumenanteile zwischen verschiedenen Permutationen hin- und hersprin-
gen konnen, was zu einer geringfiigigen Welligkeit der Ergebnisse fiihrt, welche wiederum
die Zuverlissigkeit numerisch bestimmter Differenzenquotienten negativ beeinflusst.

Daher werden die numerischen Gradienten wie folgt formuliert:

qi — aQ\Illg—m@:,C) (340)
Ci

1 .
E Q\Ijlam (57 c+e 1i)|perm min Q¥ (g,¢c) Qlljlam (57 C)

fiir kleine e.

Q
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Durch Summation von (3.39) iiber die anfingliche aktive Menge A™ ergibt sich der Wert
des Lagrange-Parameters

Zq, (3.41)

Am

nAln

unter Beriicksichtigung von 7; = 0 V i € A™. Hierbei wurde n 4 als Anzahl der Elemente
der aktiven Menge definiert. Einsetzen von 3 in Gleichung (3.39) liefert damit

firi € A"
~ Y - {7 - : (3.42)

sonst
ke Ain

(deVAlnq
nAm

wobei die hier eingefiihrte Abkiirzung dev 4k als aktiver Deviator eines Vektors k bezeich-
net wird.

Der zweite Teil von Gl. (3.42) wird als ,,Schalter* verwendet, welcher entscheidet, wann
eine zuvor inaktive Variante aktiv wird. Hierdurch ergibt sich die aktualisierte aktive Menge

A={ilc;>0}U{ilci=0Adevag; <O}. (3.43)

Der aktive Deviator wird nun als Suchrichtung zur Minimierung der globalen Energiedichte
verwendet. Eine Anderung der Volumenanteile wird hierbei nur fiir aktive Varianten zuge-
lassen; der Deviator wird also auf die aktive Menge eingeschrinkt. Im Folgenden wird diese
Einschrinkung durch (- - - ) , gekennzeichnet.

Es empfiehlt sich jedoch nicht, den aktiven Deviator direkt als Suchrichtung zu verwenden,
da dies zu oszillierenden Suchrichtungen in engen Télern fithren konnte. Diese Problematik
wird durch die Einfithrung der so genannten Methode der konjugierten Gradienten umgan-
gen. Hierbei wird nach Polak and Ribiere (1969) als Suchrichtung fiir den kten Minimie-
rungsschritt

d" = { _ gg:ﬁgigj + gt igil;t: 1 (44
mit

gt [(deVA?SZ CA;k(—i(;:A.(l(: elv) j}lk'— S(;ZVAqk>A (3.45)
gewihlt,

Die maximale Schrittweite s*  fiir die Volumenanteile wird anhand derjenigen Variante
gewdhlt, deren Volumenfraktion in Richtung des aktiven Deviators zuerst auf null zuriick
geht. Somit ergibt sich

ck
sk . = min {——’} . (3.46)

JjEA d{c

Die tatsdchliche Schrittweite wird dann nach den strengen Wolfe-Powell-Bedingungen be-
stimmt, Powell (1970). Hierzu wird die Steigung in Richtung von d* analog zu GI. (3.40)
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numerisch unter ausschlieBlicher Beriicksichtigung der energieminimierenden Permutation
ermittelt:

aQ\I;larn (67 C)

o (3.47)

g(chd) =

c=ck
% [Q\Illam (e,c" +ed")|

fur kleine € .

Q

k) - Q\I}lam (57 Ck)]

perm min QW (s, c

Die strengen Wolfe-Powell-Bedingungen fiihren dann zu der Menge zulédssiger Schrittwei-
ten

S (chdY) = sk >8>0 QUun (e, ¢ +5dY) < QU (e,¢") +
sk g (ck, dk) A ‘g (ck + skd*, dk)‘ < —pg (ck, dk)} . (3.48)

Hierbei gewihrleistet die erste Bedingung, dass durch Wahl einer Schrittweite aus S* eine
gewisse Mindestverringerung der Energie erreicht wird. Die zweite Bedingung stellt sicher,
dass die Losung ausreichend nah an einem stationdren Punkt von QW ,, (ck) in Richtung
von d* liegt. Die Parameter 0 < 7 < 1/2und 7 < p < 1 werden zur Regulierung der
Schirfe dieser Bedingungen verwendet. Details der algorithmischen Umsetzung der Wolfe-
Powell Bedingungen sind in Geiger and Kanzow (1999) zu finden.

Die sich ergebenden Phasenanteile ¢! werden als Lésung des Minimierungsproblems aus-
gehend von einem bestimmten Startvektor akzeptiert, wenn die Norm des neuen aktiven
Deviators (dev Aq"“) , eine gewisse Toleranz unterschreitet. Die niedrigste von den ver-
schiedenen Startpunkten aus erreichte Energie wird schlieBlich als globales Minimum an-
genommen.

Der oben erlduterte Algorithmus ist in Tab. 3.4 zusammengefasst.

3.3.3. Vergleich der Grenzen und energieoptimale Volumenanteile

Im vorherigen Kapitel wurde bereits festgestellt, dass sich obere und untere Grenze fiir die
Mischenergie nur um wenige Prozent voneinander unterscheiden. Nun soll mit Hilfe der in
diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen untersucht werden, inwiefern sich beide Gren-
zen auch beziiglich der von ihnen vorhergesagten energieminimierenden Volumenanteilen
entsprechen.

Hierzu werden diese Volumenanteile sowie die zugehorigen Energie- und Spannungswer-
te fiir verschiedene Lastpfade mit Reuf3- und Laminatgrenze zweiter Ordnung berechnet.
Dabei wird davon ausgegangen, dass die chemische Energie der Austenitphase gleich grof3
oder geringfiigig kleiner als die des Martensits ist. Dies entspricht einem Experiment kurz
oberhalb der Martensitstarttemperatur, bei der auch die hier verwendeten Materialdaten von
Sedldk et al. (2005) gemessen wurden, die in Anhang B.2 angegeben sind. Fiir diesen Tem-
peraturbereich, in dem beim Abkiihlen die temperaturinduzierte Transformation unmittelbar
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Einmalig pro Satz von Materialdaten:
Mischenergiewerte wy,y, (c) fiir das Netz von Startvektoren berechnen.
{11—0(cl,cg,...,c,,)‘cl,cg,...,cn eENAci+ea+...+¢, =10}

O (g,¢) = > [e;W (&, 1;)]+Wiam (c) fiir das Startvektornetz auswerten.
=

Startvektoren mit niedrigsten Energiewerten auswihlen.

Fiir jeden Startvektor:

Berechnung der anfinglichen aktiven Menge A™ = {i| ¢; > 0}

Berechnung der numerischen Gradienten q nach Gl. (3.40)

Berechnung des aktiven Deviators dev jnq = q — —— > A gi1

nAin

Update der aktiven Menge A = {i|c; > 0} N {i|c; = 0 Adev.gq; <0}
Update des aktiven Deviators
Berechnung der Suchrichtung d* nach Gl. (3.44)
Berechnung der Steigung g* in Richtung von d* nach Gl. (3.47)

Strenger Wolfe-Powell Algorithmus nach Geiger and Kanzow (1999)
zur Bestimmung der optimalen Schrittweite s*

Update des Phasenanteilsvektors cf*! = ¢k + skd*

Berechnung der anfinglichen aktiven Menge A™ = {i|¢; > 0}

Berechnung der numerischen Gradienten q nach Gl. (3.40)

Berechnung des aktiven Deviators dev 4nq = q — nj Y kean dkl

Update der aktiven Menge
A= {i|C,‘ > 0}ﬂ{i|CiZO/\dCV,AQi < O}
Update des aktiven Deviators

dev 4q > Konvergenztoleranz

Auswahl des niedrigsten Energiewertes.

Tabelle 3.4.: Algorithmus-Zusammenfassung: globale Optimierung der Laminatgrenze
zweiter Ordnung.
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bevorsteht, kommt es am ehesten zu einer verformungsinduzierten Umwandlung von Aus-
tenit zu Martensit.

Als numerische Beispiele wird im Folgenden die mikrostrukturelle Entwicklung fiir reine
Scherung, ebene Normaldehnung und kombinierte Last betrachtet.

In Abb. 3.9 ist die Evolution der Volumenanteile des Austenit- und der verschiedenen Mar-
tensitanteile fiir reine Scherung dargestellt. Hierbei wird von einem Experiment bei Mar-
tensitstarttemperatur ausgegangen, fiir welche die chemischen Energien von Austenit und
Martensit gleich groB sind. Die von den verschiedenen Grenzen vorhergesagten Volumen-
anteile sind, wie den Diagrammen zu entnehmen ist, sehr dhnlich. Fiir beide Grenzen ergibt
sich eine zweistufige Transformation: zunéchst transformiert der Austenit im Bereich von 0
bis ungefihr 1,2% Last vollstandig zu Martensit; im zweiten Schritt findet dann eine Um-
formung zwischen den unterschiedlichen Varianten des Martensits statt, bis schlieBlich bei
ca. 5,7% Last nur noch eine einzige Martensitvariante aktiv ist.

In den von der Laminatgrenze vorhergesagten Volumenanteilen der Martensitvarianten 3
bis 6 zeigen sich Oszillationen von bis zu 4 Prozent. Diese liegen darin begriindet, dass
die entsprechenden Varianten fiir die vorgegebene Last energetisch nahezu dquivalent sind.
Den Volumenanteil einer Variante zugunsten einer anderen zu erhohen @ndert den Wert der
Energiedichte also nicht. Aufgrund der in Kapitel 3.3.2 bereits erlduterten Welligkeit der
Laminatgrenze, die im Wechsel der energieoptimalen Permutationen begriindet ist, ist eine
genauere Optimierung dieser Grenze beziiglich der Volumenfraktionen nicht moglich.

Die Beriicksichtigung eines Dissipationsansatzes wiirde die Oszillationen der Volumenan-
teile ,,herausddmpfen®; allerdings ist das Hauptaugenmerk dieses Kapitels der Vergleich der
mathematischen Eigenschaften der verschiedenen Grenzen, die ohne Beriicksichtigung dis-
sipativer Effekte deutlicher zum Vorschein kommen.

Um die Unterschiede in der Energie besonders fiir niedrige Lastfaktoren aufzuzeigen, ist
in Abb. 3.10 die Quadratwurzel der von beiden Grenzen ermittelten Energiedichten darge-
stellt. Zusdtzlich ist auch die unrelaxierte Energiedichte in der Graphik verzeichnet, um zu
verdeutlichen, wie viel Energie das Material durch Ausbildung von Mikrostrukturen ein-
spart.

Die Ergebnisse fiir beide Grenzen der quasikonvexen Energie unterscheiden sich geringfii-
gig im Bereich kleiner vorgegebener Dehnungen; fiir Lastfaktoren oberhalb von 1,3% bleibt
die Differenz stets unter 1,5%.

Aus diesem Grund zeigt Abb. 3.11 den Bereich geringer Last in Vergroerung. In dieser
Graphik ist zusitzlich ein Vergleich der Werte beider Grenzen dargestellt, wenn diese mit
den energieminimierenden Volumenfraktionen der jeweils anderen Abschitzung berechnet
werden.

Vergleicht man die Energiedichte nach der Laminatgrenze und diejenige nach der Reul3-
grenze mit den aus der Laminatgrenze berechneten energieminimierenden Volumenanteilen
(also die dicke mit der diinnen gestrichelten Linie), stellt man fest, dass die Reu3grenze den
Wert der Laminatgrenze annihernd bestitigt. Die Minimierung letzterer fithrt demzufolge in
einen Bereich, in dem die tatsidchliche Energie recht genau von oben und unten eingegrenzt
werden kann.
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Abbildung 3.9.: Energieminimierende Volumenanteile fiir reine Scherung.
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Abbildung 3.10.: Energiedichte nach Reu3- und Laminatgrenze zweiter Ordnung fiir reine
Scherung im Vergleich zu unrelaxierter Energiedichte.
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Abbildung 3.11.: Energiedichte nach ReuB3- / Laminatgrenze, Volumenanteile aus ReuB3- /
Laminatgrenze, reine Scherung.
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Kehrt man diesen Vergleich um, wertet also die Laminatgrenze mit den die Reuf3grenze mi-
nimierenden Volumenanteilen aus, erhélt man eine groBere Abweichung. Dies wird beim
Vergleich der diinnen und der dicken durchgezogenen Linie deutlich. Unter der Annahme,
dass die Laminatgrenze zweiter Ordnung der tatsdchlichen Energie nahe kommit, fiihrt die
Optimierung der ReuBgrenze demzufolge auf nicht ganz korrekte energieminimierende Vo-
lumenanteile. Diese Abweichung ist jedoch relativ gering und konnte auch auf die leichte
Welligkeit der Laminatgrenze zuriickzufiihren sein.

Zum weiteren Vergleich beider Grenzen wird auch die von ihnen vorhergesagte Spannungs-
Dehnungsbeziehung berechnet. Mit ¢* = argmin QV (e, c) ergibt sich die Spannung zu

o(e) = 8Q\Ilai€,c)

c=c*

— % (Z [Cj\I’ (E, lj)] + Whix (C)>

=1

= ZC;C: (e —m)
j=1

und ist somit nicht von der Mischenergie und demzufolge auch nicht direkt von der verwen-
deten Grenze zur Abschitzung ebendieser abhédngig. Eine indirekte Abhingigkeit entsteht
jedoch dadurch, dass sich, wie oben gezeigt, die energieminimierenden Volumenanteile zwi-
schen verschiedenen Grenzen unterscheiden konnen.

Die Spannung, die sich fiir reine Scherung ergibt, ist in Abb. 3.12 dargestellt. Wie anhand
der vorherigen Abbildungen zu vermuten war, sind die von beiden Grenzen berechneten
Spannungen recht dhnlich.

Als zweites Beispiel wird eine ebene Normaldehnung in der x-y-Ebene angenommen, wo-
bei die chemische Energie des Martensits 10 Nm/mm? iiber der des Austenits liege. Dies
entspricht einem Experiment etwas oberhalb der Martensitstarttemperatur. Die aus beiden
Grenzen resultierenden energieminimierenden Volumenanteile sind in Abb. 3.13 dargestellt.
Die Ergebnisse weisen dhnliche Oszillationen wie im vorigen Beispiel auf und entsprechen
einander ansonsten recht genau.

Auf Grund des Unterschiedes in den chemischen Energien beginnt die Transformation erst
nach einer gewissen Vorverformung des Materials. Da die erste und zweite Martensitvarian-
te spéter aktiv werden als die iibrigen und da ihr Volumenanteil verringert wird, sobald der
Austenit vollstindig transformiert hat, handelt es sich in diesem Beispiel um eine dreistufige
Umwandlung.

Um die energetische Aquivalenz der oszillierenden Varianten aufzuzeigen, ist in Abb. 3.14
erneut die mit beiden Grenzen berechnete Energiedichte dargestellt. Zusitzlich ist auch hier
der Vergleich der beiden Grenzen fiir die energieminimierenden Volumenfraktionen der je-
weils anderen Abschidtzung dargestellt. Die Abweichung zwischen Reu3- und Laminatgren-
ze zweiter Ordnung ist erneut recht gering. Des Weiteren zeigt sich, dass beide Grenzen fiir
diejenigen Volumenanteile, welche die geringste Laminatenergie ergeben, nahezu zusam-
menfallen (dicke und diinne gestrichelte Linie). Die mit den ReuB3-optimalen Anteilen be-
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Abbildung 3.12.: Spannung nach Reul3- / Laminatgrenze, reine Scherung.

rechneten Energien (dicke und diinne durchgezogene Linie) unterscheiden sich erneut etwas
starker voneinander.

Der sich fiir dieses Beispiel ergebendes Spannungsverlauf ist in Abb. 3.15 dargestellt. Die
Oszillationen in den Volumenanteilen beeinflussen den Spannungsverlauf starker als in Abb.
3.12 fiir reine Scherung zu beobachten war. Die Spannungsspriinge sind hierbei durch ab-
rupte Anderung der energieminimierenden Variantenpermutationen bedingt. Eine Bestra-
fung derartiger abrupter mikrostruktureller Anderung im Rahmen eines Dissipationsansat-
zes wiirde die Oszillationen ,,herausdampfen.

Als drittes und letztes Beispiel soll eine gemischte Normal- und Scherdehnung betrachtet
werden. Hierbei wird der Unterschied in der chemischen Energie auf 50 Nm/mm? festge-
setzt, ist also etwas hoher als in den zuvor gezeigten Beispielen. Die energieminimierenden
Volumenanteile sind in Abb. 3.16 dargestellt und weisen erneut eine recht gute Ubereinstim-
mung zwischen beiden Grenzen auf.

Die Transformation setzt in den Graphiken von Abb. 3.16 aufgrund der hoheren Differenz
der chemischen Energie erwartungsgemif deutlich spiter ein und findet dann in drei Stufen
statt: zundchst bildet sich langsam die sechste Martensitvariante auf Kosten des Austenitan-
teils im Bereich von ungefihr zwei bis drei Prozent Belastung. Im zweiten Schritt wachsen
bis zu einem Lastfaktor von circa vier Prozent die Volumenanteile aller Martensite an, wobei
die Steigung im Falle der sechsten Variante am groften ist.

Oberhalb von vier Prozent Last bilden sich schlieflich die ersten fiinf Martensitvarianten
wieder zuriick. Diese letzte Stufe der Transformation wiirde der ReuB3-Grenze zu Folge bis
zu einem Lastfaktor von 33% weitergehen. Da derart hohe Lasten aber auf Grund zuvor
einsetzender plastischer Effekte physikalisch nicht erreichbar sind, werden sie hier nicht
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Abbildung 3.13.: Energiminimierende Volumenanteile fiir ebene Dehnung.
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Abbildung 3.16.: Energiminimierende Volumenanteile fiir kombinierte Last.
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weiter betrachtet.

Die energetische Aquivalenz der leicht voneinander abweichenden energieoptimierenden
Volumenfraktionen fiir die Reul3- und die Laminatgrenze zweiter Ordnung zeigt Abb. 3.17.
Offensichtlich fallen beide Grenzen nahezu aufeinander. Die Energiedichten fiir beide Gren-
zen fiir diejenigen Volumenanteile, die die jeweils andere Grenze minimieren, ergeben eben-
falls nahezu identische Graphen. Daher kann auf die entsprechende Darstellung hier verzich-
tet werden.
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Abbildung 3.17.: Energiedichte nach Reul3- / Laminatgrenze, kombinierte Last.

Die Spannungs-Dehnungsbeziehung fiir diesen Lastpfad ist in Abb. 3.18 gezeigt. Diese
ist fiir beide Abschidtzungen wiederum recht @hnlich und weist im Transformationsbereich
leichte Oszillationen auf.

Neben der Ahnlichkeit von ReuB- und Laminatgrenze lisst sich in Abb. 3.18 noch eine
weitere Beobachtung machen: im Bereich von ungefihr 2,8 bis 4,2 % Lastaufbringung fallt
die Spannung nach beiden Grenzen ab. Insbesondere im Falle der Reu3-Grenze scheint dies
auf die Verletzung der in Anhang A erliduterten Konvexitidtsbedingung (A.7) hinzudeuten,
obwohl es sich bei dieser Grenze um eine konvexe Relaxierung handeln sollte.

Dieser scheinbare Widerspruch 16st sich auf, wenn man statt der maximalen Komponente
des Spannungstensors, also fiir diesen Lastfall o33, den Energiegradienten in Richtung des
Lastpfades plottet, wie in Abb. 3.19 dargestellt.

Um das Zustandekommen eines teilweisen Riickgangs der Spannung bei fortschreitender
Dehnung néher zu erldutern, werde hier zusitzlich eine von zwei Parametern abhingige
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Abbildung 3.18.: Spannung nach ReuB- / Laminatgrenze, kombinierte Last.
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Abbildung 3.19.: Spannung nach Reuf3grenze in Richtung des Lastpfades, kombinierte Last.
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duBere Dehnung

~0,25 0,5 0 00 0
e, O)=¢| 05 -0,25 0 |+¢| 000 (3.49)
0 0 1 001

definiert. Die zu dieser Dehnung gehdrige Energielandschaft zeigt Abb. 3.20. Es ist deutlich
erkennbar, dass die Energie sowohl in &- als auch in (-Richtung monoton ansteigt. Da die
Kriimmung der Energie jedoch recht gering ist, kann anhand dieser Graphik noch keine
eindeutige Schlussfolgerung beziiglich der Konvexitit getroffen werden.

{[%]

[Nm/mm?3]

Freie Helmholtzenergie

Abbildung 3.20.: Energiedichte in Abhédngigkeit von £ und ¢ nach GI. 3.49.

Aus diesem Grund sollen nun auch die Gradienten der Energie in Richtung der beiden Pa-
rameter betrachtet werden. Diese konnen als zwei skalare Spannungen aufgefasst werden:

_0Q¥(e,c) . QU (e(E+ AL () — 0V (e(& ()
%= T e T Am A¢ 3-50)
und
o35 = 0 = 8Q\Ifa_(cs,c) ~ Jim, QU (e (&, ¢+ ACA)Q)“ — QV (e (&, C))’ 3.51)

wobei o offensichtlich der Spannung in 33-Richtung entspricht. Die Werte dieser beiden
Spannungen sind in Abb. 3.21 und 3.22 graphisch dargestellt. In beiden Abbildungen ist zu
erkennen, dass die jeweilige Spannung in Richtung der zugehorigen Dehnung stets monoton
ansteigt. Die Konvexitit der Energiedichte nach der ReuB3-Grenze ist also nicht verletzt.

Die Tatsache, dass die Spannungen in Richtung eines ihnen nicht entsprechenden Pfades
teils absinken, stiinde nur dann im Widerspruch zur Konvexititsbedingung, wenn in diese
Richtung auch ein Abfall der Energiedichte zu verzeichnen wire, was aber hier nicht der
Fall ist.
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Abbildung 3.21.: Spannung in Pfadrichtung nach Gl. 3.50.

Abbildung 3.22.: Spannung in 33-Richtung nach GI. 3.51.
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Die in diesem Kapitel préasentierten numerischen Beispiele haben gezeigt, dass sich die La-
minatgrenze zweiter Ordnung und die Reu3grenze nur geringfiigig voneinander unterschei-
den. Insbesondere die von beiden Abschitzungen berechneten Energiedichten sind einander
recht dhnlich.

Betrachtet man die Abweichungen in der Genauigkeit der Materialdaten, so stellt man fest,
dass diese selbst bei aufwindigen experimentellen Untersuchungen wie in Sedldk et al.
(2005) Werte von zwei Prozent und mehr erreichen.

3.4. Vorhersage von Mikrostrukturparametern

Es hat sich gezeigt, dass die von der Laminatgrenze zweiter Ordnung vorhergesagte recht
nah an der tatsichlichen quasikonvexen Energiedichte monokristalliner Formgedéchtnisma-
terialien liegt. Aufgrund dieser Beobachtung kann davon ausgegangen werden, dass die Mi-
krostrukturen, welche die Grenze als Energieminimierer annimmt, der realen Werkstoff-
struktur entsprechen. Diese Anwendungsmoglichkeit der Laminatgrenze zweiter Ordnung
wurde auch in Heinen et al. (2006) ndher dargelegt.

In diesem Kapitel soll nun an den zuvor berechneten Beispielen gezeigt werden, welche
Mikrostrukturen von der Laminatgrenze zweiter Ordnung als energieminierend ermittelt
wurden. Hierzu wird zusitzlich zum minimalen Wert der Energiedichte auch die zugehori-
ge Permutation der Zwillingsvarianten abgespeichert. Die jeweiligen Permutationen werden
durch zwei Ziffern gekennzeichnet. Die erste, welche im Fall der kubisch-orthorhombischen
Materialdaten von eins bis 15 lduft, beschreibt die Einordnung der Martensitvarianten in
Zwillingspaare, wie sie auf Seite 33 bereits eingefiihrt wurde. Die verschiedenen Moglich-
keiten, die sechs Martensitvarianten paarweise zusammenzufassen bilden die Spalten in Tab.
3.5.

Die zweite Ziffer zur Charakterisierung der Permutationen lduft von eins bis sechs und
beschreibt die Reihenfolge, in der die zuvor festgelegten Zwillinge in der Laminatgrenze
(3.25) beriicksichtigt werden. Die verschiedenen Moglichkeiten der Anordnung fester Zwil-
lingspaarungen bilden die Zeilen in Tab. 3.5.

Die Entwicklung der Mikrostruktur fiir die zuvor betrachteten Lastpfade ist in Abb. 3.23
bis 3.25 dargestellt. Die Bereiche, in denen sich die energieminimierende Permutation nicht
dndert, sind hierbei durch unterschiedliche Linienschattierungen gekennzeichnet. Hierbei
wurden die oben bereits angesprochenen Oszillationen in den energieminimierenden Per-
mutationen unterdriickt, indem in den entsprechenden Lastbereichen eine einzelne Permu-
tation gewihlt wurde, mit der auch die umliegenden Punkte berechnet wurden. Da hierdurch
zum Teil die berechneten Volumenanteile nicht exakt zu den Permutationen passen, ergeben
sich um bis zu vier Prozent hohere Werte der Mischenergie. Die jeweils gewihlte Permuta-
tion ist in Klammern in den Plots angegeben, wobei in Fillen, in denen alle Permutationen
die gleiche Energiedichte liefern, die Permutation ,,(0, 0)* genannt wird.

Die Orientierung der Grenzflachen zwischen Austenit und den Martensitzwillingen geht aus
dem Modell nicht hervor. Fiir die graphischen Darstellungen wird daher als Grenzflichen-
normale ny,, = 1/v/2(1,1,1) angenommen. Die Reihenfolge und Zusammenstellung der
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At [ 234567891011 |n2[13]14]15]

Tabelle 3.5.: Benennung der Martensitpermutationen, kubisch-orthorhombisch transformie-

rendes, 7-variantes Material.
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Zwillinge wird aus der energieminimierenden Permutation abgeleitet, und die Orientierung
der Grenzflichen zwischen den einzelnen Martensitvarianten wird jeweils nach der auf Seite
32 angegebenen Formel berechnet. Die Parameter, welche die energieminimierenden Per-
mutationen beschreibenden, also Einsortierung in und Reihenfolge der Zwillinge sowie die
Orientierung der entsprechenden Grenzflichen sind in Abb. 3.23 bis 3.25 fiir einige charak-
teristische Punkte graphisch dargestellt.

Fiir die graphische Darstellung der Mikrostrukturparameter wird fiir jeden Punkt x im re-
prasentativen Volumenelement wie folgt vorgegangen, um die dort vorliegende Variante zu
ermitteln:

e Berechnung des Abstandes d vom Koordinatenursprung in Projektion auf die Austenit
- Martensitgrenzflaichennormale:

d = (ngy-x) mod 1. (3.52)

Hierbei sorgt die Berechnung des Abstandes modulo 1 dafiir, dass sich die berechnete
Mikrostruktur periodisch im Abstand 1 wiederholt.

e Entscheidung, welcher Zwilling am entsprechenden Punkt vorliegt:

Austenit fiir d < c¢.

Erster Zwilling fiird < 37 ¢;.

Zweiter Zwilling fiir d < Z?:o C;.

Dritter Zwilling: sonst.

e Entscheidung, welche Variante innerhalb eines Zwillings an der jeweiligen Stelle vor-
liegt:

— Einfithrung eines Skalierfaktors e fiir den jeweiligen Zwilling. Da das Modell
keine Aussage zu der GroBenskala der Mikrostruktur macht, ist die Wahl dieses
Skalierfaktors willkiirlich. In den Graphiken wurde 0, 03 fiir den ersten, 0, 02 fiir
den zweiten und 0, 05 fiir den dritten Zwilling gewdhlt.

— Berechnung der Koordinaten des DurchstoBungspunktes der Austenit - Marten-
sitgrenzflichennormale mit der Anfangsfliche des Zwillings

Z
Xp =Ty Y € (3.53)
i=0

mit z = 0 fiir den ersten, z = 2 fiir den zweiten und z = 4 fiir den dritten
Zwilling.

— Berechnung des Abstandes d; vom DurchstoBungspunkt zum betrachteten Punkt
in Projektion auf die Austenit - Martensitgrenzflachennormale:

d; = ((x —xp) -nz) mod e. (3.54)
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— Erste Variante des Zwillings fiir d; < e ¢z1/ (cz1 + ¢z2) mit ¢z1 bzw. ¢z als Vo-
lumenanteile der ersten und zweite Variante des Zwillings; sonst zweite Variante
des Zwillings.

Nach dieser Prozedur wurden die Variantenverldufe fiir die Seitenflichen des Einheitswiir-
fels an den in Abb. 3.23 bis 3.25 gekennzeichneten Punkten berechnet und durch Graustufen
dargestellt. Hierbei steht jeweils schwarz fiir die erste Variante (Austenit) und weil} fiir die
sechste Martensitvariante.

Im Beispiel der reinen Scherung, Abb. 3.25, wird der experimentell vielfach beobachtete
Effekt deutlich, dass sich im Laufe eines Lastpfades zunichst Zwillinge bilden, die sich
dann zu Gunsten einer einzelnen Variante wieder zuriickbilden. Man spricht hierbei vom
Detwinning-Effekt.

Die hier fiir einen Materialpunkt berechneten Mikrostrukturen knnten vermittels der Finite-
Elemente-Methode bei entsprechendem Rechenaufwand auch auf komplexere Bauteile
ibertragen werden. Mit modernen Mikroskopietechniken wire dann eine Validierung des
mikromechanischen Modells durch Vergleich mit Experimenten denkbar.

Alternativ kann, beispielsweise fiir einen Vergleich mit ein- oder mehrachsigen spannungs-
gesteuerten Versuchen, ein Algorithmus verwendet werden, um nach Dehnungstensoren zu
suchen, welche einen konkreten Spannungstensor ergeben. Dies ist allerdings numerisch
recht aufwindig und fiihrt aufgrund der hohen Nichtlinearitiat des Materialgesetzes auch
nicht grundsitzlich zum Ziel.

In Heinen et al. (2006) wurde eine solche Rechnung durchgefiihrt. Fiir den Dehnungstensor

0,049 0 0
€= 0 —0,002 0 (3.55)
0 0 —0,038

ergibt sich eine Spannung von

110 0O
o= 0 0 MPa, (3.56)
0 0

o O O

was beispielsweise mit einem einachsigen Zugversuch vergleichbar ist. Die zugehorige Mi-
krostruktur zeigt Abb. 3.26. Offensichtlich sind fiir diesen Lastfall nur zwei Martensitzwil-
linge aktiv. Experimentelle Untersuchungen, zu denen auch der hier simulierte einachsige
Zugversuch gehort, zeigen hiufig das Vorhandensein nur einiger weniger verzwillingter Va-
rianten.

Da, wie sich in den Betrachtungen dieses Kapitels gezeigt hat, die Ungenauigkeit der ener-
getischen Beschreibung im Rahmen derer der Materialdaten liegt, und da die ReuB3-Grenze
wesentlich einfacher und schneller in ihrer Berechnung ist als die Laminatgrenzen, wird
diese im folgenden Kapitel fiir die Betrachtung polykristalliner Strukturen als einzige Ab-
schitzung der elastischen Energie von Formgedichtnislegierungen verwendet werden.
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Abbildung 3.23.: Mikrostrukturentwicklung nach Laminatgrenze zweiter Ordnung, ebene
Dehnung.
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Abbildung 3.24.: Mikrostrukturentwicklung nach Laminatgrenze zweiter Ordnung, kombi-
nierte Last.
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Abbildung 3.25.: Mikrostrukturentwicklung nach Laminatgrenze zweiter Ordnung, reine
Scherung.
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Abbildung 3.26.: Erwartete Mikrostruktur im einachsigen Zugversuch nach Laminatgrenze
zweiter Ordnung.
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4. Materialverhalten polykristalliner
Formgedachtnismaterialien

In diesem Kapitel wird die Betrachtung von ein- auf vielkristalline Formgedichtnislegie-
rungen erweitert. Eine Mikroskopie eines solchen polykristallinen martensitisch transfor-
mierenden Werkstoffes zeigt Abb. 4.1.

Abbildung 4.1.: Mikroskopie einer polykristallinen Formgedichtnislegierung (NiysTisoFes)
mit vereinzelten Martensitnadeln. Mikroskopie von J. Frenzel und J. Pfet-
zing, siehe auch Zhang et al. (2006).

Wie in der Mikroskopie zu erkennen ist, besteht ein solches polykristallines Material aus
einer hohen Anzahl einzelner Kristalle, von denen jeder im Folgenden wie die in Kapitel
3 betrachteten Einkristalle behandelt wird. Insbesondere wird die Flexibilitdt des Material-
verhaltens dadurch abgebildet, dass die Transformation von Austenit zu Martensit, die in
Abb. 4.1 in Gestalt einiger vereinzelter Martensitnadeln zu erkennen ist, fiir jeden einzelnen
Kristallit modelliert wird.

Das hier und in Hackl and Heinen (2007) eingefiihrte Modell gilt fiir Temperaturbereiche
in der Nihe der jeweiligen Transformationstemperaturen, wihrend Rekristallisation, die in
der Regel bei wesentlich hoheren Temperaturen stattfindet, ausgeschlossen sein soll. Dies
hat insbesondere zur Folge, dass die einzelnen Korner im Polykristall weder wachsen noch
schrumpfen, und dass sich demzufolge die zu einer bestimmten Kristallorientierung geho-
renden Volumenanteile nicht durch Belastung dndern konnen.

Die im vorigen Kapitel dargestellten Uberlegungen hatten zum Ziel, die einer gegebenen
Verformung entsprechende elastische Energie nédher zu charakterisieren. Aus diesem Grund
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wurde bislang auf die Betrachtung dissipativer Effekt verzichtet. In der Realitit wird eine
Verinderung der Volumenanteile verschiedener kristalliner Varianten jedoch stets mit einem
gewissen Energieverlust verbunden sein. Dieser wird im Folgenden durch einen geeigneten
Dissipationsansatz beriicksichtigt.

4.1. Energetische Formulierung

Die Transformation von Austenit zu Martensit wird durch die zugehorige Transformations-
oder Bain-Dehnung 7); beschrieben, wie sie beispielhaft in Kap. 2.2 hergeleitet wurde. Hier-
bei lduft i wiederum von O (Austenit) bis zur Anzahl n der martensitischen Varianten.

Manche Formgedichtnislegierungen weisen nicht nur eine austenitische und eine martensi-
tische Struktur auf, sondern konnen zusétzlich auch Zwischenstufen bilden. Das bekannteste
Beispiel hierfiir ist die rhomboedrische R-Phase bei der kubisch-monoklinen Transforma-
tion von NiTi. Im Rahmen des hier vorgestellten mikromechanischen Modells konnte eine
solche Zwischenphase durch Einfiihrung der zugehorigen Transformationsdehnungen und
chemischen Energie ohne weiteres eingebunden werden. Hierbei wiirde die Austenitpha-
se sowohl fiir den monoklinen Martensit als auch fiir die R-Phase als Referenzkonfiguration
dienen. Da die R-Phase vier symmetrieverwandte Varianten aufweist, wiirde sich die Anzahl
n der nicht-austenitischen Varianten von 12 auf 16 erhohen. In Ermangelung préziser Ma-
terialdaten soll aber in den Beispielen auf die Betrachtung von Zwischenphasen verzichtet
werden.

Ein idealer Polykristall besteht aus unendlich vielen, beliebig orientierten Kristalliten. Um
ein numerisch besser handhabbares Modell zu erhalten, wird die Anzahl der Orientierungen
auf eine grofe, aber endliche Anzahl N beschrinkt. Dies entspricht auch bei realen poly-
kristallinen Materialien der Wirklichkeit, da auch hier die Anzahl der Kristallite endlich
sein muss.

Des Weiteren werden reale Proben und auch polykristalline Bauteile eine nicht-gleichméBi-
ge Orientierungsverteilung aufweisen. So wird beispielsweise ein durch Walzen gefertigter
austenitischer Probenkorper in der Regel eine Vorzugsorientierung der Austenitzellen auf-
weisen, welche orthogonal zur Walzrichtung stehen wird.

Die urspriingliche Orientierungsverteilung im unbelasteten Zustand kann grundsétzlich mit-
tels eines Young-MaBes £ (R, x) beschrieben werden. Dieses Mal} gibt die Wahrscheinlich-
keit an, ein Korn einer bestimmten Orientierung zu finden, und zwar in Abhingigkeit vom
Ort x sowie von der durch einen Rotationstensor R € SO; beschriebenen Kornorientierung.

Fiir die numerischen Beispiele in Kap. 4.3 wird jeweils eine einfache Walztextur angenom-
men, in der die Normalenvektoren auf die {1, 0, 0}-Austenit-Ebenen eine bevorzugte Rich-
tung ny,,, aufweisen. Abweichungen von dieser bevorzugten Orientierung werden mit der
ortsunabhingigen Orientierungsverteilungsfunktion

§(R) = kg:l[axn [nVorz ‘R~ n{l,0,0},k]q 4.1)
bestraft. Hierbei steht ny ooy fiir die Menge aller Orientierungen der {1,0,0}-Austenit-
Normalenvektoren und ny; oy « flir deren ktes Element. Der Exponent g bestimmt die Stérke
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der Texturinhomogenitit.

Da die Betrachtungen hier auf eine grof3e, aber endliche Anzahl von Kornorientierungen be-
grenzt werden sollen, kann eine iiber SO diskretisierte Version des Young-Malles verwendet
werden. Danach ergibt sich der zur Orientierung R/, 1 < j < N, gehérige Volumenanteil
& = ¢ (R/, x), wobei die Volumenanteile so zu normieren sind, dass Z;VZI &=1.

Betrachtet man die zur iten kristallographischen Variante gehorige Transformationsdehnung
fiir die jte Kristallorientierung, so erhélt man

= (R) -n R, 4.2)
wobei tief gestellte Indizes hier und im Folgenden fiir verschiedene kristallographische Va-
rianten (i = 0, . .., n) und hochgestellte fiir verschiedene Kornorientierungen (j = 1,...,N)
stehen.

Im Allgemeinen weisen weder die elastischen Konstanten des Austenits noch die des Mar-
tensits Isotropie auf. Aus diesem Grund muss auch der Materialtensor C der iten Variante
jeweils entsprechend der Kornorientierung j gedreht werden:

Coprs = R, R R R, Ci, - (4.3)

Die chemische Energie o; unterscheidet sich auch im Polykristall lediglich zwischen Auste-
nit (i = 0) und Martensit (1 < i < n), aber nicht zwischen verschiedenen Martensitvarianten
oder Kornorientierungen. Insgesamt ergibt sich somit

V() =1 (e —n) O () +ai. (44

DO | —

als Energiedichte der iten Variante eines Korns der Orientierung j.

Der Volumenanteil, den diese Variante innerhalb ihres Korns einnimmt, wird nun als le
bezeichnet. Die zu postulierende Massenerhaltung einer jeden Kristallorientierung ldsst sich
demzufolge als

Y =1 firj=1,....N (4.5)
i=0

formulieren. Mittelung iiber die Dehnungen aller Varianten fiir alle Kristallorientierungen
ergibt die makroskopische Dehnung

n

N
e=>_ Zoff'ci?e{l (4.6)
j=1 i

Die fiir Formgedéchtnismaterialien charakteristische Flexibilitdt kann, wie in den vorange-
gangenen Kapiteln bereits erldutert, durch deren Fahigkeit erkldrt werden, spontan zwischen
Austenit und verschiedenen Martensitphasen zu transformieren. Im Falle polykristalliner
Legierungen kann dieser Effekt zu verschiedenen Dehnungen fiir verschiedene Varianten
und Kiristallorientierungen fiihren.
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Die Fihigkeit des Werkstoffes, in dieser Art auf eingeprigte Dehnungen zu reagieren, wird
mathematisch als die Relaxierung der Energie fiir feste Volumenfraktionen c

vie) {33 et )

]
& Lj=1 im0

N

e=), angfc{?eé} 4.7)

j=1 i=0

dargestellt. Die in Gl. (4.7) verwendete so genannte Konvexifizierungsmethode ist einer von
vielen Wegen, Potentiale zu relaxieren. Eine Diskussion verschiedener, aufwéndigerer Rela-
xierungsmethoden ist auch in Smyshlyaev and Willis (1998b), Hackl and Hoppe (2003) und
Roubicek (1997) zu finden. Wie im vorherigen Kapitel anhand von einkristallinen Form-
gedidchtniswerkstoffen gezeigt wurde, reicht jedoch die Genauigkeit der Reu3-Grenze, die
einer Konvexifizierung entspricht, fiir diese Materialien vollig aus.

Die in Gl. (4.7) eingefiihrte Konvexifizierung kann fiir das hier vorgestellte Materialmodell
analytisch berechnet werden. Zu diesem Zweck wird ein Lagrange-Parameter o eingefiihrt,
um die durch die vorgegebene globale Dehnung entstehende Nebenbedingung in (4.7) zu
erfiillen. Dieser Parameter entspricht, wie sich spiter herausstellen wird, der gemittelten
Spannung im Polykristall. Das Argument der Minimierung in (4.7) ergibt sich damit zu

SO () + o (e~ 3 S el 48

j=1 i=0 j=1 i=0
Setzt man die Ableitung dieses Ausdruckes nach &/ zu null, erhilt man

el (el —m) = (C): &dlor, (4.9)
und Summation iiber 7 und j ergibt

0 =Ce:(e—ne) , (4.10)
wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden:

Cetr = [zN: zn: g (lez)il

j=1 i=0

-1

N n
und  m =Y Y &ein). (4.11)

j=1 i=0

Einsetzen von (4.9) und (4.10) in die relaxierte Energie (4.7) fiihrt schlieBlich zu

1
gl (e,c) = 2 (€ = Netr) * Cetr 2 (€ — Megp) + e (4.12)
mit
N n '
Qleft = Z Z gjdai . 4.13)
j=1 i=0

Wie zuvor erwihnt, ergibt sich aus der relaxierten Energie die Spannung als partielle Ab-
leitung von GI. (4.12) nach € zu dem bereits in Gl. (4.10) angegebenen Wert o = Cey :

(& = Mexr)-
Die energieminimierenden Kristalldehnungen eﬁ konnen aus GI. (4.9) zu

o= ()

1

Ceir : (€ — o) + 77, (4.14)

bestimmt werden.
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4.2. Evolutionsgleichung

Im vorhergehenden Abschnitt wurde die freie Energie einer polykristallinen Formgedécht-
nislegierung fiir gegebene Volumenanteile cJ, berechnet. Im Verlauf eines Belastungspfades
dndern sich diese Volumenanteile. Die hier verwendete Vorgehensweise und Notation ist
der zur globalen Optimierung der Laminatgrenze zweiter Ordnung in Kapitel 3.3.2 bereits
verwendeten dhnlich.

Zur Beriicksichtigung des mit der Volumenanteilsdnderung verbundenen Energieverlustes
wird die Dissipationsfunktion

N n

Ay =r Y e (@) (4.15)

j=1 =0

definiert. Die Evolution der Volumenfraktionen lésst sich daraus mittels Minimierung der
Gesamtleistung

d oprel
L A — _\Ilrel A(¢) =
(c,€) =~V (e,0) + A(€) = —
beziiglich der Volumenfraktionen c fiir feste Dehnungen € ermitteln. Diese Vorgehensweise
wurde erstmals von Ortiz and Repetto (1999) vorgestellt. Der Term —9¥™ /dc stellt hierbei
die zur Volumenanteilsevolution ¢ thermodynamisch konjugierte Triebkraft dar. Diese wird
im Folgenden mit

¢+ A(e) (4.16)

) a\llrel
= : 4.17
q; o 4.17)
b i 1 j -1
= & |1 :Cer: (€ — Negy) + 2 (& = Megr) : (Ceff : (Ci) : Ceff) (€ = Megr) — Qi

abgekiirzt.

Die Nebenbedingungen der Massenerhaltung und Nichtnegativitdt der Volumenfraktionen
werden nun durch Lagrange-Parameter # bzw. Kuhn-Tucker-Parameter ~y/ beriicksichtigt.
Damit ergibt Gl. (4.16):

N n N n
—qetAFY. (@Zd) > ) ¢ - min . (4.18)
j=1 i=0

j=1 i=0

Hierbei wurde fiir jede Kristallorientierung ein eigener Lagrange-Parameter ¥/ eingefiihrt,
da im Rahmen dieser Arbeit davon ausgegangen werden soll, dass keine Rekristallisation
stattfindet. Demzufolge muss die Massenerhaltung fiir jede Kornorientierung separat gelten.

Die Parameter ’y{ sind fiir diejenigen Varianten inaktiv, also gleich null, welche positive
Volumenanteile oder zwar keinen positiven Volumenanteil, dafiir aber eine positive Volu-
menanteilsentwicklung aufweisen. Es gilt also:

.{zo fir ¢ >0V (=0A¢>0) (4.19)

7’( > (0 sonst
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Die mathematische Formulierung lédsst sich durch Einfithrung der passiven Mengen

B = {ilc =0} (4.20)
sowie der aktiven Mengen

A={ieBlg>0} ul{i¢B}. (4.21)

vereinfachen. Wie in Kapitel 3.3.2 bezieht sich die Bezeichnung aktiv bzw. passiv hier erneut
auf die kristallographischen Varianten und nicht, wie in der Mathematik iiblich, auf die
Nebenbedingungen in den Gleichungen. Letztere sind genau dann aktiv (d. h. 7{ > (), wenn
die zugehorigen Varianten inaktiv sind (cJ,: = 0).

Setzt man nun die Ableitung von GI. (4.18) nach d zu null und summiert tiber die zugeho-
rigen aktiven Mengen, erhilt man den Wert der Lagrange-Parameter

= — Z ., (4.22)

n
A e

wobei >, c’ = ( bedingt, dass der Dissipationsparameter hier nicht eingeht, und n 4 fiir
die Anzahl der Elemente in der aktiven Menge A/ steht. Dieses Ergebnis wird nun zuriick
in die Ableitung von (4.18) nach ¢} eingesetzt, was auf

(4.23)

(4.24)

fiihrt. Die zweite Gleichung dient als ,,Schalter*: erfiillt eine Variante Gl. (4.24) nicht mehr,
muss diese zur aktiven Menge A/ hinzugefiigt werden. Der linke Term in beiden Gleichun-
gen wird erneut als aktiver Deviator (dev yqY, = ¢, — Z g, abgekiirzt.

" keA

Das Minimierungsproblem (4.18) wird nun durch Einfiihrung seiner Legendre-Transforma-
tion

J(q) = sup {(devaq) ¢ — Al ¢}, (4.25)

umgeformt. So ergibt sich eine Form, die der klassischen Plastizitit @&hnlich und hier leichter
aufzulosen ist. Die Auswertung von Gl. (4.25) fiihrt auf eine ,,FlieBfunktion*

A 2
5_ 5— E dev 4 )
mit der sich J (q) zu

J(q):{ 0 fir ®(q)<0 . 4.27)

o0 sonst

—r, (4.26)
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ergibt. Hiermit ldsst sich die Evolutionsgleichung

d="L ldevuqg (4.28)

i 5] } A
formulieren, wobei der Index A’ eine Beschrinkung des aktiven Deviators auf die aktive
Menge bedeutet. AbschlieBend wird Gl. (4.28) noch durch die Kuhn-Tucker-Bedingungen

p=>0, <0, p®=0 (4.29)
sowie die Konsistenzbedingung

devyq, <0 fir i¢ A (4.30)
erganzt.

Eine dhnliche Vorgehensweise wie die hier erlduterte wurde auch in Mielke (2006) und
Govindjee and Miehe (2001) angewandt.

4.3. Numerische Beispiele

Die Evolutionsgleichung (4.28) kann zusammen mit den Kuhn-Tucker-Bedingungen (4.29)
mittels aus der Plastizitidt bekannter Algorithmen implementiert werden.

Fiir die numerische Implementierung des Modells geniigt ein einfacher Pridiktor-Korrektor-
Algorithmus, der fiir ausreichend kleine Schrittweiten ein stabiles numerisches Verhalten
aufweist. Der Korrektor-Schritt kann hierbei mit einem Standard-Newton-Verfahren umge-
setzt werden; aufgrund der hohen Anzahl (n - N) von Unbekannten wurde dabei, trotz des
damit verbundenen schlechten Konvergenzverhaltens fiir groe Schrittweiten, eine Euler-
Forward-Strategie angewandt, da beispielsweise eine Euler-Backward-Implementierung die
Losung sehr groler Gleichungssysteme erfordern wiirde.

Fiir die folgenden Beispiele wurden die von Sedlédk et al. (2005) gemessenen elastischen
Konstanten verwendet, welche auch in Anhang B.2 wiedergegeben sind. Von dieser Arbeits-
gruppe wurden sowohl die Materialkonstanten des Austenits als auch die des Martensits in
voller Anisotropie gemessen.

Die Inverse des Elastizitétstensors einer bestimmten Variante und Orientierung (C’,: ist grund-
sétzlich mit der Definition

N 1
@MU@WZ§@%+%%W (4.31)

moglich. Diese Gleichung jedoch fiir jede Variante jeder Kristallorientierung bei jedem Up-
date von Ceg zu 16sen wire sehr zeitaufwindig. Aus diesem Grund empfiehlt es sich, fiir die
numerische Implementierung die Notation nach Mehrabadi and Cowin (1990) zu verwen-
den. Ahnlich der bekannten Voigt’schen Notation, Voigt (1966), werden hierbei die elasti-
schen Konstanten in einer 6 x 6-Matrix C angeordnet. Hierbei kommt folgende Definition
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zur Anwendung:

o1 €1
0929 Cll C12 e C16 €929
033 Cop Cypp -+ Co €33
= . 4.32
V2053 : : IR V2€23 ( )
V2013 Ce1 Co2 -+ Cos V2ers

\/5012 \/5512

Die Tensoreigenschaften von C wird in Mehrabadi and Cowin (1990) im Detail diskutiert.
Fiir die hier vorliegende Anwendung reicht es aus, dass die Inverse nach Gl. (4.31) dquiva-
lent zur Invertierung von C im sechsdimensionalen kartesischen Raum ist.

Durch Anpassung der chemischen Energien «; sowie des Dissipationsparameters r kann
sowohl pseudoelastisches als auch pseudoplastisches Materialverhalten abgebildet werden.
Als Beispiel fiir Pseudoelastizitit werden folgende Werte gewéhlt: ag = —25 Nmm/mm?,
a; = 0 Nmm/mm? Vi > 0 und r = 6 Nmm/mm?. Die so ermittelten Dehnungs-Verschie-
bungskurven sind in Abb. 4.2 fiir axiale Belastung und reine Scherung dargestellt. Im oberen
Plot ist eine deutliche Asymmetrie zwischen Zug- und Druckbelastung auszumachen. Die-
ses Phinomen entspricht verschiedenen experimentellen Beobachtungen und ergibt sich aus
dem zuvor dargestellten Modell ohne weitere Parameteranpassung.

Um die Eignung des Modells zur Abbildung von pseudoplastischem Materialverhalten zu
testen, werden die chemischen Energien auf die Werte ay = 20 Nmm/mm? fiir den Austenit
und a; = 0 Nmm/mm? Vi > 0 fiir den Martensit und der Dissipationsparameter auf r =
80 Nmm/mm? gesetzt. Erneut werden reine Scherung und axiale Belastung angenommen.
Die Ergebnisse zeigt Abb. 4.3.

In den Abbildungen 4.2 und 4.3 ist jeweils auch der Einfluss der Anzahl der verwendeten
Kristallorientierungen dargestellt. Es wird deutlich, dass das qualitative Materialverhalten
bereits mit nur zehn Orientierungen abgebildet werden kann, wihrend quantitative Konver-
genz erst ab ungefihr einhundert Kristallausrichtungen zu beobachten ist.

Die Grofle der Hysterese im vorliegenden Modell wird wesentlich durch die Wahl des Dissi-
pationsparameters r gesteuert. Dessen Einfluss auf das vorhergesagte Materialverhalten ver-
deutlicht Abb. 4.4. Darin wurde das Beispiel aus Abb. 4.3 (oben) aufgegriffen und fiir 100
Kiristallorientierungen und verschiedene Werte von r geplottet. Es zeigt sich, dass der Dis-
sipationsparameter hauptsichlich die Hysteresehohe und weniger deren Breite beeinflusst,
welche im Wesentlichen durch die Transformationsdehnungen gegeben ist.

Der Einfluss der Textur auf das Materialverhalten ist in Abb. 4.5 dargestellt. Die Dehnungs-
Verschiebungsbeziehungen wurden mit zwei unterschiedlichen Vorzugsrichtungen ny,, =
(1,0,0) und ny,, = (1,1, 1) sowie mit zwei Texturintensititen ¢ = 2 und ¢ = 4 berech-
net. Es wird deutlich, dass die Textur mit der Vorzugsorientierung parallel zur Lastrichtung
die Transformation und damit die Verformung des Materials im Kompressionsbereich er-
leichtert. Im Zugbereich hat weder die Orientierung noch die Intensitit der Textur einen
nennenswerten Einfluss auf das Materialverhalten.
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Abbildung 4.2.: Pseudoelastisches Materialverhalten, oben: axiale Belastung, unten: reine
Scherung. Texturparameter: ny,, = (1,0,0) und g = 2.
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Abbildung 4.3.: Pseudoplastisches Materialverhalten, oben: axiale Belastung, unten: reine
Scherung. Texturparameter: ny,, = (1,0,0) und g = 2
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Abbildung 4.4.: Pseudoplastisches Materialverhalten und der Einfluss des Dissipationspara-
meters, axiale Belastung. Texturparameter: ny,, = (1,0,0), N = 100 und
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Abbildung 4.5.: Pseudoplastisches Materialverhalten und Einfluss der Textur, axiale Belas-
tung. Texturparameter: N = 100 Kristallorientierungen.
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4.4. Vorhersage der Texturentwicklung

Wie zuvor fiir monokristalline Formgedéchtnismaterialien in Kap. 3.4 soll nun auch fiir das
Polykristallmodell ein besonderes Augenmerk auf die Entwicklung der Mikrostruktur gelegt
werden. Hierbei ist speziell die lastbedingte Anderung der Orientierungsdichtefunktion des
Austenits sowie der martensitischen Varianten zu nennen.

Die wohl bekannteste Darstellung der Orientierungsdichteverteilung sind so genannte Polfi-
guren. Als Beispiel zeigt Abb. 4.6 die Evolution des residualen Austenits fiir reine Scherung.
Hierbei wurde eine Anzahl von 5000 Orientierungen angenommen. Die kleinen Diagramme
zeigen Polfiguren, welche eine Projektion des (R/)" - (0,0, 1)”-Vektors eines jeden Kristal-
lits auf die x-y-Ebene darstellen. Hierbei wurden die jeweiligen Punktdicken proportional
zum Austenitanteil in der jeweiligen Kristallorientierung skaliert.

Um die Austenittextur besser sichtbar zu machen, wurde fiir Abb. 4.6 keine Vortextur ange-
nommen. Wie erwartet transformiert der Austenit im Plateau zu Martensit. Es gibt jedoch
einige Kristallite, in denen die Transformation nicht oder nicht vollstindig stattfindet, da
aufgrund deren Orientierung fiir die gegebene Lastsituation der Austenit energetisch giins-
tiger ist. Diese Kristallite sind hauptsédchlich in der Nidhe der x-y-Ebene und der x-z-Ebene
konzentriert, die senkrecht zur Scherebene liegen.

Eine dhnlicher Plot findet sich fiir pseudoelastische axiale Belastung in Abb. 4.7. Fiir die
Kompression ist hierbei die Transformation weniger vollstiandig als fiir die Expansion. Dies
entspricht auch der Asymmetrie des Hystereseverhaltens in der zugehorigen Last-Verschie-
bungskurve. Groflere Konzentrationen des residualen Austenits finden sich im Bereich von
45° bis 60° von der Hauptlastachse. Des Weiteren sind kleinere Konzentrationsansamm-
lungen in der x-y-Ebene sowie auf der x-Achse zu finden. Diese entsprechen Kristallen,
welche nahezu vollstidndig in Lastrichtung ausgerichtet sind.

Um die in Abb. 4.6 und 4.7 dargestellten Polfiguren in hoherer Auflosung darzustellen,
bietet es sich an, statt einer Projektion der Einheitskugel auf eine Koordinatenebene die
Abwicklung der Kugeloberfliche zu verwenden. Dem mitgedrehten Normalenvektor (R/ )T .
(0,0, 1)T werden dann Kugelkoordinaten nach Abb. 4.8 zugeordnet.

Die Orientierungsdichteentwicklung fiir die zuvor bereits dargestellten Beispiele der axialen
Belastung und der reinen Scherung zeigen Abb. 4.10 bis 4.12 und 4.14 bis 4.16 jeweils fiir
den Austenit und zwei reprisentative Martensitvarianten. Die Punktdicken wurden jeweils
sowohl in ihrer Dicke als auch in Ihrer Graustufe proportional zum zugehorigen Volumenan-
teil skaliert. Die Stellen im Spannungs-Dehnungsdiagramm, an denen die Orientierungsver-
teilungen jeweils ausgewertet wurden, zeigen Abb. 4.9 und 4.13. In dieser Darstellung wird
deutlich, dass die Martensitvarianten ein komplexes dreidimensionales Reorientierungsver-
halten aufweisen.

Die Ursache fiir die entstehenden Reorientierungsmuster liegt darin, dass je nach Kristall-
orientierung die Transformationsdehnung der betrachteten kristallographischen Variante des
Martensits besser oder schlechter der gegebenen Dehnung entspricht. Zur Verdeutlichung
sind in Abb. 4.17 fiir das Beispiel der axialen Belastung 77’1xx und 77éxx in Abhingigkeit
von den Kugelkoordinaten dargestellt, also diejenige Komponente der den Kristallorien-
tierungen entsprechenden Transformationsdehnungen, welche entlang der Hauptdehnungs-
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Abbildung 4.6.: Pseudoelastisches Materialverhalten und Austenitevolution, reine Sche-
rung. Texturparameter: ny,;, = (1,0,0), N = 5000 und ¢ = 0
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Abbildung 4.7.: Pseudoelastisches Materialverhalten und Austenitevolution, axiale Belas-
tung. Texturparameter Ny, = (1,0,0), N = 5000 und g = 0.
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Abbildung 4.8.: Definition der Kugelkoordinaten ¢ und 6.
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Abbildung 4.9.: Pseudoelastisches Materialverhalten und Punkte zur Texturdarstellung,
axiale Belastung. Texturparameter ny,, = (1,0,0), N = 20000 und g = 0.
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Abbildung 4.10.: Orientierungsdichteverteilung Austenit in Abhédngigkeit von den Kugelko-
ordinaten ¢ und 6, axiale Belastung.
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Abbildung 4.11.: Orientierungsdichteverteilung Martensit-Variante 1 in Abhéngigkeit von
den Kugelkoordinaten  und 6, axiale Belastung.
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Abbildung 4.12.: Orientierungsdichteverteilung Martensit-Variante 5 in Abhidngigkeit von
den Kugelkoordinaten ¢ und 6, axiale Belastung.
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Abbildung 4.13.: Pseudoelastisches Materialverhalten und Punkte zur Texturdarstellung,
reine Scherung. Texturparameter ny,, = (1,0,0), N = 20000 und g = 0.

richtung orientiert ist. Die sich so ergebenden Muster weisen, wie erwartet, deutliche Ahn-
lichkeit mit denen der Martensitreorientierung der entsprechenden Varianten auf, siehe Abb.
4.11 und Abb. 4.12, jeweils Graphik 4.

Einen dhnlichen Vergleich zeigt Abb. 4.18 fiir die reine Scherung, wobei dem Lastfall ent-
sprechend jeweils die yz-Komponenten der Transformationsdehnung abgebildet sind. Erneut
sind groBe Ahnlichkeiten zu den zuvor dargestellten Reorientierungsmustern (Abb. 4.15 und
Abb. 4.16, jeweils Graphik 3) zu erkennen.

In beiden Beispielen ist selbst an den Punkten grofiter gegebener Dehnung noch Restaustenit
vorhanden. Dieser entfillt jeweils auf Kristallite, in denen keine der Martensitvarianten der
duBeren Last entsprechend ausgerichtet sind. So weisen beispielsweise im Falle der axia-
len Belastung diejenigen Kristalle, in denen der Restaustenitanteil bei iiber 70% liegt, in
der am giinstigsten gelegenen Martensitvariante lediglich 2,8% Transformationsdehnung in
Richtung der Last auf.

Wie bei genauer Betrachtung in den Abwicklungen der Orientierungsdichteverteilung zu
erkennen ist, sind selbst in den Bereichen, in denen viele Orientierungen mit hohen Volu-
menanteilen zu finden sind, einzelne Kristallite vorhanden, die weit geringere Volumenan-
teile aufweisen. Dies liegt darin begriindet, dass die Darstellungen in Abb. 4.10 bis 4.12 und
4.14 bis 4.16 die verschiedenen Rotationstensoren, mit denen die Kristallitorientierungen
beschrieben werden, nur in Abhédngigkeit davon auflosen, wie diese einen Vektor im Raum
drehen. Hierbei bleibt ein Freiheitsgrad unberiicksichtigt, namlich eine weitere Rotation um
den gedrehten Vektor!. Dadurch entfallen auf viele Punkte in den Graphiken fiir eine kris-
tallographische Variante sowohl giinstiger als auch ungiinstiger orientierte Kristallite.

Da stark unterschiedliche Intensitidten in unmittelbarer Nidhe zueinander auftreten konnen,
erscheint es als wenig sinnvoll, beispielsweise durch Interpolation zwischen benachbarten

! Anders ausgedriickt betrachten die Graphiken nur die ersten beiden Eulerwinkel fiir die Position der einzel-
nen Punkte, wihrend der dritte einen Rotationstensor beschreibende Eulerwinkel unberiicksichtigt bleibt.
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Abbildung 4.14.: Orientierungsdichteverteilung Austenit in Abhédngigkeit von den Kugelko-
ordinaten ¢ und 6, reine Scherung.
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Abbildung 4.15.: Orientierungsdichteverteilung Martensit-Variante 1 in Abhédngigkeit von
den Kugelkoordinaten ¢ und 6, reine Scherung.
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Abbildung 4.16.: Orientierungsdichteverteilung Martensit-Variante 5 in Abhidngigkeit von
den Kugelkoordinaten ¢ und 6, reine Scherung.
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Abbildung 4.17.: Transformationsdehnungskomponenten n’ixx und n’w in Abhéngigkeit von
den Kugelkoordinaten  und 6, axiale Belastung.
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Abbildung 4.18.: Transformationsdehnungskomponenten T/lyz und %ﬂ in Abhéngigkeit von

den Kugelkoordinaten ¢ und 6, reine Scherung.
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Punkten eine Fliche zu definieren, die den Volumenanteil jedes einzelnen Kristallits als
Hohenwert enthilt. Stattdessen bietet sich eine Erfassung der Orientierungsdichteverteilung

als integrale Grof3e an.

Eine solche Darstellung zeigt Abb. 4.19 im Vergleich zur zuvor préisentierten Einzelpunkt-
darstellung. Bei der Integration, die entlang des Kugeldquators (8 = 90°) durchgefiihrt wur-
de, wurden die Volumenanteile aller Punkte mit der in Abb. 4.20 skizzierten, normalverteil-
ten Funktion f (1) gewichtet, wobei ¥/ den Winkel bezeichnet, den eine Orientierung mit
dem jeweils betrachteten Punkt auf der Einheitskugel einschlief3t.

Intensitit
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Abbildung 4.19.: Orientierungsdichtefunktion (oben) und -verteilung (unten), axiale Belas-
tung, Punkt 3. Texturparameter ny,;, = (1,0,0), N = 20000 und g = 0.
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Abbildung 4.20.: Gewichtungsfunktion fiir Volumenanteilsintegration: Normalverteilung,
Mittelwert 0, Varianz 5°.

Aus Abb. 4.19 wird deutlich, dass die Darstellung der Orientierungsdichtefunktion als
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Graph wesentlich tibersichtlicher ist als die Einzeldarstellung aller Orientierungen. Aul3er-
dem héngt diese Visualisierungsart nicht von der Anzahl der betrachteten Orientierungen ab.
Allerdings ist auf diese Art und Weise zunéchst nur ein bestimmter Pfad auf der Einheitsku-
gel (hier der Aquator) darstellbar. Letzterer Nachteil konnte durch eine mehrdimensionale
Darstellung umgangen werden.

Die Orientierungsdichteentwicklung der zuvor bereits betrachteten Beispiele zeigen Abb.
4.21 und 4.22, wobei die gleichen kristallinen Varianten an den gleichen Lastpunkten wie in
Abb. 4.10 bis 4.12 bzw. 4.14 bis 4.16 zur Darstellung ausgewihlt wurden.
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Abbildung 4.21.: Orientierungsdichtefunktionen von Austenit sowie Martensit-Varianten 1
und 5 in Abhingigkeit von der Kugelkoordinate ¢ am Aquator 6 = 90°,
axiale Belastung.
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Abbildung 4.22.: Orientierungsdichtefunktionen von Austenit sowie Martensit-Varianten 1
und 5 in Abhingigkeit von der Kugelkoordinate ¢ am Aquator 6 = 90°,

reine Scherung.
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4.5. Experimentelle Validierung

Um die Giiltigkeit des zuvor erlduterten Polykristallmodells zu tiberpriifen, sollen die hierbei
erzielten Ergebnisse mit experimentellen Beobachtungen verglichen werden. Ein solcher
Vergleich wurde in Hackl et al. (2006) veroffentlicht.

Zu diesem Zweck bieten sich Durchstrahlungsexperimente an, wie sie unter anderem in
Schmabhl et al. (2004) und Hasan et al. (2007) beschrieben wurden. Den prinzipiellen Auf-
bau dieser Experimente zeigt Abb. 4.23. Senkrecht zum Strahlengang hochenergetischer
Synchrotron-Rontgenstrahlung wird hierbei ein Probenkorper aus polykristallinem NiTi po-
sitioniert und in Zugrichtung einaxial belastet. Bei der Durchdringung des Korpers wird die
Strahlung teilweise an den Netzebenen des Polykristalls gebeugt, wobei aus dem jeweiligen
Beugungswinkel 6 ermittelt werden kann, welcher Netzebenentyp fiir die jeweilige Strah-
lungsablenkung verantwortlich ist.

Synchrotron-

Zugrichtun
ugnehtung strahlungsrichtung

Proben-
korper

Abbildung 4.23.: Skizze des experimentellen Aufbaus fiir Synchrotron-Durchstrahlungsex-
perimente.

Die gebeugte Strahlung wird dann hinter dem Probenkorper mit einem Fldchendetektor er-
fasst. Hierbei entstehen die ebenfalls in Abb. 4.23 beispielhaft dargestellten Debye-Scherrer-
Ringe, auf denen die Strahlungsintensitit in Abhéngigkeit des so genannten Azimut-Win-
kels ¢, der zuvor bereits als Kugelkoordinate eingefiihrt wurde, aufgezeichnet wird. So ent-
steht eine 360°-Darstellung der Orientierungsverteilungsfunktion der Netzebenen in der Be-
lastungsebene.
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Um die experimentellen Daten mit dem vom mikromechanischen Modell vorhergesagten
Materialverhalten vergleichen zu konnen, sind zunichst zwei vereinfachende Annahmen
notwendig:

1. Es wird davon ausgegangen, dass der Elastizitdtstensor fiir alle Varianten und Orien-
tierungen identisch ist: C; = C V i,j. Diese Annahme erfordert zusétzlich Isotropie
von C.

2. Weiterhin wird angenommen, dass die Transformation ausschlielich im Spannungs-
plateau stattfindet, was sowohl von experimentellen Vorhersagen als auch von Berech-
nungen wie in den oben gezeigten im Wesentlichen bestitigt wird.

Durch diese Annahmen vereinfacht sich die zur Volumenanteilsevolution konjugierte Trieb-
kraft nach GI. (4.17) auf

g=¢|n:C:(e—ng) —ail . (4.33)

O =konst.

Da der effektive Elastizitéitstensor aufgrund der ersten Annahme nicht von den Volumen-
anteilen abhéngt, entféllt hierbei der zweite Summand in Gl. (4.17). Bei dem Ausdruck
C : (e — m.;) handelt es sich um die Plateauspannung o, welche nach der zweiten Annah-
me konstant ist.

Die Vortextur £ (R) wurde im Rahmen der Experimente ermittelt und kann daher als Ein-
gangsinformation fiir den Vergleich verwendet werden. Des Weiteren ist die Elementarzel-
lengeometrie des kubischen Austenits (ap = 3.008582 - 107m) sowie des monoklinen
Martensits (@ = 4.585065 - 1071%m, b = 2.880011 - 10~ '°m und ¢ = 4.129873 - 10~ °m,
sowie v = 95.9939°) fiir den verwendeten Werkstoff bekannt.

Nach Gleichung 4.28 verlduft die Volumenanteilsevolution ndherungsweise proportional zur
Triebkraft q. Die qualitative Orientierungsdichteverteilung kann daher nach folgender Glei-
chung abgeschitzt werden:

d =max {0,k (§(R)) — ko) (W : 0 —k3) }, (4.34)

wobei die Unterscheidung zwischen den unterschiedlichen Martensitvarianten hier aufgrund
der angenommenen Isotropie (erste Annahme) durch die verschiedenen Orientierungen als
beriicksichtigt angenommen werden kann. Die in Gleichung (4.34) eingefiihrten Parameter
bedeuten hierbei:

e k; ist ein Proportionalitidtsfaktor. Dieser bleibt fiir den hier angestrebten qualitativen
Vergleich der Orientierungsverteilung unbestimmt.

® ks ist ein Parameter, mit dem das Rauschen aus den experimentellen Untersuchungen
in der Ursprungsverteilung ,,abgeschnitten* wird.

e k3 quantifiziert die energetische Barriere, die aufgrund unterschiedlicher chemischer
Energien sowie dissipativer Effekte bei der Transformation von Austenit zu Martensit
tiberwunden werden muss.
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Zur Beriicksichtigung der Riicktransformation miisste ks fiir den Entlastungspfad verdndert
werden. Da die Experimente, mit denen das Modell in diesem Abschnitt verglichen werden
soll, jedoch ausschlieBlich im Be- und nicht im Entlastungspfad durchgefiihrt wurden, kann
dieser Aspekt im Folgenden vernachlidssigt werden.

Durch die genannten Vereinfachungen konnte eine Abschitzung der lastinduzierten Mar-
tensitreorientierung getroffen werden, die nur noch von der Art der im Versuch anliegenden
Spannung (hier: einachsiger Zug), aber nicht mehr von der dadurch verursachten Dehnung
abhingen. Dies vereinfacht den Vergleich zwischen experimentellen und analytischen Er-
gebnissen, da eine genaue Messung aller sechs Dehnungskomponenten mit einem hohen
experimentellen Aufwand verbunden wire.

In Abb. 4.24 ist der Vergleich zwischen der experimentell gemessenen Orientierungsdichte
in der Priifkdrperebene und den entsprechenden mikromechanischen Triebkréften fiir drei
verschiedene Netzebenen dargestellt. Offensichtlich weisen die Ergebnisse groe Ahnlich-
keit zueinander auf. Lediglich im Falle des 002-Rings sagt das mikromechanische Modell
einfache Peaks bei 90 und 270°voraus, wihrend experimentell Doppelpeaks beobachtet wur-
den. Ein moglicher Grund hierfiir liegt darin, dass durch die vereinfachenden Annahmen zu
Beginn dieses Abschnittes die Anisotropie im Materialverhalten des monoklinen Martensits
im mikromechanischen Modell keine Beriicksichtigung mehr findet.

Fiir die hier beschriebenen Experimente wurden flache Probenkorper verwendet (1,8 mm
dick, 6 mm breit, 10 mm lang), welche durch Kaltwalzen hergestellt wurden. Durch diesen
Herstellungsvorgang bildet sich im Inneren des bearbeiteten Bleches eine starke Textur aus.
Indem nun ein Probenkorper entlang der oder senkrecht zur Walzrichtung aus dem Blech
herausgeschnitten wird, lassen sich Experimente mit unterschiedlichen Vortexturen durch-
fiihren.

Wiihrend fiir die Diagramme in Abb. 4.24 eine entlang der Walzrichtung orientierte Probe
verwendet wurde, zeigt Abb. 4.25 entsprechende Kurven fiir einen senkrecht zur Walzrich-
tung orientierten Testkorper. Es zeigt sich hierbei, dass sowohl die experimentellen als auch
die analytischen Daten eine Verbreiterung des Peaks fiir den 020-Ring voraussagen. Fiir den
002-Ring ergeben sich nun auch experimentell einfache Peaks bei 90 und 270°, deren Breite
allerdings vom Modell noch nicht korrekt erfasst wird.

Die groite Abweichung zwischen experimentellen und analytischen Ergebnissen weist der
-111-Ring auf. Da dieser Plot auch die geringsten Werte der thermodynamischen Triebkraft
aufweist, kann angenommen werden, dass hier vom mikromechanischen Modell noch nicht
beriicksichtigte Aspekte des Materialverhaltens, wie beispielsweise Oberflichenenergiean-
teile, dominieren.
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Abbildung 4.24.: Vergleich zwischen experimentell gemessenen und analytisch abgeschitz-

ten Orientierungsdichteverteilungen, belastet in Walzrichtung, ks = 0, 2,
ks = 0,92.
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Abbildung 4.25.: Vergleich zwischen experimentell gemessenen und analytisch abgeschitz-

ten Orientierungsdichteverteilungen, belastet orthogonal zur Walzrich-
tung, kQ = 0, 2, kg = 0, 92.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse haben gezeigt, dass sich durch mikromechani-
sche Modellierung wesentliche Aspekte des Materialverhaltens von Formgedichtnislegie-
rungen abbilden lassen. Hierbei wurde eine begrenzte Anzahl physikalisch gut motivierter
und experimentell messbarer Parameter verwendet. Insofern bauen die hier dargestellten
Materialmodelle im Wesentlichen induktiv auf gut etablierte kristallographische Erkennt-
nisse auf.

Im Gegensatz hierzu stehen deduktive rein phanomenologische Modelle, die sich darum be-
miihen, das experimentell beobachtete Materialverhalten durch geeignete Gleichungen unter
Anpassung einer hidufig recht groBen Anzahl von Parametern abzubilden. Phanomenologi-
sche Modelle sind in der Regel von ihrer numerischen Implementierung und Verarbeitung
her wesentlich leichter zu handhaben und daher fiir die Simulation komplexerer Bauteile
letztendlich zu bevorzugen. Um die grundlegenden Prozesse im Material zu verstehen, sind
sie allerdings wenig geeignet, da fiir derartige Modelle das genaue Materialverhalten a priori
bekannt sein muss.

Ein wesentliches Ergebnis dieser Arbeit ist die Bestidtigung der Reuf3-Grenze als geeignete
Abschitzung der freien Energiedichte martensitisch transformierender Materialien. Durch
Annahme einer verzwillingten laminaren Mikrostruktur wurde eine obere Grenze hergelei-
tet, welche die untere Grenze nahezu erreicht. Mittels geeigneter numerischer Methoden
wurde diese Beobachtung auch beziiglich der energieminimierenden Volumenanteile von
Austenit und Martensit bestétigt.

Aufbauend auf diesen Ergebnissen wurde des Weiteren ein Modell zur Erfassung des Mate-
rialverhaltens polykristalliner Formgedédchtnismaterialien erarbeitet, welches auch die Ein-
fliisse von elastischer Anisotropie, Vortexturen, wie sie im Walzprozess entstehen, und un-
terschiedlichen elastischen Konstanten von Austenit zu Martensit beriicksichtigt.

Bei den Betrachtungen der Eigenschaften polykristalliner Werkstoffe wurde die Reu3-Gren-
ze als Abschitzung fiir die elastische Energie verwendet, da sich am Einkristall gezeigt hat,
dass diese der tatsidchlichen, quasikonvexen Energiedichte recht nahe kommt. Ob dieser na-
he liegende Schluss so zweifelsfrei zutreffend ist, bleibt noch zu priifen. Zu diesem Zweck
bietet sich ein Vergleich der unteren Reuf3-Grenze fiir Polykristalle mit oberen Grenzen auf
Basis der zuvor vorgestellten Laminatgrenze zweiter Ordnung eingesetzt in die in Smysh-
lyaev and Willis (1998a) vorgeschlagenen Abschitzungen an.

Auf der Basis der hier prédsentierten Ergebnisse ist zunichst die Untersuchung der Mog-
lichkeit, durch dulere Belastung die rhomboedrische R-Phase zu bilden, denkbar. Weiterhin
eignet sich das in dieser Arbeit eingefiihrte Polykristallmodell prinzipiell fiir eine Imple-
mentierung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode. So konnte die Betrachtung unter an-
derem von rein dehnungsgesteuerten numerischen Berechnungen auf spannungsgesteuerte
erweitert werden, was einen besseren Vergleich zu experimentellen Ergebnissen ermogli-
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chen wiirde.
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A. Mathematische Kriterien fur die Existenz von
Energieminima

In diesem Anhang sollen mathematische Konzepte eingefiihrt und insbesondere der Begriff
der Quasikonvexitit ndher erldutert werden. Eine ausfiihrlichere Darstellung der hier vorge-
stellten Betrachtungen ist beispielsweise in Heinen (2004b) zu finden. Die Quasikonvexitit
als starkste notwendige Bedingung fiir die Existenz von Energieminima von Potentialen, wie
sie in der Kontinuumsmechanik betrachtet werden, dient in Kap. 3 auch als Ausgangspunkt
fiir die Herleitung der so genannten Mischenergie.

In Abhingigkeit von den in einer verformten Konfiguration wirkenden Verschiebungen u
und dem zugehdorigen Deformationsgradiententensor F = Vu 41 kann das Gesamtpotential
IT eines typischen Problems aus der Kontinuumsmechanik wie folgt formuliert werden:

H(u):/\If(F)dV—l(u)—i-k mit u = 0 auf T',,, (A1)
Q

wobei / (u) ein linearer Term in u und I',, derjenige Teil der Berandung des vom Korper
eingenommenen Gebiets 2 ist, auf welchem die Verschiebung vorgeschrieben ist. Die Kon-
stante k ist fiir die Minimierung des Gesamtpotentials nicht von Bedeutung und kann daher
im Folgenden vernachlissigt werden.

Die Herleitung von Gleichung (A.1) aus der bekannteren Form

H(¢):/\IJ(F) dV—/q-qde— /t-¢dAmit¢—x:u*aqu‘u (A.2)
Q Q Ty

ist in Heinen (2004b) dargestellt. In GI. (A.2) ist ¢ die Abbildung der Koordinaten X der
Ausgangskonfiguration auf die Koordinaten x der verformten Konfiguration, q ist die Volu-
menkraftdichte, die in 2 wirkt, und t steht fiir die Oberflichenkriifte, die auf dem Rand I' &
vorgeschrieben sind.

Nach dem Prinzip des Minimums des Gesamtpotentials ist (A.1) fiir die tatsidchliche De-
formation minimal. Es stellt sich daher die Frage, unter welchen Bedingungen ein solches
Potential tiberhaupt ein Minimum besitzt. Umfangreiche mathematische Beweise, wie sie
unter anderem in Morrey (1952) und Dacorogna (1982) zu finden sind, zeigen, dass hierfiir
folgende drei Kriterien erfiillt sein miissen:

e Beschrdinktheit: Ein Potential heif3t beschriankt, wenn es eina > O und einp > 1
gibt, so dass gilt:

U (F)| < a1+ |[F|]°) mit |F|| = /(FyFy) - (A.3)

Diese Bedingung ist recht leicht zu tiberpriifen und fiir die meisten Potentiale erfiillt.
Sie verhindert zu starke Anstiege oder Spriinge im Potential. Im Falle der in dieser
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A. Mathematische Kriterien tiir die Existenz von Energieminima

Arbeit verwendeten Energieformulierung handelt es sich im Wesentlichen um eine
quadratische Form der Energiedichte, siehe auch Gleichungen (3.1) und (3.2). Wie
man leicht erkennt, ist hierfiir die Beschrianktheit erfiillt.

e Koerzivitit: Ein Potential heifit koerziv, wenn es ein E, ein D > 0 und ein g > 1 gibt,

so dass gilt:
U (F)>E+D|F|?. (A.4)

Dies ist erforderlich, um zu verhindern, dass die Funktion [y W (F') dV fiir groBe Ver-
zerrungen nach Abzug der linearen Funktion / (v) fillt, wodurch das Energieminimum
im Unendlichen ldge. Da der Parameter g stets grofer als 1 sein muss, wird das Auf-
treten dieses Phiinomens durch die Koerzivitit ausgeschlossen. Auch diese Bedingung
ist fiir die in die in der vorliegenden Arbeit verwendete quadratische Formulierung der
Energiedichte erfiillt.

Quasikonvexitit: Ein Potential heilit quasikonvex, wenn fiir jedes beschrinkte Gebiet
w und jede Storung ¢ des Verschiebungsfeldes, welche die homogenen Randbedin-
gungen ¢ = 0 auf dem Rand Ow erfiillt, gilt:

¥ (F) < ﬁ/w<F+w> qv . (A.5)
w

Durch die Bedingung der Quasikonvexitit wird sichergestellt, dass homogene Ver-
zerrungszustdnde stets ein niedrigere freie Energie haben miissen als inhomogene.
Es kann bewiesen werden, dass es zur Uberpriifung der Quasikonvexitit ausreicht,
die obige Bedingung fiir ein beliebiges beschrinktes Gebiet w nachzuweisen. Gelingt
dies, so folgt daraus die Erfiillung der Gleichung fiir alle beschrinkten Gebiete im
Korper. Aufgrund dieser Uberlegung lisst sich das Quasikonvexititskriterium umfor-
mulieren zu:

¥ (F) < / U (F + Vo) av, (A6)

[0’1]([

wobei [0, 1)/ den Einheitswiirfel in der dem Problem entsprechenden Dimension dar-
stellt. Die so umformulierte Gleichung muss fiir alle periodischen stetigen Stérungen
¢ auf Ow gelten. Die in dieser Arbeit verwendete Energiedichte nach Gleichungen
(3.1) und (3.2) ist zunéchst nicht quasikonvex. Die Materialantwort hierauf besteht in
der Ausbildung von Mikrostrukturen, die in Kapitel 3 ndherungsweise durch Abschiit-
zung der so genannten quasikonvexen Hiille berechnet werden.

Wihrend die ersten beiden Bedingungen recht leicht zu iiberpriifen sind, ldsst sich die Qua-
sikonvexitit zwar fiir viele Potentiale durch ein Gegenbeispiel verneinen, es ist aber im All-
gemeinen nicht méglich, Quasikonvexitiit direkt nachzuweisen, da hierzu eine Uberpriifung
aller moglichen Storungen notwendig wire. Es werden daher andere Konvexitétsbegriffe be-
trachtet, die oft einfacher zu iiberpriifen sind und mit Hilfe derer Quasikonvexitit bewiesen
oder widerlegt werden kann:

o Konvexitit: Wenn firalle A, Bund Amit0 < A <1

U(AA+ (1= A)B) <AV (A) + (1 —\) ¥ (B) (A7)
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bzw.
VA <MW A+(1-MNB)+(1—-MNVY(A-AB) (A.8)

gilt, hei3t ein Potential konvex. Dieser strengste der Konvexititsbegriffe schlieB3t alle
anderen (und somit auch die Quasikonvexitit) ein. Allerdings handelt es sich nicht um
ein notwendiges Kriterium fiir Quasikonvexitét.

e Polykonvexitiit: Der nichst schwichere Konvexititsbegriff ist die Polykonvexitit,
welche genau dann erfiillt ist, wenn es eine konvexe Funktion f gibt mit:

U (F) =f (F,Cof F,Det F), wobei Cof F := (DetF)-F". (A9)

Polykonvexitit schlieBt Quasikonvexitit ebenfalls ein und wird daher hédufig zum
Nachweis derselben verwendet.

e Rang-1-Konvexitit: Eine Funktion heifft Rang-1-konvex, wenn die Konvexitditsbedin-
gung nach Gleichung (A.7) bzw. (A.8) fiir alle A und B mit der Nebenbedingung
Rang (A — B) < 1 gilt. Dies entspricht der Uberpriifung der Quasikonvexitit nur fiir
Laminate erster Ordnung. Eine alternative Formulierung der Rang-1-Konvexitét ist
die Cauchy-Hadamard-Bedingung:

0*

(a@b): 5 (a®b) 2 0¥ F.ab, (A.10)

Rang-1-Konvexitit ist fiir Quasikonvexitdt zwar notwendig, aber nicht hinreichend. Dies
wurde in Sverdk (1992) durch folgendes Gegenbeispiel bewiesen:

U(A)=f(A)+e|A|>+c||A|"+k[|A-P: A | (A.11)

wobei f(A) = —Aj1Aq (As) + As)
A 0
und P:A= 0 Ao
Az + A3 Az + Az

Dieses Potential ist fiir gewisse k und ¢ Rang-1-konvex, aber nicht quasikonvex. Es ent-
spricht allerdings keinem physikalisch realisierbaren Material — allein schon deswegen, weil
es nicht kovariant ist, weil der Wert des Potentials also vom Betrachter abhéngt.

Die Suche nach kovarianten Potentialen, die zwar Rang-1-konvex, aber nicht quasikonvex
sind, ist ein Thema noch andauernder Forschung in diesem Gebiet.

In Abb. A.1 sind hier erwédhnten Konvexititsbegriffe nochmals schematisch dargestellt.
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Abbildung A.1.: Schematische Darstellung der Konvexititsbegriffe.
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B. Materialdaten

B.1. Kubisch «; tetragonal transformierendes NiAl

Die Materialdaten fiir kubisch zu tetragonal transformierendes Ni-36,8 Al sind Bhattacharya
and Kohn (1996) entnommen. Der Elastizitéitstensor wird als ndherungsweise isotrop und
fiir alle Varianten identisch angenommen und ist durch die Lamé-Konstanten A = 97,8 GPa
und ;1 = 53,6 GPa definiert. Die Transformationsdehnungen dieses Materials zeigt Tab.
B.1, wobei die in Kap. 2.2 vorgestellte tetragonale Variante hier als 17, zu finden ist. Die in
Tab. B.1 verwendeten Parameter haben die Werte & = —0, 0608 und 5 = 0, 1302.

Austenitische
Transformationsdehnung
=0
Martensitische
Transformationsdehnungen

B0 0
0 0 &
Q Q 0
N, = 0 8 0
0 0 &
a 0 0
m=(0 a0
0 0 p

Tabelle B.1.: Transformationsdehnungen fiir kubisch zu tetragonal transformierendes NiAl
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B.2. Kubisch < orthorhombisch transformierendes CuAlINi

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Materialdaten fiir kubisch zu orthorhombisch
transformierendes CuAINi gehen auf Sedldk et al. (2005) zuriick.

Die anisotropen elastischen Konstanten fiir die Austenitphase sind C;; = 142, 38GPa, Cy, =
124,10 GPa und Cyy = 95,24 GPa. Aufgrund der kubischen Symmetrie des Austenits ist
die Angabe dieser drei Konstanten ausreichend.

Im Falle des Martensits liegt eine geringere Symmetrie vor. Aus diesem Grund miissen
hier neun verschiedene Materialkonstanten angegeben werden: C;; = 184,46 GPa, Cyy =
151,45 GPa, C33 = 238,58 GPa, Cyy = 66,39 GPa, C5;5 = 22,85 GPa, Cs; = 60, 55 GPa,
Cy3 = 86,83 GPa, C13 = 70,09 GPa und Cy, = 140,41 GPa.

Die Transformationsdehnungen des orthorhombischen Martensits sind durch die drei Para-
meter @ = 0,0657501, 3 = —0,0810031 und ¥ = 0, 0239604 definiert. Damit ergeben sich
die in Tab. B.2 angegebenen linearisierten Dehnungstensoren. Die in Kapitel 2.2 hergeleitete
Transformationsdehnung ist hierin als 75 zu finden.

Austenitische Transformationsdehnung
M =0
Martensitische Transformationsdehnungen

B0 0 B0 0 o0 R
m=|0 5% L° m=| 0 L 7 m=( 0 5 0
ita aiy a=y  aiy y-a at+y

0 2 2 O 2 2 2 0 2

774:(
2

Tabelle B.2.: Transformationsdehnungen fiir kubisch zu orthorhombisch transformierendes
CuAINi

Qi Q1
| Ow|+
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B.3. Kubisch <+ monoklin transformierendes CuAINi

Die Materialdaten fiir kubisch zu monoklin-II transformierendes, und damit dreizehn-vari-
antes, Cu-14AI-4Ni stammen aus Otsuka et al. (1974): E-Modul E = 20,6- 109N/ m?, Quer-
kontraktionszahl v = 0,25, Transformationsdehnungen: sieche Tab. B.3 mit & = 0, 0436,
= —0,0822,6 =0,0170 und € = 0, 0508.

Austenitische Transformationsdehnungen
My =0
Martensitische Transformationsdehnungen
at+e & 0 E -5 0 a—e & 0
n = 5 a—-e 0 a—e 0 5 a+e 0
0 0o 2 0 B 0 0o B
a-¢ =5 0 a+e 0 6 0 -6
N, = -5 a+e 0 0 B 0 B 0
0 0 B ) 0 a—e 0 a—e€
a—e 0 6 a—e 0 =6 B0 0
n, = 0 B 0 0 B 0 0 a+e &
§ 0 a+e -5 0 a+e 0 & a-—c¢
g0 0 B0 0 g0 )
Mmo=| 0 a+e -0 nmi=| 0 a-¢€ 9 Ne=1 0 a—¢€ 5
0 -6 a-—-¢ 0 & a+e 0 -6 a+e

Tabelle B.3.: Transformationsdehnungen fiir kubisch zu monoklin-II transformierendes
CuAlN:i.
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C. Notation

In dieser Arbeit wurde folgende Notation verwendet:

Fiir lateinische Kleinbuchstaben als Indices gilt die Einstein’sche Summationskonvention,
wann immer diese also in einem Produkt doppelt auftreten, ist dariiber von 1 bis zur rdum-
lichen Dimensions d zu summieren.

Demzufolge wire z.B. im R?: A;B; = 2}11 A;Bj = AnBix + AppBay + Ai3Bsy.

Im Folgenden sind die wichtigsten Bezeichnungen und Symbole aufgelistet:

|A]l

dev 4q

TaccaAme

Kleinbuchstaben stehen fiir Skalare.
Indizierte Kleinbuchstaben stehen fiir Vektorkomponenten.
Mehrfach indizierte Grobuchstaben stehen fiir
Komponenten von Tensoren hoherer Stufe.
Fettgedruckte Kleinbuchstaben stehen fiir Vektoren.
Fettgedruckte GroBbuchstaben stehen fiir Dyaden.
= a;b;, Skalarprodukt zweier Vektoren.
= A;;Bjre;e;, Skalarprodukt zweier Tensoren. Die Bezeichnung Skalarprodukt
bezieht sich zwar auf das Ergebnis des Produktes zweier Vektoren, ist aber
auch bei Tensoren gebriuchlich.
= A;;Bjj, doppeltes Skalarprodukt zweier Tensoren.
Vektorprodukt zweier Vektoren.
= a;b;e;e;, dyadisches Produkt zweier Vektoren.
= ab, dyadisches Produkt zweier Vektoren, alternative Schreibweise.
= 1/2 (ab + ba), symmetrisches dyadisches Produkt zweier Vektoren.
= Ajeje;, Transponierte eines Tensors.
Inverse eines Tensors, definiert iiber A - A~ = 1.
= 0/0X; e;, Nabla-Operator.
=1/2(Va+ aV), symmetrischer Gradient.
Zeitableitung von a.
AjiA;; Vektor-/Tensornorm.
,fur alle*.
Aktiver Deviator.

Aktive Menge.

Passive Menge.

FT . F, rechter Cauchy-Green Tensor.
Volumenanteilsvektor.

= (CO 44 C,-)_l (Coio 4 Ciii)-
Materialtensor vierter Stufe.

Riumliche Dimension des betrachteten Problems.
Volumenanteil Kter Zwilling an Mikrostruktur.
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N¥ MeEc S>> ®m@Fmse

X 2

S sy

Suchrichtung.

Elastizitdtsmodul.

1/2(C —1), Green-Lagrange’scher Verzerrungstensor.
iter Einheitsvektor im dreidimensionalen Raum.
0x/0X, Deformationsgradiententensor.
=1/2(w-C:n)-T(w) " (w-C:n) i
Steigung in Richtung von d* am Punkt c*.
Kuhn-Tucker Bedingung.

H-MaB.

= e;e;, Einheitstensor.

= +/—1, imagindre Einheit.

iter Einheitsvektor im n + 1-dimensionalen Variantenraum.

Index, lduft von O (Austenitvariante) bis n.
Index, lduft von 1 bis V.

= n/2, Anzahl der moglichen Zwillinge.
Anzahl der betrachteten Kristallorientierungen.
Anzahl der martensitischen Varianten.
Normaleneinheitsvektor.

Volumenkraftdichte.
={(1,0,...,0)",(0,1,...,0)",...,(0,...,0,1)"},
Menge aller reinen Varianten.
Quasikonvexifizierte Energiedichte.
Einheitswiirfel der Dimension d.

Zu ¢ thermodynamisch konjugierte Triebkraft.
Texturexponent.

Rotationstensor, R- R’ =R’ - R =1,detR = 1.
Realteil.

Menge aller reellen Zahlen.
Dissipationsparameter.

Schrittweite.

Akustiktensor, definiert durch

u-Tw) u=(we'u) :C: (wx' u).
Rechter Strecktensor mit F = R - U.

= x — X, Verschiebung.

Koordinaten im Referenzzustand.

Koordinaten im verformten Zustand.

Menge aller ganzen Zahlen.

Chemische Energie, Variante j.

Lagrange-Parameter.

Schaltvektor, der angibt, welche Variante

an einem bestimmtem Ort aktiv ist.
Dissipationsfunktion.

Kleine Storung zur Bestimmung numerischer Gradienten.
Levi-Civita-Permutationssymbol.

(Linearisierter Green-Lagrange’scher) Dehnungstensor.
,,FlieBfunktion®.

Azimut-Winkel.

Verschiebungsfluktuationsfeld.
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EMMM QDT DDIEHTE > >3 2O

¢lam
Viam
77ZJmix

wReuB
w

=inf { -G (w) : (k ® k)| w € S}, Minimierungsfunktion.
Kuhn-Tucker Parameter.

(Linearisierte) Bain- oder Transformationsdehnung.
Lamé-Konstante.

Eigenwerte.

Lamé-Konstante.

Querkontraktionszahl.

Gesamtpotential.

Volumenanteil der ersten Variante eines Zwillings bzw. Kugelkoordinate.
Normierter Phasenanteilsvektor eines Zwillings.
Skalierparameter.

Spannungstensor.

Vektorwertiger Index komplexer Fourier-Koeffizienten.
Young-MaB.

Volumenanteil jter Kristallit.

Helmbholtz’sche freie Energiedichte.

Laminatgrenze zweiter Ordnung.

Laminatgrenze erster Ordnung.

Mischenergie.

Untere ReuB3-Grenze fiir die Mischenergie.
Richtungsvektor.
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Simulation des Deformations- und Schidigungsverhaltens beim Stof3versuch mit ei-
nem Kontinuums-Damage-Modell

Ulrich Hoppe: Mai 1996
Uber grundlegende Konzepte der nichtlinearen Kontinuumsmechanik und Schalen-
theorie

Marcus Otto: Juni 1996
Erweiterung des Kaustikenverfahrens zur Analyse rdumlicher Spannungskonzentra-
tionen

Horst Lanzerath: Juli 1996
Zur Modalanalyse unter Verwendung der Randelementemethode

Andreas Wichtmann: August 1996
Entwicklung eines thermodynamisch konsistenten Stoffgesetzes zur Beschreibung der
Reckalterung

Bjarne Fossa: Oktober 1996
Ein Beitrag zur FlieBflachenmessung bei vorgedehnten Stoffen

Khanh Chau Le: Dezember 1996
Kontinuumsmechanisches Modellieren von Medien mit verdnderlicher Mikrostruktur

Holger Behrens: Januar 1997
Nichtlineare Modellierung und Identifikation hydrodynamischer Kupplungen mit
allge- meinen diskreten Modellansitzen

Johannes Moosheimer: Juli 1997
Gesteuerte Schwingungsdampfung mit Elektrorheologischen Fluiden

Dirk Klaus Anding: Oktober 1997
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Zur simultanen Bestimmung materialabhédngiger Koeffizienten inelastischer Stoffge-
setze

Stephan Weng: Dezember 1997
Ein Evolutionsmodell zur mechanischen Analyse biologischer Strukturen

Michael StraB3berger: Dezember 1997
Aktive Schallreduktion durch digitale Zustandsregelung der Strukturschwingungen
mit Hilfe piezo-keramischer Aktoren

Hans-Jorg Becker: Dezember 1997
Simultation des Deformationsverhaltens polykristallinen Eises auf der Basis eines
monokristallinen Stoffgesetzes

Thomas Nerzak: Dezember 1997
Modellierung und Simulation der Ausbreitung adiabatischer Scherbinder in metalli-
schen Werkstoffen bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen

O. T. Bruhns: Mirz 1998
Grof3e plastische Formédnderungen

Jan Steinhausen: August 1998
Die Beschreibung der Dynamik von Antriebsstringen durch Black-Box-Modelle hy-
drodynamischer Kupplungen

Thomas Pandorf: August 1998
Experimentelle und numerische Untersuchungen zur Kerbspitzenbeanspruchung bei
schlagbelasteten Biegeproben

Claus Oberste-Brandenburg: Juni 1999
Ein Materialmodell zur Beschreibung der Austenit-Martensit Phasentransformation
unter Beriicksichtigung der transformationsinduzierten Plastizitiit

Michael Mirtens: Dezember 1999
Regelung mechanischer Strukturen mit Hilfe piezokeramischer Stapelaktoren

Dirk Kamarys: Dezember 1999
Detektion von Systemveridnderungen durch neue Identifikationsverfahren in der expe-
rimentellen Modalanalyse

Wolfgang Hiese: Januar 2000
Giiltigkeitskriterien zur Bestimmung von Scherbruchzihigkeiten
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Peter Jaschke: Februar 2000
Mathematische Modellierung des Betriebsverhaltens hydrodynamischer Kupplungen
mit hybriden Modellansétzen

Stefan Miiller: Februar 2000
Zum Einsatz von semi-aktiven Aktoren zur optimalen Schwingungsreduktion in Trag-
werken

Dirk Eichel: Juni 2000
Zur Kondensation strukturdynamischer Aufgaben mit Hilfe von Polynommatrizen

Andreas Biirgel: August 2000
Bruchmechanische Kennwerte beim Wechsel im Versagensverhalten dynamisch
scherbeanspruchter Risse

Daniela Liirding: Mirz 2001
Modellierung groBer Deformationen in orthotropen, hyperelastischen Schalenstruktu-
ren

Thorsten Quent: Mai 2001
Ein mikromechanisch begriindetes Modell zur Beschreibung des duktilen Verhaltens
metallischer Werkstoffe bei endlichen Deformationen unter Beriicksichtigung von Po-
renschidigung

Ndzi C. Bongmba: Mai 2001
Ein finites anisotropes Materialmodell auf der Basis der Hencky-Dehnung und der
logarithmischen Rate zur Beschreibung duktiler Schiadigung

Henning Schiitte: August 2001
Ein finites Modell fiir sprode Schadigung basierend auf der Ausbreitung von Mikro-
rissen

Henner Vogelsang: Dezember 2001
Parameteridentifikation fiir ein selbstkonsistentes Stoffmodell unter Beriicksichtigung
von Phasentransformationen

Jorn Mosler: Dezember 2002
Finite Elemente mit sprungstetigen Abbildungen des Verschiebungsfeldes fiir nume-
rische Analysen lokalisierter Versagenszustiande

Karin Preusch: Mai 2003
Hierarchische Schalenmodelle fiir nichtlineare Kontinua mit der p-Version der Finite-
Element Methode
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Christoph Miiller: August 2003
Thermodynamic modeling of polycrystalline shape memory alloys at finite strains

Martin Heiderich: Juni 2004
Ein Beitrag zur zerstorungsfreien Schiadigungsanalyse

Raoul Costamagna: Juli 2004
Globale Materialbeziehungen fiir das gekliiftete Gebirge

Markus Bol: Januar 2005
Numerische Simulation von Polymernetzwerken mit Hilfe der Finite-Elemente-
Methode

Gregor Kotucha: August 2005
Regularisierung von Problemen der Topologieoptimierung unter Einbeziehung von
Dichtegradienten

Michael Steiner: Februar 2006
Deformations- und Versagensverhalten innendruckbeanspruchter Stahlrohre durch
StoBbelastung

Dirk Bergmannshoft: Dezember 2006
Das Instabilitdtsverhalten zug-/scherbeanspruchter Risse bei Variation des Belas-
tungspfades

Olaf Schilling: Januar 2007
Uber eine implizite Partikelmethode zur Simulation von Umformprozessen

Jorn Mosler: Mai 2007
On the numerical modeling of localized material failure at finite strains by means of
variational mesh adaption and cohesive elements

Rainer Fechte-Heinen: Juni 2007
Mikromechanische Modellierung von Formgedédchtnismaterialien
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