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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein mikromechanisch motiviertes phinomenologisches Modell zur
Beschreibung des elastisch-plastischen Verhaltens duktil geschadigter Metalle, die orien-
tierte Mikroporen enthalten, vorgestellt.

Als Schidigungsmafl werden die Koeffizienten einer tensoriellen FOURIER-Reihe, welche
die richtungsabhingige Volumendichte der Defekte beschreibt, eingefiihrt. Die Annahme
ellipsoider Poren fiihrt mit Hilfe einer geometrischen Interpretation zu einem mefibaren
Zusammenhang zwischen den FOURIER-Koeffizienten und der Defektkonfiguration fiir Po-
renschidigung.

Durch energetische Betrachtungen an einer Materialvolumenzelle, die einen ellipsoiden
Hohlraum enthilt, kann die Abhangigkeit der elastischen Konstanten vom Volumenan-
teil und den Halbmesserverhiltnissen des Hohlraumes mikromechanisch ermittelt wer-
den. Zur phinomenologischen Beschreibung der effektiven elastischen Nachgiebigkeit des
geschidigten Materials wird eine isotrope Tensorfunktion mit den FOURIER-Koeffizienten
als Argumenten angesetzt.

Die Formulierung des makroskopischen Materialmodells erfolgt in einer exakt integrier-
baren EULERschen Beschreibung in Ratenform.

Summary

In this thesis, a micro-mechanically motivated phenomenological model for the description
of the elastic-plastic behavior of anisotropic damaged metals containing oriented micro-
voids is presented.

The coefficients of a tensor-valued FOURIER-series are used as the damage-measure and
interpreted for ellipsoidal voids. This leads to a measurable correlation between the
FourlER-coefficients and the defect-configuration.

Based on energetic considerations conducted on an elementary material cell, the qualita-
tive dependence of the elastic constants on the aspect-ratios of the voids is shown. For
the phenomenological description of the effective elastic compliance of the damaged ma-
terial an isotropic tensor-valued function with the FOURIER-coefficients as arguments is
formulated.

The constitutive rate-type equations of the macroscopic material behaviour are formulated
in an exactly integrable EULERian framework.
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1. Einleitung

Werkstoffe, die ungiinstigen Umweltbedingungen oder mechanischen Belastungen ausge-
setzt sind, unterliegen mikrostrukturellen Verdnderungen, die zu einer Verringerung der
Steifigkeit fiilhren. Dieser Prozess wird in der Kontinuumsmechanik als Schidigung be-
zeichnet.

Die Beriicksichtigung von Schidigung bei der ingenieurméfligen Berechnung von Bauteilen
gewinnt zunehmend an Bedeutung. Dabei werden unterschiedliche Ziele verfolgt. Wich-
tig ist etwa die Moglichkeit, Prognosen iiber die Lebensdauer von Bauteilen abzugeben.
Ein weiteres Ziel ist die Vorhersage von Versagensfillen, bei denen sowohl die Ursachen
und der Ort als auch die Auswirkungen der Schidigung interessieren. Eine dritte wichti-
ge Information, die aus Schidigungsberechnungen gewonnen wird, ist die Anderung der
mechanischen Materialeigenschaften, die aus der Entwicklung der Schidigung resultiert.

Zur Bereitstellung geeigneter Modelle der Schadigungsbeschreibung hat sich die Kontinu-
umsschidigungsmechanik entwickelt, die durch die Arbeiten von L. M. KACHANOV 1958
begriindet wurde.

Aufgrund der Verwendung verschiedener Werkstoffe im Ingenieurbereich und unterschied-
licher Anwendungsbedingungen existieren verschiedene Mechanismen, die mikrostruktu-
relle Veranderungen im Material hervorrufen. Dementsprechend ist auch bei den Modellen
zur Beschreibung des Verhaltens geschadigter Werkstoffe eine Spezialisierung festzustel-
len. Die vorliegende Arbeit beschrankt sich auf die Beschreibung von elastisch-plastischem
Materialverhalten unter Einbezug duktiler Schiadigung, welches in polykristallinen metal-
lischen Werkstoffen unter bestimmten Belastungs- und Temperaturbedingungen vorzu-
finden ist. Anwendungen fiir ein solches Materialmodell finden sich in der Simulation
formgebender Fertigungsverfahren, wie z.B. des Tiefziehens, die mit groflen plastischen
Form#nderungen bei Raumtemperatur verbunden sind, und auch in der Simulation von
Schadensfallen.

Ziel dieser Arbeit ist es, einen Beitrag zur phinomenoclogischen Modellierung duktiler
Schidigung zu leisten. Aufbauend auf die Interpretation des verwendeten Mafles zur Be-
schreibung des Schidigungszustands, die eine eindeutige Zuordnung zu einer Defektkonfi-
guration ermoglicht, werden Untersuchungen der mikromechanischen Effekte der Schédi-
gung durch Mikroporen angestellt. Die Beriicksichtigung der hierbei gewonnen Erkennt-
nisse in einem phinomenologischen Modell fithrt zu einer Reduktion der Anzahl der zu
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bestimmenden Materialparameter und gleichzeitig zu einer Verbesserung der Vorhersa-
gegenauigkeit gegeniiber bisher existierenden phdnomenologischen Schidigungsmodellen.
Die Formulierung des Modells erfolgt in einem mathematisch exakten kinematischen Rah-
men zur Beschreibung endlicher Deformationen.

Im folgenden Kapitel erfolgt aufbauend auf eine Ubersicht der Deformationsmechanis-
men metallischer Werkstoffe eine Einordnung und Erklarung der durch das Modell zu
beschreibenden Phinomene und die Angabe des Giiltigkeitsbereichs. Weiterhin wird ein
bewertender Uberblick iiber die Modellierungskonzepte der Kontinuumsschidigungsme-
chanik gegeben.

Im dritten Kapitel wird die Beschreibung des Materialzustands durch Schadigungsmafe
behandelt. Das in dieser Arbeit gewihlte Maf einer tensoriellen Fourierreihe zur rich-
tungsabhingigen Darstellung von Volumendichten wird fiir Schiadigung durch ellipsoide
Poren interpretiert.

Im vierten Kapitel wird der kinematische Rahmen zur Beschreibung endlicher Deforma-
tionen in konstitutiven Formulierungen erarbeitet.

Daran schliefit ein Kapitel mit der Darstellung des thermodynamischen Rahmens zur For-
mulierung der stoffabhangigen Gleichungen an.

Im sechsten Kapitel erfolgt eine mikromechanische Untersuchung des Einflusses ellipsoider
Hohlraume auf die elastischen Eigenschaften. Die Anpassung der so gewonnenen Erkennt-
nisse an einen phinomenologischen Ansatz fiihrt zu einer Beschreibung des Schidigungs-
einflusses auf die elastischen Materialeigenschaften ohne Einfiihrung zusatzlicher Materi-
alparameter.

Aufbauend auf die Ergebnisse der mikromechanischen Betrachtungen wird im anschlies-
senden Kapitel ein thermodynamisch konsistentes, phanomenologisches Modell zur Be-
schreibung elastisch-plastischen Verhaltens unter Beriicksichtigung duktiler Schidigung
in dem zuvor erarbeiteten kinematischen Rahmen entwickelt.

In Kapitel 8 wird die Implementation einer vereinfachten Form des vorgestellten Schidi-
gungsmodells in eine Finite-Element-Formulierung fiir endliche Forménderungen beschrie-
ben. Das dazu entwickelte bilineare Element eignet sich zur Lésung rotationssymmetri-
scher Probleme. ‘

Im neunten Kapitel werden die Parameter der vereinfachten Form des Stoffgesetzes an
experimentelle Versuchsdaten von Zugversuchen mit Proben aus einem CK-15 Stahl an-
gepasst und die erhaltenen Ergebnisse diskutiert. Am Berechnungsbeispiel einer gekerbten
Rohrprobe wird die Méglichkeit von Schidigungsanalysen bei inhomogenen Spannungs-
und Verzerrungsfeldern mit der Finite-Element-Implementierung des Schidigungsmodells
in das Programmsystem FEAP gezeigt.

Die Arbeit schliefit mit einer Zusammenfassung der ermittelten Ergebnisse und einem
Ausblick auf weitere Schritte, die zu einer verbesserten Beschreibung des Materialverhal-



tens unter Beriicksichtigung duktiler Schidigung mit dem entwickelten Modells fiihren.
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2. Einfiihrung in die Schidigungsmechanik

Zur Modellierung des Deformationsverhaltens geschiddigter metallischer Werkstoffe sind
Kenntnisse tiber ihren inneren Aufbau erforderlich. Die makroskopischen Phianomene des
Materialverhaltens lassen sich aus der Werkstoffstruktur erklaren.

In diesem Kapitel wird eine Einfiilhrung in den Aufbau der betrachteten polykristallinen
metallischen Werkstoffe und den daraus resultierenden Deformationsmechanismen gege-
ben. Die in dem fiir die Anwendung interessierenden Temperaturbereich und Belastungs-
bereich entscheidenden Mechanismen werden identifiziert. Es wird festgelegt, was unter
dem Begriff Schidigung verstanden werden soll. Anhand einer Ubersicht iiber Modellie-
rungskonzepte der Kontinuumsschidigungsmechanik wird die vorliegende Arbeit moti-
viert und begriindet, warum die gestellten Anforderungen von den vorhandenen Modellen
nicht hinreichend erfiillt werden.

2.1 Aufbau metallischer Werkstoffe

Bei der Beschreibung des Aufbaus metallischer Werkstoffe hat sich in der Kontinuumsme-
chanik eine Betrachtung in verschiedenen Gréflenskalen als sinnvoll erwiesen. Die iiblicher-
weise bei der Materialbeschreibung eingefiihrten Skalen sind in Abbildung 2.1 dargestellt.

Als kleinstes Strukturelement wird die Anordnung der Atome auf der Mikroskale betrach-
tet. In einem Metall sind die Atome bei Temperaturen unterhalb der Schmelztemperatur
O regelmifig in einer Kristallstruktur angeordnet. Betrachtet man die Atome als Kno-
tenpunkte eines Gitters im Raum, so erhélt man die Elementarzelle als kleinstes Muster,
durch dessen sich im Raum wiederholende Anordnung das Raumgitter entsteht. Die Kan-
tenldnge einer Elementarzelle, auch Gitterkonstante genannt, ist ein Maf fiir die physika-
lische Groflenordnung der Mikroskale. Sie betrigt nach BERNS [Ber93| beispielsweise bei
a-Eisen 2,866 - 10719 m.
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Mikroscherbiinder

/ Kdrner
Z

/

AV
Mikroporen
Mesoebene RVE
Polykristall
i Einschliigse
Mikroebene
Einkristall

Versetzung

Gitter

Abb. 2.1: GroBenskalen bei der Materialmodellierung nach BRUENS [Bru93]

Kristalline Werkstoffe konnen in verschiedenen Gitterformen angeordnet sein. Die typi-
schen Gitterformen von Metallen sind

e Gitter mit hexagonal dichtester Kugelpackung (hdP), z.B. reines Cadmium,
e kubisch flichenzentriertes Gitter (kfz) z.B. y-Eisen, austenitischer Stahl

e kubisch-raumzentriertes Gitter (krz), z.B. a-Eisen, ferritischer Stahl.

Viele Metalle haben die Eigenschaft der Polymorphie, d.h. die momentane Gitterstruktur
héngt von Temperatur, Druck und deren Vorgeschichte ab.

Jedes Metall wird im Laufe des Gewinnungs- bzw. Herstellungprozesses mindestens einmal
vom amorphen Zustand (© > ©g) mit im Allgemeinen fliissiger Phase in den kristallinen
festen Zustand {ibergehen (© < Og). Bei dem dazu erforderlichen Abkiihlungsprozess
wachsen eine Vielzahl von Kristalliten ausgehend von Erstkeimen (z.B. an Fremdatomen
oder lokalen Gebieten niedrigerer Temperatur). Dadurch entstehen innerhalb des Metalls
Koérner mit verschiedenen Gitterausrichtungen, die an den Korngrenzen miteinander ver-
bunden sind und man erhélt einen polykristallinen metallischen Werkstoff. Die durch spe-
zielle Fertigungsverfahren hergestellten monokristallinen Werkstoffe werden im Rahmen
dieser Arbeit nicht beriicksichtigt. Die Betrachtung der Prozesse innerhalb der Koérner
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und an den Korngrenzen erfolgt auf der Mesoebene, deren charakteristisches Léngenmaf
der Korndurchmesser des betrachteten Metalls ist. Die Gréfie der Kérner hangt von vielen
verschiedenen Faktoren ab, wie z.B. der

e atomaren Zusammensetzung,
e Art und Dauer der Erstarrung,

e Deformationsgeschichte etc.

Der Korndurchmesser von Stidhlen wird nach der ASTM in Gréflenstufen von 1-8 einge-
teilt, was einem Durchmesserbereich von 22 ym — 249 pm entspricht. Aluminiumwerkstof-
fe kénnen jedoch wesentlich gréfiere Korngréfien aufweisen, die z.T. im Millimeterbereich
liegen. Die Anordnung der Korner bezeichnet man nach HORNBOGEN & WARLIMONT
[HW91] auch als Gefiige.

Die Korngréfle der meisten metallischen Werkstoffe ist damit noch viel zu klein zur diskre-
ten Strukturmodellierung. Daher wird die Makroebene eingefiihrt. Der Ubergang von der
Meso- zur Makroebene wird mit Hilfe eines reprisentativen Volumenelements (RVE) voll-
zogen, welches die Material- und Struktureigenschaften des enthaltenen Werkstoffs z.B. in
Form von internen Variablen und Materialparametern reflektiert. Die Kantenlinge solcher
RVE’s (AV)3 muss um Grofienordnungen héher sein als der Korndurchmesser und alle
anderen charakteristischen Léngen lo; der damit beschriebenen Strukturelemente inner-
halb des RVE. Andererseits muss es klein genug sein, damit es auf der Makroebene als
Punkt betrachtet werden kann. Als Beispiel der charakteristischen Linge auf der Makro-
skale fiir dynamische Belastungsvordnge lasst sich nach BRUHNS [Bru93] die Wellenlénge
einer Schockwelle I5 bei Stobelastung angeben.

Auf der Makroebene wird innerhalb der Kontinuumsmechanik von einem homogenen Ma-
terial ausgegangen. Alle Struktureigenschaften eines Werkstoffes, deren charakteristische
Langen nicht wesentlich kleiner als die Kantenlinge des RVE’s sind, kénnen demnach auf
der Makroebene nicht mehr in Form von internen Variablen mit einer Kontinuumstheorie
beschrieben werden. Die Wahl der verschiedenen Skalen ist willkiirlich dem Problem der
Materialbeschreibung innerhalb einer Kontinuumstheorie angepasst.

Das Deformationsverhalten metallischer Werkstoffe wird neben den physikalischen Pro-
zessgrofien wie Deformationsgeschwindigkeit und Temperatur mafigeblich durch Imper-
fektionen oder Defekte in einem realen Werkstoff mitbestimmt. Es gehoért somit zu den
stark gefiigeabhidngigen Materialeigenschaften. Wenn jede Abweichung im Aufbau eines
Werkstoffs, die diesen von einer ideellen Struktur der periodischen Gitteranordnung einer
Elementarzelle unterscheidet, als Defekt bezeichnet wird, so lassen sich die Defekte inner-
halb der jeweiligen Groflenskale, in der sie auftreten, angeben.
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Die zur Beschreibung des Deformationsverhaltens von Metallen wichtigsten Defekte sind
in Tabelle 2.1 der jeweiligen Groflenskale zugeordnet aufgefiihrt. Eine detaillierte Be-
schreibung der aufgefiihrten Defekte geben HORNBOGEN & WARLIMONT in [HW91] und
BERNS in [Ber93] an.

Mikroskale | substituierte Fremdatome
geloste Fremdatome
Leerstellen

Versetzungen

Stapelfehler

| Mesoskale | Korner

Korngrenzen

Poren/Risse an Korngrenzen
Poren/Risse innerhalb und durch Kérner
Ausscheidungen an Korngrenzen
Makroskale | Makroporen

Makrorisse

| Makroscherbénder

1

Tabelle 2.1: Zuordnung der Materialdefekte zu den Gréfenskalen

2.2 Deformationsmechanismen

Das makroskopische Deformationsverhalten eines Werkstoffs resultiert, neben der makros-
kopischen Gestalt, der Belastung und der Temperatur aus den Deformationsprozessen auf
der Mikro- und Mesoebene. Die Kenntnis der mikromechanischen Prozesse liefert wichtige
Hinweise zur Einfiihrung der internen Variablen und deren Entwicklungsgleichungen in
phianomenologischen Materialmodellen. In mikromechanischen Modellen bietet sie aufier-
dem die Méglichkeit, iiber geeignete Mittelungsprozeduren einen direkten Zusammenhang
zwischen Mikro- und Mesoebene bzw. Meso- und Makroebene herzustellen. Defekte in der
Struktur metallischer Werkstoffe kdnnen auch als ,,Schwachstellen” angesehen werden, da
sie im Regelfall zu einer Abnahme der lokalen Steifigkeit fiihren.

Reversible Deformationen beruhen auf dem Prinzip der Gitterverzerrung. Die Deforma-
tionsmechanismen inelastischer Deformationen lassen sich den Defekten und damit den
eingefiihrten Grofenskalen der Materialbeschreibung zuordnen.
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Die Deformationsmechanismen auf der Gitterebene werden nach ASHBY & FROST [AF75]
in die folgenden 6 Gruppen unterteilt

e Scherversagen

Zwillingsbildung und martensitische Umwandlung

FlieBen durch reines Versetzungsgleiten

Flieflen durch Versetzungsklettern

Diffusionsklettern

gekoppelte Mechanismen.

Jede Gruppe kann in ihrer Deformationsrate auf verschiedene Weisen eingeschriankt wer-
den. Plastisches Flielen wird durch die Oktaederschubspannung, ausgedriickt in den
Hauptspannungen bzw. der 2. Invarianten des Spannungsdeviators

Oeq (2.1)
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ausgelost. Der Bereich, in dem ein bestimmter mikrostruktureller Deformationsmechanis-
mus in einem Material dominierend ist, hdngt von der homologen Temperatur und von
der auf den Gleitmodul bezogenen im Material vorherrschenden Schubspannung ab. Zur
Kennzeichnung dieser Bereiche geben FrROST & AsHBY fiir viele im Ingenierwesen ver-
wendete Stéhle in [FA82] Deformationsmechanismentafeln an.

Bei Temperaturen © <0, 3- O, bei denen das Materialverhalten in dieser Arbeit betrach-
tet wird, dominiert bei den meisten Stihlen das Versetzungsgleiten. Alle weiteren mi-
krostrukturellen inelastischen Deformationsmechanismen sind demgegeniiber bei diesen
Temperaturen vernachlédssigbar.

Das Versetzungsgleiten basiert auf der Wechselwirkung mobiler Versetzungen mit anderen
Hindernissen. Nach AsHBY & FROST [AF75] lassen sich diese in 3 Gruppen einteilen

e athermische Versetzungsbewegung
e thermische Versetzungsbewegung

e durch viskose Dampfungsmechanismen kontrollierte Versetzungsbewegung.
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Die athermische Versetzungsbewegung wird durch Hindernisse mit weitreichenden inne-
ren Spannungsfeldern, wie z.B. Korngrenzen, Einschliissen oder Versetzungsgruppen, be-
stimmt, zu deren Uberwindung eine Erhshung der in der Gleitebene wirkenden Schubspan-
nung nétig ist. Nach HORNBOGEN & WARLIMONT [HW91] erkennt man am Flieffbeginn
oft Versetzungsanordnungen, die darauf hindeuten, dass Versetzungen iiberwiegend von
Grenzflichen ausgehen und nach Durchqueren eines Kristalliten wieder an Grenzflichen
aufgestaut werden. Dieses Verhalten liefert eine physikalische Erklarung zur Einfithrung
der kinematischen und isotropen Verfestigung in phinomenologischen plastischen Mate-
rialmodellen.

Die thermisch aktivierte Versetzungsbewegung tritt auf, wenn die mobilen Versetzungen
Hindernisse mit kurzreichenden Spannungsfeldern, wie z.B. Waldversetzungen, geldste
Fremdatome oder die Gitterkrifte selbst iiberwinden miissen. Dies kann ohne Belastungs-
steigerung entweder durch lokales Klettern oder Gleiten bzw. durch ,,Durchtrennen” der
Hindernisse erfolgen, wenn die benétigte lokale Aktivierungsenergie zur Verfiigung steht.
Die thermischen Versetzungsbewegungen fiihren auf ein makroskopisch viskoses Materi-
alverhalten.

Die Schubverzerrungsrate der thermischen und athermischen Versetzungsbewegungen wird
durch die Wartezeit der Versetzungen vor Hindernissen bestimmt.

Viskos geddmpfte Versetzungsmechanismen treten bei Schockbelastungen auf, wenn kei-
ne Hindernisse mehr die Versetzungsbewegung behindern, sondern die Schleppkréfte der
Elektronen und Photonen die Verzerrungsgeschwindigkeit bestimmen.
Versetzungsgleiten kann nur in Gitterebenen mit héchster Packungsdichte, den Gleitebe-
nen, auftreten. Die Gleitrichtungen innerhalb der Ebenen sind die Richtungen mit dem
kiirzesten Atomabstand. Eine Kombination aus Gleitebene und Gleitrichtung wird Gleit-
system genannt; fiilr kubisch-flichenzentrierte Gitter liegen nach GELROLD [Ger84] z.B.
12 Gleitsysteme vor,

Die Beschreibung der mikrostrukturellen inelastischen Deformationsmechanismen in ei-
nem Schidigungsmodell erfolgt durch ein phidnomenologisches Modell, da die beschrie-
bene Schidigung in einer anderen Gréflenskale auftritt. Ausgehend von Temperaturen
unterhalb von 0,30, und moderaten Deformationsgeschwindigkeiten wird das inelasti-
sche Materialverhalten von thermischem Versetzungsgleiten dominiert. Dieses wird durch
ein elastisch-plastisches Materialmodell mit isotroper und kinematischer Verfestigung be-
schrieben.

Die Defekte auf der Mesoebene werden nach LEMAITRE [Lem96] in der Kontinuumsschadi-
gungsmechanik als Materialschadigung verstanden. Obwohl die Schidigungsentwicklung
immer auf denselben Effekt des Lisens atomarer Bindungen zuriickzufiihren ist, tritt diese
auf der Mesoebene abhingig vom Material, der Belastung und der Temperatur in verschie-
denen Arten auf.
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Es lassen sich die folgenden Schidigungsmechanismen unterscheiden

e Kriechschadigung

duktile Schadigung

sprode Schidigung

low-cycle Fatigue

high-cycle Fatigue
e Schidigung durch Umwelteinfliisse.

Analog zu den Deformationsmechanismenkarten werden von ASHBY [Ash83] Versagens-
tafeln fiir metallische Werkstoffe angegeben, in denen die Bereiche der dominierenden
Schidigungsmechanismen iiber der homologen Temperatur und der Schubspannung an-
gegeben sind. In dem in dieser Arbeit vorliegenden Bereich ist die duktile Schadigung
dominierend. Diese tritt gleichzeitig mit den plastischen Deformationen auf. Die dukti-
le Schidigung geht von Defekten in der Materialstruktur aus, von denen Porenbildung
initiiert wird. Nach' LEMAITRE & CHABOCHE [LC90] sind dies

e Partikel zugesetzter Legierungselemente

Einschliisse

Ausscheidungsteilchen nach Wéarmebehandlung

Versetzungsaufstauungen

Korngrenzen und Tripelpunkte.

Abb. 2.2: Porenbildung und Wachstum bei duktiler Schidigung
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In der Umgebung dieser Defekte erzeugen die dufleren Lasten Spannungskonzentratio-
ven. Da die Defekte im Allgemeinen steifer sind als das Matrixmaterial, produzieren sie
Instabilitdten, die zur Dekohdsion an den Grenzflichen fiithren. Folglich werden Mikro-
poren gebildet. Bei weiterer Belastung wachsen die so entstandenen Poren, wobei das
groBite Wachstum in Richtung der Hauptzugspannungen vorliegt. Dieser Vorgang ist in
Abbildung 2.2 illustriert. Schlie§lich wird eine kritische Verzerrung erreicht, bei der die
plastischen Deformationen lokalisieren und benachbarte Poren verschmelzen. Das Materi-
alversagen erfolgt dann durch transgranularen Bruch. In diesem Stadium der Schédigung
lasst sich der so entstehende Riss auf der makroskopischen Ebene nicht mehr mit kontinu-
umsmechanischen Modellen beschreiben, sondern muss mit Modellen der Bruchmechanik
diskret modelliert werden.

In Abbildung 2.3 ist die Bruchfifiche eines durch duktile Schddigung entstandenen trans-
granularen Bruches dargestellt. Die im Deformationsprozess entstandenen Mikroporen
und die Korngrenzen sind deutlich erkennbar.

Der Prozess der duktilen Materialschadigung wird von einer Anderung der makroskopi-
schen elastischen Eigenschaften des Materials begleitet.

Abb. 2.3: Bruchfliche nach einem durch duktile Schidigung verursachten transgranularen
Bruch (nach LEMAITRE [Lem96))

2.3 Schiadigungsmodelle

Die grundlegenden Arbeiten der Kontinuumsschidigungsmechanik (CDM) gehen auf K a-
CHANOV [Kac58] zuriick. Unter diesem von HuLT [Hul79] gepriigten Begriff werden alle
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Schadigungstheorien verstanden, bei denen das inhomogene geschidigte Material makro-
skopisch als homogenes Kontinuum betrachtet wird. Die Schédigung wird mit internen
Zustandsvariablen beschrieben und durch makroskopische Phinomene sichtbar. Damit
wird deutlich, welche Bestandteile in einer Kontinuumsschédigungstheorie vorhanden sein
miissen. Ausgehend von ungeschidigtem Material, welches durch eine klassische phinome-
nologische Formulierung beschrieben wird, werden geeignete Variablen zur Beschreibung
der vorhandenen Schidigung eingefiihrt. Der Einfluss der Schidigung auf das Deformati-
onsverhalten muss in der konstitutiven Formulierung beriicksichtigt und die Entwicklung
der Schidigungsvariablen beschrieben werden. Der Giiltigkeitsbereich der Theorie ergibt
sich im Allgemeinen bei Ubersteigen kritischer Werte der Schidigung durch das Verlas-
sen der Giiltigkeit der Kontinuumstheorie, wenn die Defektgrofie nicht mehr als klein
gegeniiber den charakteristischen Léngen der Makroskale angesehen werden kann.

2.3.1 Schidigungsvariablen

Die Schidigungsvariablen beschreiben den Schidigungszustand des Materials qualitativ
und quantitativ; sie sind skalare oder tensorielle Grolen. Dabei wird zwischen Schédi-
gungsmafen und Schidigungseflektmafien unterschieden.

Mit Schiidigungsmaf} werden solche ZustandsgréBen bezeichnet, die die Mikrodefektkonfi-
guration bzw. den Schidigungszustand eines Materials und dessen Anderung beschreiben,
also die Anzahl, Grofie, Anordnung und Orientierung der im geschédigten Korper verteilt
enthaltenen diskreten Defekte. Der von DavisoN, STEVENS & Kipp in [DSK77] ein-
gefiilhrte Porenvolumenanteil ist ein Beispiel fiir ein isotropes skalares Schiadigungsmaf.
Haufig werden als Schiadigungsmafle auch ad hoc skalare oder tensorielle Groflen ein-
gefiihrt, die die isotrope bzw. anisotrope Schidigung beschreiben sollen, jedoch keinen
direkten Bezug zu einer Defektstruktur erkennen lassen. Eine mikromechanische Inter-
pretation dieser GréBen zur Bestimmung der Schidigungseffekte ist daher schwierig. Da
die Wahl des Schidigungsmafles als wesentlich angesehen wird, werden diese Gréflen in
einem eigenen Kapitel behandelt.

Schédigungseffektm.aﬁe dienen zur Beschreibung der Verdnderung der thermomechani-
schen Materialeigenschaften aufgrund der Schidigung. Sie ermdglichen die Identifikation
lokaler Spannungs- (bzw. Verzerrungs-) und Temperaturerhohung und beschreiben die
Makrophdnomene des Schidigungszustands in Abhéngigkeit aller Schadigungsmafe, der
Belastung und des Materialgrundverhaltens im Zeitintervall [t,t + At]. Als Beispiel fiir
ein SchadigungseffektmaRf kann der von KrajcINOVIC & FONSEKA in [KF81] eingefiihr-
te effektive Steifigkeitstensor zur Beschreibung eines durch Risse geschidigten Materials
genannt werden.
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Bei einigen Schidigungsmodellen wird auf die Verwendung von Schiadigungsmaflen ganz
verzichtet und die Schéidigung direkt durch die Effekte auf das Materialverhalten beriick-
sichtigt. Z.B. beschreiben ESKANDARI & NEMES in [EN99] die Materialschddigung durch
die Abnahme der Steifigkeit und definieren damit einen vierstufigen Schidigungstensor.
Der Versuch, einen mikromechanischen Zusammenhang zu einer Defektkonfiguration zu
finden, wenn auch nur qualitativ, wird bei diesem Vorgehen in der Regel gar nicht erst
unternominen.

Eine umfangreiche, nach der tensoriellen Stufe der Schidigungsvariablen geordnete Uber-
sicht bisher verwendeter Schadigungsvariablen geben LEE, LESIEUTRE & FANG in [LLF97]
an. Eine Einteilung in Schidigungsmafie und Schéidigungseffektmafle erfolgt in dieser
Ubersicht nicht.

2.3.2 Konzepte der Schiadigungsmodellierung

Zur Entwicklung eines Kontinuumsschddigungsmodells gibt es verschiedene Konzepte.
Grundsatzlich lassen sich Kontinuumsmodelle entweder in einem mikromechanischen Rah-
men oder auf phinomenologischem Weg ableiten.

Bei den mikromechanischen Modellen wird von einer Beschreibung der Defekte und ihres
Einflusses auf das Deformationsverhalten auf der Mesoebene ausgegangen. Die Anderun-
gen der makroskopischen Materialeigenschaften kénnen dann durch Homogenisierung der
Spannungs- und Verzerrungsfelder innerhalb eines dem Problem angepassten reprisenta-
tiven Volumenelements bestimmt werden. Die Schidigungseffekte lassen sich dabei durch
die Schiadigungsmafie ausdriicken. Diese Art der Modellierung geht auf die Arbeiten
von VOIGT [Voi28] und REUSS [Reu29] zuriick, die erstmals mikromechanische Model-
le zur kontinuumsmechanischen Beschreibung polykristalliner Metalle entwickelt haben.
In der Schidigungsmechanik werden mikromechanische Modelle vor allem zur Beschrei-
bung sproder Werkstoffe eingesetzt. Der Nachteil der mikromechanischen Modelle liegt
in der Komplexitat, die diese Modelle selbst zur Beschreibung einfacher Phinomene an-
nehmen. Hiufig ist eine Homogenisierung der mikromechanischen Felder nur durch stark
vereinfachende Annahmen moglich. Auflerdem lassen sich viele der verwendeten mikro-
mechanischen Modellierungstechniken nicht ohne weiteres auf die bei plastischem Mate-
rialverhalten notwendige Beschreibung grofier Deformationen iibertragen.

Bei der phanomenologischen Modellierung kann weiterhin zwischen einer mikromecha-
nisch begriindeten Vorgehensweise und einer Vorgehensweise, sie sich nur an den auf der
Makroebene auftretenden Phanomenen orientiert, unterschieden werden.

Der Vorteil der rein phinomenologischen Modelle liegt in der Einhaltung der thermo-
dynamischen Konsistenz. Wahlt man die Vorgehensweise im Rahmen der Generalized
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Standard Materials, so lassen sich die thermodynamischen Restriktionen a priori erfiillen,
die physikalisch eindeutige Interpretierbarkeit der Schidigungseffektmafie ist jedoch pro-
blematisch und damit ist die Messbarkeit nicht sichergestellt.

Wihlt man die Schiadigungsmafie so, dass eine direkte physikalische Interpretierbarkeit
gegeben ist und lassen sich diese auch messen, so ist mit den mikromechanisch begriinde-
ten Modellen eine prizisere Abbildung des Materialverhaltens moglich. Weiterhin bieten
die Betrachtungen auf der Mesoskale physikalische Hinweise zur Formulierung der Evo- -
lutionsgleichungen fiir die Schadigungsmafie. Eine mogliche Methode ist die Verwendung
von Materialvolumenzellen, die représentativ einen Defekt enthalten und aus deren peri-
odischer Anordnung sich der Ko6rper zusammensetzt. Vergleicht man das Verhalten der
Materialvolumenzelle mit dem seines effektiven Kontinuumsmodells, so erhilt man einen
Zusammenhang zwischen den Schidigungsmafien und den Schiadigungseffektmaflien. Die-
se Methode eignet sich jedoch nur fiir schwache Verteilungen von Defekten, da keine
Interaktionsmechanismen mit einbezogen werden kdnnen. Somit ist es mit den mikrome-
chanisch begriindeten phdnomenologischen Schiddigungsmodellen z.B. moglich, die mikro-
mechanischen Erkenntnisse von GURSON [Gur77] zur Bestimmung von Fliefigrenzen eines
durch Poren geschidigten Materials in einer phidnomenologischen Materialformulierung zu
beriicksichtigen und dabei gleichzeitig die thermodynamische Konsistenz sicherzustellen.

Welche Vorgehensweise bei der Modellierung geschidigten Materials als Kontinuum ge-
wahlt wird, hingt neben den Anforderungen an das Stoffgesetz selbst, wie numerische Ef-
fizienz oder Genauigkeit, auch von der Art der darzustellenden Deformations- und Schadi-
gungsmechanismen ab. Die dazu verwendeten Schidigungsvariablen entbehren dabei oft
einer physikalischen Interpretation, wie bereits KRAJCINOVIC & MASTILOVIC in [KM95]
bemerken.

2.3.3 Das Effektivspannungskonzept

Das in der phdnomenologischen Schidigungsmechanik am weitesten vebreitete Konzept ist
das Effektivspannungskonzept, dessen Name auf LEMAITRE [Lem71] zuriickgeht. Dieses
Konzept wird zur phinomenologischen Beschreibung duktiler Schiadigung vielfach ver-
wendet. Im Folgenden werden die dem Konzept zu Grunde liegenden Ideen erldutert.
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Abb. 2.4: Einfithrung eines fiktiven ungeschidigten Zustandes beim Effektivspannungskonzept

Das Effektivspannungskonzept basiert auf den Annahmen von KAcHANOV [Kac58] und
RABOTNOV [Rab59], dass der wesentliche Effekt der Schiddigung in einer Abnahme der
tragenden Querschnittsfliche durch Bildung von Mikroporen und Mikrorissen besteht.
Fiir den einaxialen Zugversuch lasst sich die Effektivspannung durch Einfiihrung eines
fiktiven Zustands nach Abbildung 2.4 definieren, in dem das Material ungeschidigt ist
und die aktuelle Querschnittsfliche A um die Flichenabnahme durch Schidigung auf die
Fliiche A reduziert wird. Mit dem in Kapitel 3 eingefiihrten Porenflichenanteil nach (3.1)
ergibt sich die Effektivspannung

f 1

Fg= = =

A 1-=

o . (2.2)

LEMAITRE & CHABOCHE postulieren in [LC75] die Hypothese der Verzerrungsiquivalenz.
Die Verzerrungsantwort des ungeschidigten Materials unter Wirkung der Effektivspan-
nung soll demnach der Verzerrungsantwort des geschidigten Materials unter Wirkung der
wahren Spannung entsprechen. Somit lassen sich die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen
des ungeschadigten Materials zur Beschreibung des geschddigten Materialverhaltens di-
rekt iibernehmen, indem die Spannung lediglich durch die Effektivspannung ersetzt wird.
Fiir ein linear-elastisches Materialverhalten im einaxialen Zugversuch ergibt sich fiir die

Verzerrung
1

und damit fiir den effektiven Elastizititsmodul
1 1
£ = S =26+ E=(01-5E . (2.4)

5 1-= E
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Verallgemeinerungen des Effektivspannungskonzepts auf anisotrope Schidigungs- und Be-
lastungszustinde werden von MURAKAMI [Mur88] und BETTEN [Bet82] vorgeschlagen.
Der Schidigungstensor = wird durch die Transformation infinitesimaler Flichenelemente
von der aktuellen in eine fiktive ungeschiidigte Konfiguration definiert

dA=(1-E)dA . (2.5)

Den Effektivspannungstensor erhilt man unter der Annahme, dass die fiktive ungeschédig-
te Konfiguration durch denselben Kraftvektor belastet wird wie die aktuelle geschidigte
Konfiguration, zu

e=1-2)"'e . (2.6)

Dieser Effektivspannungstensor ist im Allgemeinen unsymmetrisch, daher wird von MURA-
KAMI & OHNO in [MOS81] ad hoc die Verwendung des symmetrischen Anteils in den
konstitutiven Beziehungen vorgeschlagen, der sich unter Verwendung eines vierstufigen
Transformationstensors ¥ darstellen 1isst

La-mrtaa-s7). @)

55 =sym(5) =89 1.0, W=
Im Falle des linear-elastischen Materialverhaltens ergibt sich damit die Spannungs-Ver-
zerrungs-Beziehung und die elastische Nachgiebigkeit unter der Annahme der Verzer-
rungsiquivalenz

e="'D:55=D:391:60 5 D="D:3®W-1 | (2.8)

Die effektive Nachgiebigkeit ist somit nicht symmetrisch beziiglich des vorderen und hin-
teren Indexpaares und erfiillt damit nicht die notwendigen Bedingungen des Nachgiebig-
keitstensors eines hyperelastischen Materialgesetzes, dass sich aus einem Energiepotential
ableiten ldsst. Aulerdem geht durch die ad hoc eingefiihrte Symmetrisierung der effekti-
ven Spannung die physikalische Interpretierbarkeit der Schiidigungsvariablen weitgehend
verloren.

Eine weitere Moglichkeit zur Beriicksichtigung anisotroper Schidigung bei der konstitu-
tiven Beschreibung im Rahmen des Effektivspannungskonzepts ergibt sich aus der auf
SIDOROFF [Sid81] zuriickgehenden Hypothese der Verzerrungsenergieiquivalenz. Im Fal-
le linear-elastischen Verhaltens erhilt man den effektiven Nachgiebigkeitstensor nach
Einfiihren einer rein formalen Spannungstransformation analog zu (2.7) aus der spezi-
fischen komplementiren elastischen Forménderungsenergie

1

-1 - __1~.0 -
z 50’.]).0’--20'.]D.a' (2.9)

4D = W 1.p: g7
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Ein Bezug der Schédigungsvariablen zur Defektkonfiguration ist bei diesem Konzept nicht
erkennbar. Der Schidigungstensor & Jzsst sich lediglich aus der mathematischen Trans-
formation erkliren.

Aufgrund der schlechten bzw. fehlenden Moglichkeit einer physikalischen Interpretier-
barkeit der Schidigungsvariablen in Modellen, die auf dem Effektivspannungskonzept
beruhen, ist es nicht moglich, mikromechanische Begriindungen zur Formulierung von
Gleichungen zur Schidigungsevolution anzugeben.

2.4 Anforderungen an das Materialmodell

Im Folgenden werden die Anforderungen an ein Modell zur Beschreibung duktil geschédig-
ter polykristalliner Metalle, die sich aus den bisherigen Betrachtungen ergeben, und die
Ziele, die bei der Modellierung verfolgt werden, zusammengefasst.

Das verwendete Schadigungsmaf sollte sich direkt aus der Defektkonfiguration eines durch
Poren geschadigten Materials bestimmen lassen. Diese Eigenschaft bringt zwei entschei-
dende Vorteile. Die Effekte der Schadigung auf das makroskopische Materialverhalten und
die Entwicklung der Schidigung lassen sich aus Effekten der Mesostruktur, die durch das
Schadigungsmafl quantifiziert wird, erklaren. Damit ist eine Reduktion der anzupassen-
den Materialparameter moglich. Auflerdem ist die experimentelle Bestimmung von Mate-
rialparametern, die den Einfluss der Defekte auf das Deformationsverhalten bestimmen,
aufgrund der gewihrleisteten ,,Messbarkeit” des Schadigungsmafes sichergestellt.

Die anisotropen Anderungen der makroskopischen elastischen FEigenschaften des Mate-
rials, die bei duktiler Schiadigung beobachtet werden, und der Einfluss der Defekte auf
die Fliefispannung soll durch das Modell abgebildet sowie schiadigungsinduzierte Defor-
mationen erfasst werden. Im Falle ungeschadigten Materials soll das Stoffgesetz in ein
klassisches phinomenologisches elastisch-plastisches Stoffgesetz {ibergehen. Der Giiltig-
keitsbereich des Modells bei Uberschreiten kritischer Werte der Defektgrofien muss fest-
gelegt und quantifizierbar sein.

Da plastisches Materialverhalten in Verbindung mit endlichen Deformationen auftritt,
ist zur Formulierung der Gleichungen ein geeigneter kinematischer Rahmen zu wihlen,
auflerdem muss das Modell thermodynamisch konsistent formuliert sein. Die Effekte, die
in dem Anwendungsbereich des Stoffgesetzes entscheidend fiir das makroskopische Defor-
mationsverhalten sind, miissen bei geringstem numerischen Aufwand mit hinreichender
Genauigkeit wiedergegeben werden.

Die Erfiillung aller genannter Forderungen ist mit einem rein phanomenologischen Modell,
wie zum Beispiel auf Basis des Effektivspannungskonzeptes, aufgrund der angesprochenen
Schwichen dieser Modelle nicht méglich. Mikromechanische Modelle zur Beschreibung der
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Phinomene sind andererseits numerisch zu aufwendig und fordern trotzdem viele Nahe-
rungsannahmen.

In der vorliegenden Arbeit wird daher ein mikromechanisch begriindetes phianomenolo-
gisches Schiadigungsmodell entwickelt. Dabei k6nnen einerseits die Effekte auf der Meso-
ebene beriicksichtigt werden. Andererseits bleiben die Vorteile einer phdnomenologischen
Beschreibung erhalten, die zur Erfiillung der genannten Anforderungen erforderlich sind.
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3. Beschreibung des Schidigungszustandes

Ein geschidigter Korper enthilt diskret verteilte Defekte. Thr Einfluss auf das Material-
verhalten wird in dem vorgestellten Modell mit einbezogen. Dazu miissen die als relevant
betrachteten Aspekte der inneren Struktur, die im Falle von Schidigung der Defektkon-
figuration entspricht, durch geeignete Mafle beschrieben werden. Damit kénnen dann die
betrachteten makroskopischen Phianomene direkt aus der Mikrostruktur erklart werden,
und die physikalische Interpretierbarkeit der Effekte von Defekten auf das Materialver-
halten ist auch bei einem phdnomenologischen Modell gegeben.

Wie CAUVIN &TESTA in [CT99)] feststellen, ist die Wahl der Schadigungsvariablen' wohl
der herausforderndste Schritt bei der Formulierung eines Schidigungsmodells. Sie ist
abhangig von der Wahl des Modellierungskonzepts, den zu beschreibenden Phénome-
nen des Materials, demm mathematischen Rahmen und nicht zuletzt vom persénlichen
Geschmack des Modellierers. Damit lasst sich auch die Vielzahl der vorhandenen Schadi-
gungsmafe erkliren, eine Ubersicht findet man z.B. bei SCHIESSE [Sch94] Anhang 1.

Die Schidigungsmafle eines phanomenologischen Modells werden an einem Elementarvo-
lumen AV* in der spannungsfreien fiktiven Referenzkonfiguration definiert (MURAKAMI
[Mur88], RABIER [Rab89]), da sie lediglich die dissipativen Effekte der Schidigung ent-
halten sollen und nicht von den reversiblen Deformationen abhidngen. Alle Grofien, die in
der elastisch entlasteten Konfiguration definiert sind, werden mit einem * gekennzeichnet.
Schidigungsmalle sind integrale, {iber ein reprasentatives Volumenelement auf der Meso-
ebene gemittelte GroBlen eines Mikrofeldes. Da dieses Volumen auf der Makroebene des
Modells als homogenes Elementarvolumen eines klassischen Kontinuums angesehen wird,
sind die Schidigungsmafle an AV* als makroskopische Variable anzusehen. Im Rahmen
der Thermodynamik mit inneren Zustandsvariablen sind die Schiddigungsvariablen innere
Variablen. Ein bestimmter Satz interner Zustandsvariablen bestimmt dann den Material-
zustand eindeutig.

DIEHL gibt in [Die89] einige Forderungen an, denen die verwendeten SchidigungsmafBe
eines Materialmodells genligen miissen. Zum einen miissen Schidigungsmafe Informatio-
nen iiber Defektgrofle und Dichte enthalten. Weiterhin sollten sie, wie ONAT & LECKIE
in [OL88] feststellen, zur Beriicksichtigung des Einflusses von Schidigungsprozessen auf

1Wie hiufig in der Schédigungsliteratur beobachtet wird, bezeichnet der Begriff Schidigungsvariable
sowohl Schidigungsmalle als auch Schidigungseffektmafie. Die Aussage von CAUVIN & TESTA lisst sich
aber auf Schidigungsmafe iibertragen.
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die Anderung der Materialsymmetrie die Defektorientierung mit beschreiben. Dabei muss
die Beschreibung der Orientierung invariant gegeniiber Vorzeichenwechsel des Normalen-
vektors n und unabhingig vom gewéhlten Koordinatensystem erfolgen (SEIBERT [Sei9l)).

Zur Wahl des Schiadigungsmafles werden zunéchst einige der gebrduchlichsten in der Li-
teratur vorkommenden Schiadigungsmafle vorgestellt und einige als wesentlich erachtete
Aspekte, die sich auf die Beschreibung des Materialverhaltens auswirken, erlautert. Auf-
bauend auf diesen Betrachtungen wird ein als geeignet angesehenes Maf} zur Beschreibung
von Porenschidigung ausgewshlt und neu interpretiert.

3.1 Vorstellung ausgewihlter Schidigungsmafle

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die vorhandenen Schadigungsmafle einzuordnen.
Grundsatzlich soll zwischen Schidigungsmaflen ohne Richtungsinformationen - dieses sind
skalarwertige Groflen - und solchen mit Richtungsinformationen - hierbei kann es sich um
tensorwertige Groflen mindestens erster Stufe handeln - unterschieden werden.

Haufig finden in Schidigungsmodellen auch eine Kombination aus beiden Arten von
Schédigungsmaflen zur Beschreibung des Defektzustands Verwendung.

3.1.1 Schidigungsmafle ohne Richtungsinformation

Die skalarwertigen Schidigungsmafle konnen einerseits Mafle sein, die zur Beschreibung
isotroper Schiadigung eingesetzt werden. Zum Anderen, kann es ausreichen, bei festgeleg-
ter Last- und Verschiebungsrichtung ein skalares Mafl zur Beriicksichtigung der Effekte
richtungsabhingiger Schiadigung zu verwenden. Anderungen der Materialsymmetrien las-
sen sich im Allgemeinen mit skalarwertigen Schidigungsmaflen nicht beschreiben.

Eines der ersten Schidigungsmafie stammt von KACHANOV [Kac58], der fiir den einaxia-
len Zugversuch den Schidigungszustand durch die Abnahme der tragenden Restfliche
infolge raumlicher Ausdehnung von Mikrodefekten senkrecht zur Zugrichtung charakte-
risiert. Hierauf aufbauend gibt RABoTNOV [Rab59] die relative Fliche der Mikrodefekte
fiir eine Schnittebene AA* senkrecht zur Belastungsrichtung an

_ A Al
HX)= 3 =1-2 (3.1)

Dieses Maf}, das fiir Porenschddigung auch Porenflichenanteil genannt wird, ist keine
Volumendichte und damit keine Variable der Kontinuumsmechanik. Auflerdem ist der
Porenflichenanteil mit Ausnahme weniger Sonderfille immer richtungsabhéngig.
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DavisoN, STEVENS & KipP fithren in [DSK77] das skalare Maf§ des Porenvolumenanteils
ein. Dieses Mafl dient zur Beschreibung isotroper Schidigung bei beliebigen Lastféllen,
solange sich die Materialsymmetrien in Folge des Schidigungsprozesses nicht dndern. Die
Massenerhaltung am elastisch entlasteten Volumenelement und in der aktuellen Konfigu-
ration ergibt

Vabm = AV p* = Vopm = AVp (3:2)

daraus folgt mit AV* =V} + V7

_ Ve _Av-va o Vo _,_ AX)
WX =F = Tav Sl av T @ (3:3)

Der Porenvolumenanteil ist nicht geeignet, um Schiadigung durch Mikrorisse oder Scher-
béander zu beschreiben, da dort bereits bei verschwindendem Volumenanteil Materialschadi
gung vorliegt.
Fir kugelfsrmige Poren zeigt RABIER [Rab89] einen Weg, fiir das selbstkonsistente ela-
stische Materialgesetz nach BUDIANSKY & WU [BW62] einen Maximalwert des Poren-
volumenanteils von

Wrnaz = 0,9

anhand der Bedingung herzuleiten, dass beide der LAMEschen Konstanten positiv sein
miissen. Dieses Ergebnis stimmt auch mit der Vorstellung iiberein, dass der Grenzfall
isotroper Schadigung durch eine quaderférmige Materialvolumenzelle dargestellt werden
kann, die eine kugelférmige Pore mit einem der Kantenldnge des Quaders entsprechenden
Durchmesser enthilt. Aus dem Vergleich beider Volumina ergibt sich fiir diesen Fall ein
maximaler Porenvolumenanteil von

Wmaz =~ 0,524

Es ist auf rein mathematischem Wege nicht mdglich, einen eindeutigen Zusammenhang
zwischen Porenvolumen- und Porenflichenanteil herzuleiten, ohne Annahmen iiber die
Defektkonfiguration zu treffen, selbst wenn es sich um isotrope Defektkonfigurationen
handelt.
Es lassen sich jedoch fiir einen konstanten Porenvolumenanteil in einem isotropen Mate-
rial eine obere und eine untere Grenze fiir den Porenflichenanteil angeben. Diese Grenzen
ergeben sich nach RABIER [Rab89] bei der Betrachtung eines kugelférmigen Volumen-
elements einmal mit einer kugelférmigen Pore im Zentrum und andererseits mit einem
Hohlraum konstanter Dicke an der dufleren Grenze des Kugelelements, die jeweils densel-
ben Raum einnehmen, zu

1-(1-w(X))P <E(X) <w(X)® . (3.4)
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Dieses Ergebnis stimmt auch mit dem von CAUVIN & TESTA [CT99] liberein, die gezeigt
haben, dass auch bei isotroper Schidigung 2 Schadigungsmafle zur eindeutigen Beschrei-
bung des Schadigungszustandes benétigt werden. Die Verwendung nur eines Mafles fiir
isotrope Schadigung erfordert somit zusitzliche Annahmen {iber die Defektkonfiguration.
Geht man z.B. von der Idealisierung vollig homogen verteilter kugelférmiger Poren im
Volumenelement aus, so erhilt man aus der Integration der Porenflichenanteile den Zu-
sammenhang

=(X) =w(X) . (3.5)

Wenn man zur Beschreibung des elastischen Materialverhaltens unter Schadigungseinfluss
eine Formulierung mit dem Porenvolumenanteil wihlt, dann muss folglich fiir das gewihl-
te Modell ein eindeutiger Zusammenhang zwischen dem Porenvolumenanteil w und dem
Porenflichenanteil = ermittelt werden.

Fiir die Modellierung des Verhaltens eines durch nahezu kreisformige Risse zufilliger
Verteilung makroskopisch isotrop geschidigten Materials mit verschwindendem Porenvo-
lumenanteil wird haufig die Rissdichte na® als isotropes Schidigungsmaf} benutzt. @ stellt
den mittleren Duchmesser eines Risses dar und n die Anzahl der Risse im Referenzvolu-
men.

3.1.2 Schidigungsmafle mit Richtungsinformationen

Schadigungsmafle mit Richtungsinformationen sind die Basis, zur Beschreibung anisotro-
per Effekte, die sich aus orientierten Defekten ergeben. Es handelt sich dabei in der Regel
um tensorielle Mafle, die unabhéngig vom verwendeten Koordinatensystem definiert wer-
den konnen und einem einfachen Transformationsgesetz bei Drehung des Bezugssystems
gehorchen. Bis zu Tensoren achter Stufe, die fiir die lineare Transformation vierstufiger
Materialtensoren eingesetzt werden (CHABOCHE [Cha8l], CAuvIiN & TESTA [CT99]),
wurden Tensoren aller geraden Stufen als Schadigungsvariablen eingefiihrt.

Als Schiadigungsmafle haben sich die im Folgenden beschriebenen Vektoren und Tenso-
ren 2. Stufe durchgesetzt. Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung der orientierungs-
abhingigen Materialschddigung bieten Orientierungsdichtefunktionen.

Vektorielle Schidigungsmafle

Vektorielle Schadigungsmafie werden vorwiegend zur Beschreibung von Schidigung durch
Mikrorisse in sproden Materialien eingesetzt. Dazu filhren DAVISON & STEVENS [DS73]
einen Rissvektor ein, der spiter auch von KACHANOV [Kac77], KRAJCINOVIC [Kra83],
[Kra85] und KraJCINOVIC & FONSEKA [KF81] verwendet wird.

Der Rissvektor steht senkrecht auf der Ebene, in der sich die Risse befinden. Seine Linge
beschreibt den Flidchenanteil, den die Risse lokal an der Gesamtflache der Rissebene ein-
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nehmen. Dieser Rissdichtetensor ist somit keine Volumendichte und eignet sich daher
nicht als interne Zustandsvariable der Thermodynamik, was bereits LEHMANN [Leh84]
aufgrund der mangelnden Objektivitiat dieser Grofie herausstellt.

Ein Materialmodell, bei dem ein vektorielles Schidigungsmaf verwendet wird, kann ma-
ximal transversal isotropes Verhalten beschreiben.

Schidigungstensoren 2. Stufe

MurakaMI & OHNO [MO81] fiihren einen symmetrischen Tensor 2. Stufe als interne Zu-
standsvariable ein. Dieser beschreibt die Reduzierung der Nettofliche von Schnittflichen
im RVE durch orientierte ebene Hohlraume an den Korngrenzen. Im RVE, dessen charak-
teristische Lange grofi gegeniiber der mittleren Korngréfie und der Defektgrdfie ist, wird
der Schiadigungstensor in der elastisch entlasteten Konfiguration wie folgt definiert

(1}

N
3
(X)= x5 3 / [ @ n*®)] da;® (3.6)
9 k=15ys

Hierin bedeuten:
AA; : gesamte Korngrenzenfliche im RVE
n**) : Flichennormale des k-ten ebenen Hohlraums
N : Anzah] der Defekte
dA;(k): Flache des k-ten ebenen Hohlraums .

Um zusétzlich einen Beitrag infolge der endlichen Dicke ebener Hohlrdume zu beriick-
sichtigen, der zu einer Flachenreduktion in Flichen mit Flachennormalen senkrecht zur
Rissnormalen auftritt, wird ein erweiterter Schiadigungstensor angegeben werden

N
Ail* 3y / [ ® @ n*® 4 w® (1 - n*® @ n®)] a4 (3.7)

9 k=1py

{1

(X) =

Dieses Schidigungsmafl beschrankt sich auf ebene Hohlriume an Korngrenzen. Somit
kénnen weder innerkristalline Defekte noch Porenschidigung beschrieben werden. Wei-
terhin stellt £2 wegen der fehlenden Volumenmittelung iiber AV* noch ein Mikrofeld dar,
welches durch die Verwendung der Korngrenzenfliche A} noch von der Korngréfie im RVE
abhingt.

Weitere -Schidigungsmafie 2. Stufe lassen sich aus einer direkten Erweiterung des Poren-
flichenanteils auf dreidimensionale Zusténde ableiten, wie bereits im Kapitel 2 in (2.6)
angegeben. Der so erhaltene Schidigungstensor wird von Betten [Bet82] auch als Konti-
nuitdtstensor eingefiihrt. Die Bildung einer Nettospannung im Rahmen eines anisotropen
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Effektivspannungskonzepts fiihrt dann jedoch auf einen nicht symmetrischen Spannungs-
tensor, der nachtriglich symmetrisiert werden muss. Eine physikalisch anschauliche Er-
klarung dieser Symmetrisierung existiert nicht.

Tensorielle Schidigungsmafie zweiter Stufe sind auf die Beschreibung orthotroper Sym-
metrie beschrankt. ‘

Mikrodefektbeschreibung durch Orientierungsdichtefunktionen

Orientierungsdichtefunktionen ermdglichen es, orientierte innere Werkstoffstrukturen wie
Fasern, Risse oder ellipsoide Hohlrdume (Poren) als skalaren Wert in Abhingigkeit von
der Orientierungsrichtung (ausgedriickt durch den Normalenvektor ) darzustellen.
ONAT [Ona84] definierte erstmals ein Schidigungsmafl iiber eine Orientierungsdichte-
funktion durch eine tensorielle Fourierreihe zur Beschreibung des elastischen Verhaltens
eines geschidigten Materials. Fourierreihenentwicklungen werden auflerdem hiufig bei der
mikromechanischen Modellierung von Faserverbundwerkstoffen oder granularen Medien
angewendet.

Die Orientierungsabhingigkeit rdumlicher geometrischer Muster kann in einem Histo-
gramm graphisch iiber der Einheitskugel (bzw. im ebenen Fall iiber dem Einheitskreis)
aufgetragen werden. Dazu wird die Oberfliche der Einheitskugel in n? Flicheninkremente
dA gleicher Groflie aufgeteilt und die Orientierungsdichte der betrachteten Grofie fiir jedes
Inkrement ermittelt. Es ergibt sich eine Treppenfunktion, die jedoch fiir n — oo N Sin-
gularitdten aufweist (N= Anzahl der relevanten orientierten Strukturelemente). Um aus
einem Histogramm mit endlicher Teilung n < co eine stetige Orientierungsdichtefunkti-
on zu erhalten, kann eine tensorielle Fourierreihenentwicklung vorgenommen werden. Es
ergibt sich die Orientierungsdichtefunktion
v(X,n) = v(X)+u(X)fi(X,n)

+’Uij(X)f,']'(X, n) + ’U,;jk(X)fijk(X, n) + ...
Die einzelnen Summanden setzen sich jeweils als Produkt aus den von der mikrostruk-
turellen Verteilung abhingigen Fourierkoeflizienten v;,;,. ;. und den von der Orientierung
abhidngigen Fourierfunktionen f; ;, ; zusammen.

(3-8)

Aus der Forderung, dass die Grofien zur Beschreibung des Schidigungszustandes invariant

beziiglich des Vorzeichens eines Normalenvektors sein miissen, ergibt sich ferner, dass nur
die Glieder mit Tensoren gerader Stufe vorkommen diirfen

vWX,n) = v(X)+ v (X)fi;(X,n)

+Uijkl(X)fijkl(Xa 'n) + ...

Die Basisfunktionen und Fourierkoeflizienten sind vollstindig symmetrische und spurlose

‘Tensoren, die unabhéngig vom gewéhlten Koordinatensystem angegeben werden konnen.

(3.9)
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SEIBERT gibt die Bestimmungsgleichungen fiir die Basisfunktionen f;;, ;, und die Fou-
rierkoeflizienten v;,;, ;. an [Sei9l].

Fir die Fourierfunktionen und Fourierkoeffizienten erhalten wir im raumlichen Fall

1
fij‘(Xa n) = nn; - 3—51] (310)
1
fijk[(X, n) = TNNEN; — ? ((Sijnknl + Jiknjnl -+ (5,‘171]"/1]: -+ ijnin,
1
+6jm,~nk -+ 5kmin1) -+ 5——7— ((51-,'5“ + 6ik5jl + 6515]}7)
. 1
w(X) = — / v(X,n)dA (3.11)
47T Ss
1 3-5
1 3-5-7-9
(X)) = - — .
walX) = g P [ ) (m)as

und im ebenen Fall

fi(X,m) = min — %&j (3.12)
fiju{X,n) = nmnjngng — —é— (8smny + dseminy + Sungnyg + Semimy
+05ming + Spniny) + (—3_1—4 (850Kt + Odj1 + 0316 )
wo(X) = % [ v(X,m)as (3.13)
w(X) = = /S (X, )y (m)aS
vin(X) = 2 / v(X, 1) fijm(n)dS
T Js,

Die Koeffizienten der Fourierreihen kénnen als innere Zustandsvariablen eingefiihrt werden
und stellen somit ein geeignetes Schidigungsmaf dar, welches physikalisch interpretierbar
und auch mikromechanisch erklirbar ist.
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Abb. 3.1: Ausschnitt eines faserverstiarkten Materials

Zur lllustration der Darstellung orientierter Materialstrukturen und der Formulierung
einer Orientierungsdichtefunktion zu deren Beschreibung sei der in Abbildung 3.1 darge-
stellte Ausschnitt eines faserverstirkten Materials betrachtet. Der Anschaulichkeit halber
wird vom ebenen Fall ausgegangen.

1N
NP

Abb. 3.2: Histogramm der Faserverteilung

Zunichst wird ein Histogramm mit beliebiger Winkelteilung n (hier n = 8) erzeugt. Fiir
jedes Winkelintervall Sy = {¢; ¢ € [2mk/n, 27 (k + 1)/n]} werden die Anzahl der Fasern,
deren Faserrichtung im betrachteten Winkelintervall liegt, gezdhlt und in ein Histogramm
eingetragen. Das erhaltene in Abbildung 3.2 dargestellte Histogramm ist punktsymme-
. trisch, d.h. v(n) = v(—n) und kann daher in eine Fourierreihe mit Tensoren gerader Stufe
entwickelt werden. Mit dem Normalenvektor des Einheitskreises

- (52)
sin ¢
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erhilt man z.B. fiir die Basisfunktion 2. Stufe

fi = cos’p — 1 cospsing
Y cospsing sinp — 1

und fiir die zugehoérigen Fourierkoeffizienten

n 2 1 .
> 0 -0, 64
Vi = Z/v(n(k)) sy (:.osg<p51i<pl dn®) = 3
P cospsing sin® ) — 3 0,64 0
=13

wobei die Werte fiir v in jedem Integrationsbereich konstant sind. Durch eine Fourierrei-
henentwicklung mit Abbruch nach dem Glied 2. Stufe erhalt man die in Abbildung 3.3a
iiber dem Einheitskreis dargestellte Orientierungsdichtefunktion mit den Fourierfunktio-
nen nach (3.12) und Fourierkoeffizienten nach (3.13)

v(n) =2 — 1.27324 cos psin

Durch Hinzunahme weiterer Glieder hoherer Ordnung kann das Ergebnis systematisch
verbessert werden, wie in Abbildung 3.3b verdeutlicht wird, in der die Orientierungsdich-
tefunktion mit Abbruch nach dem 4-stufigen Glied dargestellt ist. Im Grenzfall unendlich
vieler tensorieller Glieder ist eine exakte Abbildung der angeniherten Orientierungsdich-
tefunktion moglich. Allerdings verbessert sich das Ergebnis bei Hinzunahme eines weiteren
Terms nur im Mittel. Lokal, d.h. fiir diskrete Winkel kann trotzdem eine Verschlechterung
des Ergebnisses bei der Hinzunahme weiterer Terme erfolgen.

3 3

(=
X

i )
N Va

a)
Abb. 3.3: Tensorielle Fourierreihen der Orientierungsdichte, Abbruch nach dem tensoriellen
Glied 2. (a) bzw. 4. Stufe (b)
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In der Praxis werden dic tensoriellen Fourierreihen zur Reduzierung des numerischen Auf-
wands hiaufig nach dem tensoriellen Glied 2. oder 4. Stufe abgebrochen. Dabeli ist zu beach-
ten, dass der Informationsgehalt eines Schiadigungsmafles, welches durch eine tensorielle
Fourierreihe, die nach dem Glied 2. Ordnung abgebrochen wurde, dem eines tensoriellen
Schadigungsmafles 2. Stufe entspricht. Es kann also maximal eine orthotrope Orientie-
rungsdichteverteilung dargestellt werden, die weitere Effekte (Nebenminima/-maxima)
nicht beschreiben kann.

3.2 Festlegung des Schidigungsmailes

Im vorgestellten Materialmodell soll Schdadigung durch Poren an Korngrenzen und bzw.
oder durch ecllipsoide Hohlrdume z.B. an nichtmetallischen Einschliissen beriicksichtigt
werden. Im Allgemeinen ist in diesem Fall von einer schwachen Verteilung der Poren aus-
zugehen, hei der der Porenabstand deutlich grifler ist, als ihr maximaler Durchmesser. Das
Schiadigungsmafl soll Richtungsinformationen der Porenausrichtung enthalten, um auch
anisotrope Schadigungseffekte abbilden zu kénnen. Auflerdem soll eine eindeutige geo-
metrische Interpretation der dargestellten Defekte im Material moglich sein, damit eine
Moessharkeit der Schiadigung gewéhrleistet ist und Riickschliisse auf den Materialzustand
nicht nur iiber dic Messung von Schidigungseffekten wie z.B. die Anderung der elastischen
Nachgiebigkeit gezogen werden kénnen. Leider gibt es bis heute jedoch kaum Messmetho-
den, die es erlauben, die Defektkonfiguration von Porenschiddigung zerstorungsfrei in situ
zu identifizieren oder gar quantitativ zu bestimmen.

ONAT & LECKIE hetrachten in [OL88] im Grenzfall eines infinitesimalen Oberflichen-
elements Jk die Dichte des Porenvolumens an den Korngrenzen je Flacheneinheit der
Einhcitskugel k3 und formulieren dafiir eine Orientierungsdichtefunktion.

Eine Weiterentwicklung der Koeffizienten durch RABIER [Rab89] stellt sicher, dass alle
Koeffizienten der Fourierreihe Volumendichten sind und somit zulidssige interne Zustands-
variablen im Sinne der Kontinuumsmechanik darstellen. Dieses Schidigungsmaf} soll auch
in der vorliegenden Arbeit verwendet werden. Aus Praktikabilitidtsgriinden werden wir uns
dabei auf eine Fourierreihe mit Abbruch nach dem tensoriellen Glied 2. Stufe beschranken
= _wt fy(nDy (3.14)
Es ergibt sich ein direkter Zusammenhang zwischen dem skalaren Fourierkoeffizienten vy
und dem Porenvolumenanteil iiber die Oberfliche der Einheitskugel. Die Fourierfunktio-
nen des tensoriellen Glieds 2. Stufe ergeben sich aus (3.10; ). Basierend auf diesem Mafl und
auf der Erkenntnis von JANSSON & STIGH [JS85], dass sich ellipsoide Hohlrdume in 3 auf-
cinander senkrecht stehende Anteile zerlegen lassen, approximiert SCHIESSE [Sch94, BS96]

D(n)
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Hohlrdume durch Ellipsoide mit 3 aufeinander senkrecht stehenden Achsen a; = a;n;
(i=1,2,3) und dem Volumen V,. Dazu werden die Volumendichten fiir Schadigung durch
ellipsoide Poren wie folgt interpretiert: Das Volumen wird fiir Normalenvektoren n; mit
der Fliche A; (A; L n;) multipliziert, die dann der Korngrenzfliche entspricht, an denen
das Volumen angelagert ist. Zusitzlich wird mit einer Flache A = A; + A; + A3 gewichtet,
die der Summe der zu den Hauptachsen des Ellipsoids orthogonalen Flichen entspricht.
Fiir die Volumina in Richtung der Hauptachsen n; des Ellipsoids erhédlt man demnach

2,2
A dmwayasa;g

Vi = =V, = 2 3.15
1 A 3(ayas + ajaz + azas) ( )
v, = A2 dmaiazay (3.16)
A 3(ai1a2 + ara3 + azas)
4 2.2
v, = Sy Ta165% . (3.17)

A Y 3((11@2 + aya3 + (1,2(13)
Bezieht man die Volumina auf das Volumen der Elementarzelle AV*, so erhilt man nach
dieser Interpretation den jeweiligen Wert des Schidigungsmafles in Hauptachsenrichtung

Vi aza3

D = = 1
(m1) AV* (@1ay + aya3 + azas3) W (3.18)
Va Ga,as
D = = .
(n2) AV (alag + aya3 + (120,3) v (3 19)
Vi
Ding) = — = 102 W (3.20)

AV* (a1a9 + a1a;3 + asa3)
Um den Zusammenhang zwischen den Volumendichten und den Fourierkoeffizienten D;;
zu untersuchen, wird eine Elementarzelle betrachtet, die ein Ellipsoid enthilt, dessen
Hauptachsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. Dabei ergibt sich aus (3.14)
fiir die.Volumendichten in Richtung der Hauptachsen des Ellipsoids

D(e)) = vt g'Du - g'Dzz - §D33
1 1 2 1
D(e;) = oW '3“’D1‘1 + B‘Dzz - 5933
1 1 1 2
D = —w-—=-Dy;— =D D
(es3) 27rw gt~ gt + 3 s
2 -1 -1 Dll ’D(el) -\
= —1 2 -1 Dgg =3 D(eg) - V¥ (321)
-1 -1 2 D33 D(eg) — ¥

mit
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Die Koeffizientenmatrix zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten ist singuldr. Als zusétz-
liche Bedingung zu ihrer Bestimmung gilt die Forderung, dass die Matrix der Fourierko-
effizienten spurlos ist

tr(D) =0 . (3.23)

Am Sonderfall von rotationsellipsoiden Poren mit e; als Symmetrieachse soll gepriift wer-
den, ob sowohl (3.21) - (3.23) als auch (3.18) - (3.20) gleichzeitig erfiillt werden kénnen.
Fir e, als Symmetrieachse gilt

D(e;) =D(es) — Dyp=7D3

damit lasst sich (3.21) wie folgt reduzieren

2 =2 Dll 3 'D(el) — v
-1 1 Dy ] "\ D(e)— ¥
und man erhalt unter Beachtung von (3.23) fiir die Fourierkoeffizienten im Hauptachsen-

system

Dy = %(D(el) —D(eg)) , Doy =Dy = %(D(ez) — D(e1))

Fiir die Volumendichten in Richtung der Hauptachsen ergibt sich aus (3.21)

D(er) = -23?) _9D(ey) . (3.24)

Bei gegebenem Porenvolumenanteil w und Vorgabe eines Wertes einer Volumendichte ist
somit auch der andere festgelegt.

Damit ist die Interpretation des Mafles in Erweiterung auf Schidigung durch ellipsoide
Poren auf solche Mafle eingeschrankt, die diesen Bedingungen geniigen.

Die zum Berechnen der Volumendichten benotigten geometrischen Groflen ergeben sich
mit dem Verhéiltnis der Halbmesser « zu

ap=%a , Gz =043 =4a
4 1% 47 ya®

— Vv = — 3 . = v = —
370 YT AT 3 A

Ai=7a® ,Ay=A3=mvya® A=n(l+27y)d

Damit erhalt man fiir das Schddigungsmaf in Richtung der Hauptachsen durch Einsetzen
in (3.15) - (3.17)

D(e,) = 52, w (3.25)

D(ey) = i%yw . (3.26)
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Einsetzen von (3.25) in (3.24) liefert jedoch

Dleg) = 2 et (2 1 y_1 (3 1
DEAv " \or T1x2y) T 2% \ar T 124/

was nicht mit (3.16) {ibereinstimmt.

Die Interpretation des Schidigungsmafes fiir Schidigung durch ellipsoide Poren ist daher
in der angegebenen Form nach (3.18) - (3.20) nicht mit der tensoriellen Fourierreihe in
Einklang zu bringen. Daher soll das Mafi modifiziert werden.

3.3 Neuinterpretation des Schidigungsmafles fiir el-
lipsoide Poren

Erneut wird zunéchst wieder transversal isotrope Schidigung mit e; als Symmetrieachse
betrachtet. Folgt man dem Gedankengang von SCHIESSE [Sch94], dass Schidigung in die
Richtungen mit steigender Projektionsfliche grofler wird, so kann zunéchst die lineare
Abhingigkeit des Schidigungsmafles D(n;) von A; postuliert werden. Mit dem noch zu
bestimmenden Parameter « erhélt man fiir die Eigenwerte

v, v,
D(el) = aAl"AT‘;‘; = aAlw ) D(ez) = C(Azm = CHAQUU . (327)
Durch Einsetzen in (3.24) erhilt man den noch freien Parameter
3 3

T o1+ 27)a  27A
Erneutes Einsetzen von « in (3.27) liefert dann das Schidigungsmafl im Hauptachsen-

System. Die Fourierkoeffizienten ergeben sich zu

Dy = 22”72 -, 2T 2 2

1 A 2" 142y Y (3.28)
Ay — A 1 -1 1

Dy = 21— = 7 w o, (3.29)

A o2r 1+2y 27
die Bedingung tr(D) = 0 ist damit erfiillt.
Eine anschauliche Interpretation dieses Schidigungsmafies ist leicht moglich. Die Flichen
A; werden nicht mit der Gesamtfliche gewichtet, sondern auf die mittlere Fliche % be-
zogen. Diese Volumina werden dann noch, wie bei der Korngrenzenschidigung, auf die
Fléache der Einheitskugel k3 bezogen. Es ergibt sich

3 A 34
Diey) = AT W= = @ (3.30)
3 A 34
Diey) = — 2 2 (3.31)

27 (1 + 2v)a? YTz Y
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3.3.1 Erweiterung auf allgemeine ellipsoide Hohlrdume

Mit der am Sonderfall der transversalen Isotropie hergeleiteten Neuinterpretation des
Schidigungsmafles soll nun die Erweiterung auf allgemeine orthotrope Schidigung durch
ellipsoide Poren erfolgen. Die Volumendichte in Richtung der Hauptachsen wird wie folgt
definiert 34, 1

D(ez) = Z % w oo ‘
Mit den Projektionsflichen und dem Porenvolumen, ausgedriickt durch die Halbachsen

(3.32)

Al =T Q243 , Ag =7 aaz , A3 =T a1as (333)

—_ 4
A =7(aas + aqa3 + aaz) , V, = —371 ai1asa3 (3.34)

ergibt sich durch Einsetzen von (3.32) in (3.21) fiir die Hauptwerte der Fourierkoeffizienten

24 — Ay — A; 1

D11 = 2 % w (3‘35)
—A, +245 — Az 1
Dyy = — — .
29 A o W (3 36)
—A)] — Ay + 2A4; 1
= — — 37
D33 i o W, (3.37)

und man erh&lt den zweistufigen Schidigungstensor D mit den Eigenvektoren des Ellip-
siods zu .

i=1
Damit ist eine eindeutige Beziehung zwischen dem Schidigungsmafl und der Defektkon-
figuration hergestellt worden. Sollte es also moglich sein, die Defektkonfiguration experi-
mentell zu bestimmen, so kénnen daraus direkt die Fourierkoeffizienten berechnet werden
und die Bestimmung der Porenvolumendichte in beliebige Richtungen ist moglich.

Das gewdhlte Schiadigungsma$ stellt im isotropen Fall nur die Porenvolumendichte zur
Beschreibung der Defektkonfiguration bereit. Der Tensor der Fourierkoeffizienten ergibt
sich in diesem Fall zum Nulltensor. Die Annahme ellipsoider Hohlrdume fiihrt hierfiir so-
mit auf kugelférmige Poren, womit die Defektkonfiguration eindeutig bestimmt ist. Diese
Tatsache ist bei der Modellierung der Schidigungseffekte zu beriicksichtigen.

Auflerdem sei angemerkt, daf sich der Abbruch einer tensoriellen Fourierreihe als Schidi-
gungsmafl nach dem Tensor 2. Stufe grundsitzlich nicht damit begriinden 148t, dafl Glieder
hoherer Ordnung einen geringeren Einflufl auf die Verteilungsfunktion haben als die niedri-
gerer. Fiir Verteilungsdichten mit nahezu orthotroper Symmetrie fiihrt der Abbruch nach
dem 2. Glied zu zufriedenstellenden Ergebnissen. Je weiter die Verteilungsdichtefunktion
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jedoch von der Orthotropie abweicht, desto ungenauer wird diese Approximation.

Es lassen sich mit dem eingefiihrten Schidigungsmaf also Schidigungszusténde vollstindig
erfassen, bei denen die Schidigung durch ellipsoide Hohlrdume mit parallelen Halbach-
sen hervorgerufen wird, ohne dabei die Wechselwirkungen zwischen den Hohlrdumen zu
beriicksichtigen. Materialschiddigungen ellipsoider Hohlrdume, bei denen die Halbachsen-
richtungen variieren, kénnen mit diesem Maf nicht ohne Informationsverlust beschrieben
werden.

Fir die weiteren Betrachtungen wird noch ein zusétzliches Mafl eingefiihrt, welches im
Folgenden als Schadigungsorthotropietensor bezeichnet wird. Dieser Tensor bertlicksichtigt
nur den anisotropen Anteil der Schidigung und ergibt sich als Quotient aus den Halb-
messerlidngen a; und dem geometrischen Radius des Ellipsoids, projiziert in die jeweilige
Richtung der betrachteten Achse

3
6 = Z % T (0%} n; mit r = \3/ a1a2a3 . (339)
=1

Damit bietet dieses Ma#B fiir die folgenden mikromechanischen Untersuchungen eine hthe-
re Anschaulichkeit zur Beschreibung ellipsoider Hohlrdume.

Einsetzen von (3.33) und (3.39) in (3.35) - (3.37) liefert die Fourierkoeffizienten des Schidi-
gungsmafes ausgedriickt durch den Schidigungsorthotropietensor im Hauptsystem

[ 2690bas — En(bar + 533)) 1

Pu = ( 22633 + 1180 + E33) | 27 “ (3.40)
[ 261183 — Eoalénn + 533)) 1

Pn = ( £z + E11(€n +E33) / 2m v (3.41)
2811620 — E33(&nn + 522)) 1

Pas ( 22833 +€11(Eon + &33) / 2m « (3.42)
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4. Kinematik und Kinetik

4.1 Kinematik

In diesem Kapitel wird der kinematische Rahmen zur Beschreibung elastisch-plastischen
Materialverhaltens bei endlichen Deformationen beschrieben.

Da das elastische Verhalten in Metallen auf dem Phinomen der Gitterverzerrung beruht
und das plastische Verhalten durch Versetzungsbildung und -gleiten ohne wesentliche Be-
einflussung der Gitterstruktur hervorgerufen wird, ist es iiblich und sinnvoll, die Anteile
der Deformationen zu separieren und durch eigene konstitutive Gesetze zu beschreiben
(siehe hierzu auch REINHARDT & DUBEY [RD98)). Dies erfolgt im Allgemeinen iiber die
Aufspaltung der Spannungsleistung in einen elastischen und einen inelastischen Anteil
(LEE [Lee69]).

Der in dieser Arbeit verwendete kontinuumsmechanische Rahmen muss sowohl die exakte
Integrierbarkeit der in Ratenform vorliegenden konstitutiven Beziehungen sicherstellen als
auch das Prinzip der Invarianz der konstitutiven Beziehungen gegeniiber einer Beobach-
tertransformation erfiillen.

Zur Formulierung der konstitutiven Beziehungen wird eine EULERsche Beschreibungswei-
se unter Verwendung der logarithmischen Verzerrung und der mitrotierenden logarithmi-
schen Zeitableitung gewdhlt. Diese hat den Vorteil, dass die konstitutiven Ratengleichun-
gen fiir die Verzerrungsgeschwindigkeit exakt integriert werden koénnen. Somit tritt der
von SIMO & PISTER [SP84] fiir verschiedene objektive Zeitableitungen nachgewiesene
Effekt, dass sich eine hypo-elastische Beziehung mit konstanten Materialkonstanten nicht
exakt zu einem hyperelastischen Stoffgesetz integrieren lasst, nicht auf:

Es wird von der additiven Zerlegung des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten in
der aktuellen EULERschen Konfiguration und der multiplikativen Zerlegung des Defor-
mationsgradienten Gebrauch gemacht. Ausfiihrliche Herleitungen der erforderlichen kine-
matischen Grofien und der zugrundeliegenden Konzepte findet man in den Arbeiten von
X140 [Xia95], [Xia97b], [Xia97a| und [Xia98], X140, BRUHNS & MEYERS [XBM97b,
[XBM97a), [XBM98c], [XBM98b], [XBM98a], [XBM99a] und [XBMO0] und REINHARDT
& DuBEY [RD95] und [RD98].

Zunichst werden die bendtigten Gréflen und Konzepte der Kontinuumsmechanik zur Be-
schreibung endlich deformierbarer Korper zusammengestellt. Hierzu zihlen Deformations-
und Verzerrungsmafle, Deformationsgeschwindigkeitsmafie, Spannungstensoren, das Prin-
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zip der Invarianz bei einer Beobachtertransformation und objektive Zeitableitungen. Da-
nach werden Aspekte erldutert, die sich daraus fiir die Beschreibung elastisch-inelastischer
Deformationen ergeben. Darauf aufbauend wird der Rahmen zur Formulierung von elastisch-
inelastischen Stoffgesetzen mit dem EULERschen logarithmischen Verzerrungsma8 und der
logarithmischen Zeitableitung angegeben.

Auf eine umfassende Einfiihrung des mathematischen Rahmens der Kontinuumsmechanik
mit allen Definitionen und Begriffen wie Kontinuum, Beobachter und Bezugssystem wird
im Rahmen dieser Arbeit verzichtet. Der interessierte Leser findet ausfiihrliche Betrach-
tungen zu diesem Thema in den Arbeiten von MARSDEN & HuGHES [MH83], LEHMANN
[Leh76] [Leh84], THERMANN [The84] oder OGDEN [Ogd84].

4.1.1 Konfiguration und Bewegung

Die klassische Kontinuumsmechanik beschéftigt sich mit der Beschreibung der Defor-
mation und Bewegung materieller Kérper.! Ein Koérper B ist eine Menge von zusam-
menhingenden materiellen Punkten, auch als Partikel bezeichnet, welche das Gebiet B
im dreidimensionalen EUKLIDschen Punktraum £2 einnehmen.

Wenn der Korper sich bewegt, dndert sich das Gebiet, welches er einnimmt, stetig. Eine
Konfiguration x : B — &2 bildet alle Punkte des Kérpers eindeutig und umkehrbar auf
Pliatze im EUKLIDschen Punktraum ab. Bezeichnet man einen Partikel von B mit X, dann
erhdlt man die Platzierung des Partikels im EUKL1Dschen Raum in der Konfiguration x

r=x(X) , X=x"'(x) . (4.1)

Die Bewegung eines Korpers ist die stetige und zeitliche Aufeinanderfolge von Konfigu-
rationen, d.h. eine einparametrige Folge von Konfigurationen mit ¢ als Scharparameter

z=x(X)=x(X1t) €& . (4.2)

Die obige Gleichung beschreibt die Bahnkurve, die ein Partikel X iiberstreicht. Die Konfi-
guration X, weist somit jedem materiellen Punkt von B einen Platz mit den Koordinaten
x zur Zeit t im EUukLiDschen Raum zu und wird als aktuelle Konfiguration bezeichnet,
in der der Korper das Gebiet B; einnimmt.

Die Abbildung x, des Kérpers zu einem festgelegten Zeitpunkt? ¢, wird als Referenzkon-
figuration eingefiihrt, in der der Kérper das Gebiet By einnimmt. Die Platzierungen der

Tn der klassischen Kontinuumsmechanik ist die Position eines Partikels im dreidimensionalen Eu-
KLiDschen Punktraum durch drei Lagekoordinaten bestimmt.

2Es ist allgemein iiblich, allerdings nicht notwendig, den Referenzzustand als einen realen Zustand des
Korpers zu einer festgelegten Zeit zu definieren. In der vorliegenden Arbeit wird davon ausgegangen, dass
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Partikel ergeben sich in der Referenzkonfiguration zu
X =x(X) , X=x'(X) . (4.3)

Da die Unterscheidung zwischen dem Partikel X und seiner Platzierung in der Refe-
renzkonfiguration fiir die weiteren Betrachtungen nicht relevant ist, wird sie nachfolgend
ignoriert

r=x 00" (X)) =2z=x(X,t) , X=x"'(=t) . (4.4)

Damit wird x nun als Abbildung von By auf B angesehen, welche implizit von der gew&hl-
ten Referenzkonfiguration abhingt. Fiir einen festen Zeitpunkt ¢ wird ), auch Deforma-
tion des Koérpers von der Referenzkonfiguration genannt.

4.1.1.1 'Wahl des Bezugssystems

Zur Beschreibung der Bewegung der Koérperpunkte im EUKLiDschen Raum muss ein Be-
zugssystem eingefithrt werden. Dabei hat sich die Einfithrung kérperfester und raumfester
Bezugssysteme etabliert. In der vorliegenden Arbeit wird ein raumfestes Bezugssystem
verwendet, welches wihrend des Deformationsprozesses unverformt bleibt.

Abbildung 4.1 stellt einen Kérper in einem raumfesten, krummlinigen Koordinatensystem
in der Referenzkonfiguration x, und in einer aktuellen Konfiguration x, dar. Die Plat-
zierungen der Punkte in der Referenzkonfiguration und in der aktuellen Konfiguration
werden daher jeweils durch drei unabhiingige Werte der Koordinatenlinien {X?, X? X3}
und {z',z?%, 23} angegeben.

Zur Darstellung von physikalischen Tensorfeldern iiber dem Gebiet des Kérpers werden

die kovarianten Basisvektoren als Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien definiert

oX _ Oz
00X, 9: = oz,

G, = (4.5)

der Referenzzustand mit dem Anfangszustand des Kérpers wihrend eines betrachteten Deformationspro-
zesses zusammenfallt.
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B, € £3,1,

Abb. 4.1: Konfigurationen in raumfesten Koordinaten

Die dazu reziproken kontravarianten Basisvektoren ergeben sich mit den Beziehungen
G Gy=08% , gg; =7, (46)

nach Einfithrung der ko- und kontravarianten Metriken

Gop=GaGs , 9i5=9: 9, (4.7)
GP=G"G* | g'=g'¢g (4.8)
(4.9)
YAV
Ga = Gaﬁ G/s y G5 = g,:j gJ . (410)

Die Ableitung eines Tensors nach den Raumkoordinaten schliefit in dem dargestellten
krummlinigen Koordinatensystem die riumliche Anderung der Basisvektoren mit ein.
Dieser Anteil wird in der kovarianten Ableitung beriicksichtigt. Nach KLINGBEIL [Kli89]
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ist die kovariante Ableitung fiir einen Vektor in einem krummlinigen Koordinatensystem
a;= (d'g;) ;= ¢'l;g; mita’|; =a’ + I‘ijka" i (4.11)

Die Anwendung der rdumlichen Differentialoperation auf beliebige skalare oder tensorielle
Groflen kann beziiglich der Referenzkonfiguration und der aktuellen Konfiguration erfol-
gen. Die dazu eingefiihrten Operatoren sind in Anhang A.1 aufgefiihrt.

Die Einfiihrung einer Unterscheidung zwischen aktueller und Referenzkonfiguration er-
moglicht verschiedene Betrachtungs- und Beschreibungsweisen der Eigenschaften der Kor-
perpunkte. Bei der materiellen oder LAGRANGEschen Betrachtungsweise werden die Ei-
genschaften eines festen Korperpunktes X mit der Position X in der Referenzkonfigu-
ration als Funktion der Zeit ¢ angegeben; fiir eine beliebige skalare Eigenschaft 1 ergibt
sich

=X, 1) . (4.12)
Bei der raumfesten oder EULERschen Betrachtungsweise werden die Eigenschaften als
Funktionen der aktuellen Koordinaten der Korperpunkte beschrieben

Y =1(,t) . (4.13)

Die Transformation zwischen beiden Beschreibungen ist mit (4.4) durch Tausch der Va-
riablen moglich

Wz, ) = ¥l (X,0),0) = (X,1) (4.14)
Zum Tragen kommt der Unterschied beider Beschreibungsarten bei der Zeitableitung der
lokalen Eigenschaften des Korpers. Wéhrend die lokale Ableitung die Ableitung einer
Funktion ¢ bei festgehaltenem Ort @ darstellt

W )= ¥

ey (z,t) = 5 (z,1) , (4.15)

T=const.
nennt man die Ableitung einer Funktion bei festgehaltenem X die materielle oder auch

substantielle Ableitung

DV x,0) = (X, 1) = %(X,t){ : (4.16)

Dt ot X =const.
Um einen Zusammenhang zwischen der materiellen und der lokalen Zeitableitung herzu-
stellen, muss die Geschwindigkeit der Kérperpunkte eingefiihrt werden. Die Geschwindig-
keit v eines Partikels ergibt sich als materielle Ableitung seiner momentanen Platzierung
nach der Zeit, die Beschleunigung a durch zweifache Differentiation

_ Dz(X,1)
= —5 (4.17)
. _ DX, _ Dw(X. (18)

Dt Dt?
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Damit erhalt man den foigenden Zusammenhang zwischen der lokalen und der materiellen
Zeitableitung am Beispiel einer skalaren Eigenschaftsfunktion

de) = 202 4y grady(e) (4.19)

4.1.2 Beschreibung der Deformation

Zur lokalen Beschreibung der Deformation eines Korpers wird die Transformation von
Linienelementen in einer infinitesimalen Umgebung der Korperpunkte von der Referenz-
konfiguration dX in die aktuelle Konfiguration dx beschrieben. Dazu wird der Deforma-

tionsgradient eingefiihrt
de=F dX . (4.20)

F ist ein Zweifeldtensor, der einen Basisvektor in der Referenzkonfiguration und einen
in der aktuellen Konfiguration hat. Da die Abbildung von der Referenz- auf die aktuelle
Konfiguration eindeutig und umkehrbar ist, ist F’ invertierbar

F=CGradz = z'.9,®G" (4.21)
Fl=gradX = X*;G,®g" . (4.22)

Mit der Einfilhrung von F lassen sich neben Linienelementen auch Flichenelemente und
Volumenelemente von der Referenz- in die aktuelle Konfiguration tiberfiihren

dA = (detF)F T dA, (4.23)
dV = (detF)dV, . (4.24)

Da die Volumenelemente des Koérpers vereinbarungsgemif positiv definiert werden, ergibt
sich fiir die Jakobideterminante

J=detF >0 . (4.25)

Der Deformationsgradient ist somit nichtsinguldr und lédsst sich nach dem polaren Zerle-
gungssatz (ALTENBACH & ALTENBACH [AA94]) durch eine polare Zerlegung darstellen

F=RU=VR . (4.26)

V und U sind positiv definite, symmetrische Tensoren, die in der aktuellen bzw. in der
Referenzkonfiguration definiert sind. Sie werden linker und rechter Strecktensor genannt.
R ist ein eigentlich orthogonaler Tensor, es gilt

RR" =1, detR=1 . (4.27)
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Die Strecktensoren und die damit in Verbindung stehenden rechten und linken CAUCHY-
GREEN-Tensoren lassen sich mit Hilfe des Deformationsgradienten darstellen

C = U'=F'F=F.F,0;,G*9G’ (4.28)
B = V’=FF'=F.F,G**g,®g, . (4.29)
Die angegebene Darstellung in Komponentenschreibweise verdeutlicht, dass der linke

Strecktensor und der linke CAUCHY-GREEN-Tensor in der aktuellen Konfiguration und
die rechten Tensoren in der Referenzkonfiguration definiert sind.

/ *\

dX,

Abb. 4.2: Polare Zerlegung des Deformationsgradienten

Zur Beschreibung der Anderungsgeschwindigkeit materieller Linienelemente wird der Ge-
schwindigkeitsgradient in der EULERschen Konfiguration eingefiihrt, wir erhalten durch
Zeitableitung von (4.20)

L=gradv=F F! . (4.30)

Dieser lasst sich additiv in seinen symmetrischen Anteil, den Tensor der Verzerrungsge-
schwindigkeit, und in einen antimetrischen Anteil, den Tensor der Drehgeschwindigkeit,
aufspalten

D = %(LJrLT) (4.31)

W = %(L—LT) : (4.32)
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4.2 Verzerrungsmafle

Da der Deformationsgradient sich auf den Deformationsvorgang bezieht und demnach
auch Anteile aus lokalen Starrkérperbewegungen enthilt, ist er selbst als Verzerrungsmaf
ungeeignet. Die Strecktensoren sind , wie noch gezeigt wird, frei von diesen Anteilen. Sie
beschreiben lediglich die Streckungen bzw. Stauchungen der Kanten eines das Linienele-
ment dX umgebenden Quaders bei der Transformation in die aktuelle Konfiguration.
Diese Transformation ist in Abbildung 4.2 fiir den ebenen Fall anschaulich dargestellt.
Damit lassen sich alle Verzerrungen als isotrope Tensorfunktionen der Strecktensoren bzw.
der CAUCHY-GREEN-Tensoren darstellen. Der linke Strecktensor fiihrt auf EULERsche
Verzerrungsmafle, der rechte auf LAGRANGEsche. Zur Bildung der Verzerrungsmafe wer-
den die CAUCHY-GREEN-Tensoren auf Hauptachsenform gebracht. U und C bzw. V und
B sind koaxial und mit den Eigenwerten A; von U und V und )\? = x; von C und B
ergibt sich

3 3
B = V?= Z)\fnz ®n; = Z XiT; & 1n; (433)
=1 =1
3 3
C = U'=) XN;®N;=)» x:N:®N; . (4.34)

i=1 i=1

n; und N; sind die Eigenvektoren des linken und rechten Strecktensors, die sich mit R
ineinander iiberfithren lassen
n;, — RN i - (435)

Folglich besteht eine rotierte Korrespondenz zwischen den EULERschen und den LAGRAN-
GEschen kinematischen Gréfien

U = RTVR RTxvV, C RTBR R« B
V = RURY = RxU, B = RCR" = RxC

I
I
|

(4.36)

Im Falle gleicher Eigenwerte sind die Eigenvektoren nicht eindeutig definiert, daher bietet
sich fiir die Spektralzerlegung die Darstellung mit Eigenprojektionen an

c=U* = ) XC, (4.37)
=1

B=V? = Y B, , (4.38)
o=1

wobei m die Anzahl verschiedener Eigenwerte angibt.
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Die Eigenprojektionen eines Tensors sind zueinander orthogonale Tensoren, sie entspre-
chen im Falle mehrfacher Eigenwerte nicht dem dyadischen Produkt der Eigenvektoren.
Zur Berechnung der Eigenprojektionen eines Tensors kann ein lineares Gleichungssystem
aus der Summe der Eigenprojektionen, sowie der Spektraldarstellung des Tensors und
seines Quadrates aufgestellt werden. Daraus erhilt man die von SAWYER [Saw86] bzw.
X1A0 [Xia95] angegebene SYLVESTER-Formel, die hier am Beispiel des linken CAUCHY-
GREEN-Tensors dargestellt ist

‘v B x,1

Ba =61m1+ II

4.39
o#7=1 Xg — X7 ( )

Nach MEYERS [Mey99] lassen sich dafiir folgende, fiir die weiteren Betrachtungen wichtige
Rechenregeln, angeben

B, ,wenno=r7
B, B, = { 0 ,wenno#T (4.40)
und -
 B,=1 . (4.41)
o=1
Einsetzen von (4.40) und (4.41) in (4.37) ergibt
V*B,=B,V*=XB, ,keZ . (4.42)

Dieses Ergebnis ldsst sich fiir beliebige Paare koaxialer Tensoren herleiten. Die allge-
meine Form EULERscher bzw. LAGRANGEscher Verzerrungsmafle lasst sich somit durch
Einfiilhrung einer Skalierungsfunktion f(\) fiir die Eigenwerte der Strecktensoren oder
g(x) fiir die der CAUCHY-GREEN-Tensoren angeben

EW = f(U)=if(/\a)Ca (4.43)
= 9(C) =) 9(x.)Cs
e®) = f(V)=if(Aa)Ba (4.44)

= g(B)=)_9(xs)B,

Diese Mafle werden auch nach HILL [Hil68] verallgemeinerte HiLLsche Verzerrungsmafle
genannt. Damit die Verzerrungen fiir verschwindende Dehnungen Null sind und sich das
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Verzerrungsmaf fiir kleine Dehnungen konsistent linearisieren ldsst, miissen die Skalie-
rungsfunktionen f(A) bzw. ¢g(x) folgende Bedingungen erfiillen

f)=0 < g(1)=0 (4.45)
af B dg 1
=1 & FMU=5 . (4.46)

Ein Ansatz fiir eine stetige, monoton steigende Skalierungsfunktion, der diese Bedingungen
erfiillt und alle bekannten objektiven Verzerrungsmafle beinhaltet, lautet

f=-0O-1), keZ (4.47)

| =

bzw. ] .
900 = ¢ (x7 - 1) : (4.48)

Als Sonderfille ergeben sich fiir ¥k = 2 aus (4.43) der GREEN-LAGRANGEsche und fiir
k = —2 aus (4.44) der ALMANSI-EULERsche Verzerrungstensor

E?P = -(C-1) (4.49)

NN

e = LB

Die Skalierungsfunktion liefert fiir K = 0 die nach HENCKY [Hen28] benannten logarith-
mischen Verzerrungsmafle

H = hU=) I C, (4.50)
c=1

h = hV=>» h\B, , (4.51)
og=1

die sich mit (4.35) durch Vorwirts- bzw. Riickwértsrotation ineinander iiberfithren lassen

h=RHR'=RxH, H=R"HR=R"xh . (4.52)

4.3 Beobachterinvarianz - Prinzip der materiellen Ob-
jektivitit
Die Beschreibung physikalischer Gréﬁén, die der Bewegung eines Korpers zugeordnet sind,

héngt im Allgemeinen von der Wahl des Beobachters ab. Die konstitutiven Beziehungen
sind unabhéngig von der Wahl des Beobachters, sie miissen daher beobachterinvariant
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formuliert werden. Damit ist gemeint, dass zwei verschiedene Beobachter, von denen sich
einer in einem raumfesten Rahmen befindet, der andere in einem bewegten Rahmen, zu
denselben Aussagen bzw. Messungen der konstitutiven Gréflen kommen. Groflen, die diese
Forderung der Beobachterinvarianz erfiillen, heiflen objektiv.

Mathematisch lasst sich die Objektivitdt von Tensoren aufgrund ihres Verhaltens bei
einem Wechsel des Beobachters zeigen. Die allgemeinste Abbildung einer raumlichen® Be-
obachtertransformation, bei der die Abstinde zwischen Punkten erhalten bleiben, lautet

(X, t) = Q*(t) (X, t)+c*(t) mit {Q¥(t) € SO(3)} # Q% (X, 1), c*(t) #c* (X,1) .

(4.53)
Die angegebene Transformationsgleichung beschreibt gleichzeitig die Starrkérperbewe-
gung eines Korpers, die ein einzelner Beobachter in einem ruhenden Bezugssystem auf-
nimmt. Diese ldsst sich in eine Starrkorperrotation, definiert durch den Rotationstensor
Q¥ (t) und eine Starrkérperverschiebung c#(t) aufspalten. Die aktuelle Winkelgeschwin-
digkeit 2% (t) ergibt sich aus der Differentialgleichung

Q% (t) = QT (H)QH(1) = —#T (4.54)

Die Invarianzforderung zum Nachweis der Objektivitit tensorieller Grofien soll hier an-
hand des Transformationsverhaltens vektorieller Grofien definiert werden. Stellt man einen
Vektor als Differenz zweier Ortsvektoren in einer beliebigen Konfiguration dar, so ergibt
sich sein Transformationsverhalten zu

af —2f = Q*(t) (k1 — 22) = Q¥(t) x (z —x2) (4.55)

Der %-Operator wird zur Transformation tensorieller Gréfen beliebiger Stufe in ein ge-
geniiber dem aktuellen System rotierendes Bezugssystem in Anhang A.2 eingefiihrt.
Versteht man nun einen Tensor zweiter Stufe als linearen Abbildungsoperator von Vek-
toren, so folgt fiir einen Tensor A, der einen beliebigen Vektor a in der Konfiguration
zur Zeit ¢; auf einen anderen Vektor b in der Konfiguration zur Zeit ¢ abbildet, die
Invarianzbedingung

A* = Q*(t2) A QT (1)) . (4.56)
Wihlt man die Beobachtertransformation so, dass die Beobachter zur Zeit ¢, zusammen-
fallen, d.h. @*(t;) = 1 und c#(ty) = 0, dann ergeben sich folgende Objektivititsbedin-
gungen fiir zweistufige Tensoren, die in den verschiedenen Konfigurationen definiert sind.

Die explizite Abhiingigkeit des Drehtensors Q¥ von der Zeit wird im Folgenden nicht
mehr angegeben

EULERsche Tensoren: A* = Q* AQ*T=Q" x A (4.57)

3Der zeitliche Anteil der Beobachtertransformation wird im Folgenden nicht benétigt und daher nicht
angegeben.
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LAGRANGEsche Tensoren: A% = A (4.58)
EULER-LAGRANGEsche Tensoren: A% = Q% A (4.59)
LAGRANGE-EULERsche Tensoren: A* = A Q*T (4.60)

Die Bezeichnung EULER-LAGRANGEsche Tensoren wird fiir Tensoren verwendet, bei de-
nen die vordere Basis in der aktuellen und die hintere Basis in der Referenzkonfiguration
definiert ist. Bei den LAGRANGE-EULERschen Tensoren verhilt es sich entsprechend um-
gekehrt.

Zur Uberpriifung der Objektivitit der Deformationsmafe kann von der Transformation
des Deformationsgradienten ausgegangen werden. Alle weiteren Mafie lassen sich daraus
ableiten und man erhilt das Transformationsverhalten der bisher angegebenen Deforma-

tionsmafie
Jt = J (4.61)
F* = Q*F (4.62)
F#1 = pl Q#7 (4.63)
dA* = Q¥ dA (4.64)
Ut = U (4.65)
c* = C (4.66)
V¥ = Q¥ vV QT (4.67)
B¥* = Q* BQ"" (4.68)
R* = Q"R (4.69)
E®* = E® (4.70)
e® = QF ¢® Q#T (4.71)
L* = Q*LQ*T +Q" @*T (4.72)
D#* = Q¥ DQ*T (4.73)
wW* = Q*W Q¥+ Q" Q*T (4.74)

Der Geschwindigkeitsgradient L ist also nicht objektiv und daher nicht zur Formulierung
von konstitutiven Gleichungen geeignet. Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit D
erfiillt jedoch die Forderung der Beobachterinvarianz und bietet sich damit zur Formu-
lierung von konstitutiven Beziehungen in Ratenform in einer EULERschen Beschreibung
an.
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4.4 Objektive Zeitableitungen

Die Forderung der Beobachterinvarianz konstitutiver Groflen gilt in einer Ratenformu-
lierung auch fiir die verwendeten Zeitableitungen. Die materielle Zeitableitung eines be-
liebigen zweistufigen Tensors A in der aktuellen Konfiguration ergibt sich nach (4.19)
A

A= %1—?- +vgrad A . (4.75)

Im Falle einer iiberlagerten Starrkorperbewegung nach (4.53) erhilt man
AT = Q* AQ*T +(QF @*T) A% - A% (QF @*T) | (4.76)

was eindeutig nicht objektiv ist. Somit ist die materielle Zeitableitung nicht direkt zur
Formulierung konstitutiver Ratenbeziehungen geeignet. Daher werden modifizierte Zeit-
ableitungen eingefiihrt, die so konstruiert sind, dass die Objektivitatsforderung erfiillt ist.

Ein Konzept, welches auf objektive Zeitableitungen fiihren kann, ist die Bildung der Zeit-
ableitung eines objektiven EULERschen Tensors in einem mit 1 mitrotierenden Bezugs-
system nach (4.53) und (4.54). Durch Riicktransformation in das aktuelle Bezugssystem
erhilt man folgende Definition einer mitrotierenden Zeitableitung

A+

Q+T (Q+ A Q-l—T) Q+ (477)
= A+AQT-QT A

Die Erfiillung der Objektivitit einer mitrotierenden Zeitableitung hingt von dem definie-
renden Spintensor 271 ab. Der Spin einer mitrotierenden materiellen Zeitableitung sollte
der Deformation und Bewegung des Korpers in geeigneter Weise zugeordnet sein. Uber-
lagerte konstante Starrkorperrotationen und auch dilatante Deformationen haben keinen
Einfluss auf den Spintensor und er ist stetig differenzierbar fiir L = 0. Auflerdem sollte
die mitrotierende Zeitableitung eines EULERschen Tensors linear von der Zeit abhingen.
Aus diesen Forderungen leiten X140, BRUHNS & MEYERS in [XBM98c¢| und [XBM98b]
eine allgemeine Form fiir die Spintensoren objektiver mitrotierender Zeitableitungen ab

n+:W+§:h(¥,§)BaD3T mit: [ = trB . (4.78)

o,7=1

Die Spinfunktion A muss so gewihlt sein, dass 2% antimetrisch ist. Eine Untergruppe von
Spinfunktionen, die die Spintensoren aller gemeinhin bekannten materiellen mitrotieren-
den Zeitableitungen enthilt, lautet

Rz =-h(z) (Vz>0) . (4.79)
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Daraus ergibt sich fiir die Spintensoren

Xt

n+_—.W+Zﬁ(&)BaDBT : (4.80)

a,7=1

Als Sonderfall aus (4.80) erhdlt man die ZAREMBA-JAUMANN Ableitung [Jaull] mit
h'(2) =0 zu

AV=A+AW-WA mt:Q =w | (4.81)
die GREEN-NAGHDI Rate [GN65] oder polare Rate mit A%(z) = 1 ; :Z zZu
AR=A+AQF _QF A mit: Q®=RRT . (4.82)
Insbesondere gilt fiir die polare Rate
(BT~ A) = RT» A% (4.83)

Die Anwendung der Kettenregel bei mitrotierenden Zeitableitungen ist nicht direkt moglich.
Lediglich bei der polaren Rate lisst sich die Kettenregel sowohl in der EULERschen als
auch in der LAGRANGEschen Konfiguration direkt anwenden, wie sich leicht zeigen lésst.
Daher ist es sinnvoll, eine beliebige andere mitrotierende Zeitableitung durch die polare
Rate auszudriicken

AT=AR L A(Q -QF) —(Qt—QF) A (4.84)

Wie bereits erwihnt, sind nicht alle mitrotierenden Zeitableitungen objektiver Tensoren
auch objektiv. Der Nachweis der Objektivitéit einer mitrotierenden Zeitableitung mit ei-
nem Spin nach (4.80) sei am Beispiel der ZAREMBA-JAUMANN Ableitung dargestellt.
Zunichst wird dazu die Ableitung im ruhenden Bezugssystem gebildet und anschlieflend
in ein Q#-System transformiert

~H# o )
AV =QF AV QT = Q* (A+AW—WA) Q*T (4.85)

Transformiert man andererseits erst den Tensor A in das 2¥-System und bildet dort die
ZAREMBA-JAUMANN Ableitung, so erhdlt man mit (4.74)

0—# . .# .#T
AV = QPAQT +QTAQTT+Q* AQT +QFf AW Q"7 (4.86)

+Q*AQTT QT QT - Q* W AQ*T - Q" Q*T Q* A Q¥
— Q#AQ#T+Q# AW Q*¥T —Q* W A Q*7T
= Q* A'Q*T ge.d.
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4.4.1 Zusammenhang zwischen D und der Zeitableitung eines
Verzerrungstensors

Die Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit ID ist ein natiirliches Mafl zur Messung der
Lingenanderung von Linienelementen und der Winkeldnderung sich schneidender Lini-
enelemente. Aus diesem Grund bietet sich D auch zur Formulierung konstitutiver Raten-
beziehungen an.

Um die konsistente Integrierbarkeit einer konstitutiven Ratenbeziehung sicherzustellen,
ist es sinnvoll, eine Beziehung zwischen D und der objektiven Ableitung eines Verzer-
rungstensors herzustellen.

Eine Moglichkeit ergibt sich ausgehend vom GREEN-Verzerrungstensor nach (4.49), des-
sen materielle Zeitableitung durch Vorschieben mit dem Deformationsgradienten in die
aktuelle Konfiguration folgende Beziehung liefert

) .

D=-FT (E@)) F! o (4.87)

2
Da es in einer EULERschen Beschreibung nicht sinnvoll ist, ein LAGRANGEsches Verzer-
rungsmaf} zu verwenden, ist es wiinschenswert, die Verzerrungsgeschwindigkeit als objek-
tive Rate eines EULERschen Verzerrungsmafles darzustellen. Es miissen also ein Verzer-
rungstensor eg und ein Spintensor .£2° gesucht werden, so dass die objektive Zeitableitung
dieses Verzerrungstensors, die durch den Spin §2° definiert ist, den Tensor der Verzer-
rungsgeschwindigkeit ergibt

]

(e0)’=éer+e Q' —De=D - (e -Q%e)=D—¢& . (4.88)

Lange Zeit war eine solche Beziehung unbekannt. GURTIN & SPEAR [GS83] und HOGER
[Hog86] haben fiir Sonderfille gezeigt, dass bestimmte mitrotierende objektive Zeitablei-
tungen des logarithmischen Verzerrungstensors nach (4.51) fiir Spezialfille von V' iden-
tisch zu D sind. Die Aussage von HILL in [Hil78], dass die Hautdiagonalelemente des auf
Hauptachsen transformierten Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeit gleich den Zeita-
bleitungen der korrespondierenden Eigenwerte von h sind, veranlasste REINHARDT &
DuBEY [RD95] zu der Aussage, dass h die einzige Verzerrung ist, mit der (4.88) erfiillt
werden kénne. X140, BRUHNS & MEYERS weisen diese Behauptung in [XBM97a] nach
und geben eine allgemeine basisfreie Form fiir den Spintensor an, der die zugehdrige objek-
tive mitrotierende Zeitableitung definiert. Der Beweis wird im Folgenden kurz skizziert.

Multipliziert man (4.88) links und rechts skalar mit einer beliebigen Eigenprojektion von
V, so gelangt man unter Beachtung von (4.44) und (4.40) zu

B, (D -€)B,=0 . (4.89)
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Mit diesem Ergebnis und einem Vorschlag von X1A0, BRUHNS & MEYERS [XBM97a] fiir
den Spintensor

=09 = ZB W B, + Z (foho) = foA) ' B, (D —é)) B, ,  (4.90)
(o#£1)=

fithrt dieses unter Beachtung von (4.41) auf

m
€0 Q9 — Q19 ¢, = Z B, (D—é)B,=D—¢, . (4.91)

o,7=1

Q9 erfiillt also (4.88). fy ist die Skalierungsfunktion des gesuchten Verzerrungstensors
nach (4.44);. Die materielle Zeitableitung EULERscher Verzerrungsmafie vom HILL-Typ
kann nach X1A0 [Xia95] bzw. CARLSON & HOGER [CH86| durch die materielle Ableitung
des linken CAUCHY-GREEN-Tensors dargestellt werden

&=y ! °(AA”3 — f\c‘i(’\f) B,V B, . (4.92)

o,m=1
Fiir ¢ = 7 ergibt sich daraus im Grenziibergang

9fo
X

Auflerdem lésst sich die materielle Zeitableitung des linken CAUCHY-GREEN-Tensors un-
ter Beachtung von (4.42) wie folgt darstellen

B,é& B,=-"(,)B,V B, . (4.93)

B=VV+VV=DV*’+ V2 D+WV?_V2W
- B,VB,=)B,DB, . (4.94)

Setzt man (4.93), (4.94) und (4.91) in (4.88) ein, so erhilt man

o
oA
Diese Gleichung ist fiir beliebige D nur erfiillt, wenn

<9fo

Do Z20\)-1)B, DB, =0 . (4.95)

v (o) =
gilt, was mit der Bedingung (4.46) auf

fo(As) =1n A,
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fiihrt. Die logarithmische Verzerrung h ist somit das einzige EULERsche Verzerrungs-
maf, fiir das eine mitrotierende objektive Zeitableitung - die sogenannte logarithmische
Zeitableitung- auf den Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit fiihrt

D=h (4.96)

Der zugehorige Spin definiert sich nach (4.90) zu

- 1+ (Xo/Xx) 2
Qe =w + [( + B, D B,| |, 4.97
2 = teid)* B e
die zugehorige Spinfunktion lautet
poo = 12 2 (4.98)

1—2z In z

Eine basisfreie Form fiir den logarithmischen Spin geben X1A0, BRUHNS & MEYERS in
[XBM99b] an. Sie 148t sich auch in folgender Form darstellen

09 = W 4 Nlos (4.99)

Die Gleichung zur Berechnung des antimetrischen Tensors IN'®9 ist in Anhang B.2 ange-
geben.

Der zeitabhingige Rotationstensor R!*?, der den logarithmischen Spin definiert, ergibt
sich aus (4.54) zu

R”=_-RorQlos Ro9t)=1 . (4.100)
Aufgrund der bereits erwihnten Eigenschaft, dass die Kettenregel fiir beliebige mitro-
tierende Zeitableitungen nicht erfiillt ist, erweist es sich als sinnvoll, einen zuséitzlichen
Spintensor einzufiihren, der sich als Differenz zwischen dem logarithmischen Spin und

dem polaren Spin mit (4.97) und (4.82) ergibt

N 2v/%./x 2
QLR — qles _ QFf = S A B,DB. . 4.101
07;:1 1~ (XG/XT) ln(Xcr/X‘r) ( )

Damit lassen sich die polare und die logarithmische Rate beliebiger EULERscher Tensoren
ineinander tiberfiihren

AR = Al _ AQIR L QLR A (4.102)
Al = AR L AQIR_QIR A4 (4.103)
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4.5 Spannungstensoren

Schneidet man aus einem belasteten Korper in der aktuellen Konfiguration einen infinite-
simal kleinen Teilkdrper heraus, so wirkt an jeder Schnittfliche eine gleichgewichtserhal-
tende Schnittkraft df, die sich auch durch den Spannungsvektor ¢ darstellen lisst

df =tdA . (4.104)

CAucHYs Spannungstheorem sagt aus, dass fiir einen kontinuierlich mit Masse gefiillten
Koérper in & der Spannungsvektor linear von der Flichennormale n der betrachteten
Schnittnormale abhéngt. Damit kann der CAUCHY-Spannungstensor eingefiihrt werden

t=on . (4.105)

Der CAUCHY-Spannungstensor ist somit in der aktuellen Konfiguration definiert. Aus der
Objektivitdt von df und dA folgt direkt die Objektivitdt von o. Zur Integration iber
das Volumen des Koérpers in der Referenzkonfiguration wird der gewichtete CAUCHY-
Spannungstensor bzw. KIRCHHOFF-Spannungstensor eingefiihrt

r= %Oo' =Jo . (4.106)

Bezieht man sich in (4.104) auf das Flachenelement in der Referenzkonfiguration, so ge-
langt man zum 1. P1OLA- KIRCHHOFF-Spannungstensor

pP=Jo FT=7+FT | (4.107)

Ersetzt man weiterhin die Schnittkraft durch eine fiktive, in der Referenzkonfiguration
wirkende Kraft, so gelangt man zum objektiven 2. P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensor,
der komplett in der Referenzkonfiguration definiert ist

Ip—JgrtleFT=F'p . (4.108)

Weitere Definitionen von Spannungstensoren ergeben sich z.B. aus der polaren Zerlegung
des Deformationsgradienten durch Bildung der verschiedenen Konfigurationen.

4.5.1 Lie-Ableitung des Kirchhoff-Spannungstensors

Fiir die Formulierung der schwachen Form der Impulsbilanz in der aktuellen Konfiguration
wird die LIE-Zeitableitung des KIRCHHOFF-Spannungstensors benotigt. Diese erhélt man
durch Zuriickziehen in die Referenzkonfiguration, Dort wird die materielle Zeitableitung
gebildet. Vorschieben dieser LAGRANGEschen Grofle in die aktuelle Konfiguration liefert

LJr] = F (F-l}F—T) FT (4.109)

= +—Lr—-1L"



52 4. Kinematik und Kinetik

In dieser Gleichung kann die materielle Zeitableitung durch die logarithmische Rate nach
(4.99) und (4.77) ersetzt werden

Ly[t]=7" -7 (N + D)+ (N - D)7 . (4.110)

BoNGMBA & BRUHNS geben in [BBO01] einen vierstufigen Tensor G[r] an, mit dem sich
(4.110) in folgender Form darstellen 1dsst

Lt =7 +G[r]: D . (4.111)

Eine explizite basisfreie Form fiir G[7] ist in Anhang B.3 angegeben.

4.6 Konjugierte Spannungs- und Verzerrungsmafle

Unabhéngig vom Materialverhalten kénnen Spannungs- und Verzerrungsmafie mit Hilfe
der spezifischen Forminderungsleistung in Beziehung gesetzt werden

w=71:D . (4.112)

Nach HiLL [Hil68] werden ein LAGRANGEscher Verzerrungstensor E und Spannungsten-
sor T arbeitskonjugiert genannt, wenn das innere Produkt von T und der materiellen
Zeitableitung von E die Forménderungsleistung bilden

w=T:E . (4.113)

Die Formanderungsleistung ist eine objektive Gréfle. Diese Eigenschaft folgt direkt aus
der Objektivitit von 7 und D. Eine allgemeine Formulierung, wie man aus (4.113) zu
einem beliebigen LAGRANGEschen Verzerrungstensor die arbeitskonjugierte Spannung be-
stimmt, ist bisher nicht bekannt.

MACVEAN leitet in [Mac68| verschiedene arbeitskonjugierte Paare hiufig verwendeter
Spannungs- und Verzerrungsmafle ab. HOOGER présentiert in [Hog87] erstmals eine Vor-
schrift zur Bestimmung der zum zuriickrotierten logarithmischen Verzerrungstensor H
konjugierten Spannung. Diesen Ansatz erweitert X1Ao0 in [Xia95] und gibt einen allge-
meinen basisfreien Ausdruck fiir die zu beliebigen LAGRANGEschen Verzerrungsmafen
des verallgemeinerten HILL-Typs nach (4.43) und (4.47) konjugierten Spannungen an.
Unabhangig davon prisentieren FARAHANI & NAGHDABADI in [FNOO] eine Vorschrift zur
Ermittlung der zu beliebigen LAGRANGEschen Verzerrungsmaflen nach (4.43) und (4.47)
mit nicht verschwindendem Exponenten arbeitskonjugierten Spannung in einer nicht ba-
sisfreien Form.

Im Rahmen einer konstitutiven Theorie, bei der die Materialbeziehungen in der aktuellen
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Konfiguration formuliert werden, ist es sinnvoll, eine Beziehung zwischen den Zeitablei-
tungen des Verzerrungtensors und der verwendeten Spannung so zu wihlen, dass diese
arbeitskonjugiert im Sinne von HiLL sind. Das Prinzip der virtuellen Arbeit kann durch
ein Spannungsmafl und die Variation eines dazu konjugierten Verzerrungsmafles aufge-
stellt werden.

Um zu einer Erweiterung der Arbeitskonjugationsbeziehung (4.113) zu gelangen, ist es
zweckmiflig, die mitrotierende Zeitableitung eines beliebigen Tensors A in der mit R
zuriickrotierten LAGRANGEschen Konfiguration zu betrachten. Die korrespondierende L A-
GRANGEsche Grofle des Tensors A erhélt man durch Zuriickrotieren mit dem Rotations-
tensor R aus der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten

A=RTAR=R"+A, A=RAR" =RxA . (4.114)

Die mitrotierende Zeitableitung von A in der zurilickrotierten Konfiguration ergibt sich
zu

A+ = RT A*R (4.115)
- A+rA@Q@ -0 @ -aYHa

Im Sonderfall der polaren Rate QF = QF fiihrt diese Beziehung gerade auf die materielle
Zeitableitung des zu A korrespondierenden Tensors A

Q

~

AR=A=R"«xA® ,A®=RxA . (4.116)

Im Folgenden wird eine vereinheitlichte Beziehung zwischen EULERschen und LAGRAN-
GEschen Verzerrungs- und Spannungstensoren hergeleitet.

(e,t) sei ein Paar eines beliebigen objektiven symmetrischen Verzerrungstensors® nach
(4.44) und eines EULERschen Spannungstensors.

Fiir einen Beobachter in einem gegeniiber dem ruhenden System mit " rotierenden Sy-
stem wird hieraus das Paar (QT e Q*7, Q" ¢ Q'7). Dieses Paar wird nach LEHMANN
& Li1ANG [LL93] Qt-arbeitskonjugiert genannt, wenn das folgende innere Produkt der
materiellen Rate der Verzerrung und der Spannung in der mit Q% rotierten Konfigu-
ration die spezifische Formanderungsleistung formt, wie es durch HiLL in der ruhenden
Bezugskonfiguration gefordert wird

o= (QTtQ™): (QF éQ*T) (4.117)

L]
= t:et

4Die folgenden Betrachtungen beschréinken sich hier auf HiLLsche Verzerrungsmafe, eine Erweiterung
auf allgemeinere Verzerrungsmafgle ist méglich.
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Jede objektive mitrotierende Zeitableitung mit einem Spintensor nach (4.80) ldsst sich in
die folgende Form bringen

et*=H(B):D=>_ p(Xo,x:)B, D B, (4.118)

a,7=1

mit

(4.119)

p(xvy)=((:v+y)+(:v—y)h+( i Y )) 9(z) — 9(y)

tr(B)’ tr{B) T—Yy

Setzt man dieses Frgebnis in (4.112) ein, so gelangt man unter Beriicksichtigung der
Symmetrieeigenschaften des vierstufigen, nichtsinguliren Transformationstensors H{B)

Hijre = Hijue = Hjine = Hias; (4.120)

zu folgendem Ausdruck
w = t:HB): D=1:D (4.121)
—~ T = H(B):t . (4.122)

Invertierung dieser Gleichung liefert die zu einem EULERschen Verzerrungstensor Q-
konjugierte Spannung

t=H'B):t=)Y ' (Xe»X:)B, T B, . (4.123)
G,T:l
Eine ausfithrliche Herleitung dieser Beziehungen geben X1A0, BRUHNS & MEYERS in
[XBM98a] an. Die Arbeitskonjugationsbeziehung der zu (e,t) korrespondierenden LA-
GRANGEschen Groflen (&,%) = (E, T) erhilt man mit(4.114), (4.115) und (4.117) zu

w=T:E* . (4.124)

(E,T) wird als arbeitskonjugiertes Paar in der LAGRANGEschen Konfiguration bezeich-
net. Damit wurde eine einheitliche Arbeitskonjugationsbeziehung EULERscher und LA-
GRANGEscher Verzerrungs- und Spannungstensoren geschaffen. Das heisst, dass sich ein
arbeitskonjugiertes Paar in der LAGRANGEschen Konfiguration durch die rotierte Kor-
respondenz in ein EULERsches Paar iiberfiihren ldsst. Die Arbeitskonjugationsbeziehung
nach HILL (4.113) ergibt sich als Sonderfall von (4.117) und (4.124) indem die polare Rate
verwendet wird

w=T:E=t:e . (4.125)

(E,T) bzw. (e, t) sind in diesem Fall Q*-arbeitskonjugierte Paare in der LAGRANGEschen
bzw. der E.ULERschen Konfiguration und lassen sich iiber ihre rotierte Korrespondenz in-
einander iiberfiihren.
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Die arbeitskonjugierte Spannung zum logarithmischenVerzerrungstensor kA im Sinne der
Arbeitskonjugationsbeziehung von HILL (4.113) ergibt sich damit aus (4.123) und (4.119)
durch Einsetzen der Spinfunktion fiir die logarithmische Rate nach (4.98) und der Skalie-

rungsfunktion der logarithmischen Verzerrung g(z) = 3 Inz zu

— . 1 —IMB B 4.126

Die Invertierung dieser Beziehung liefert

m
In xo — In x»
=Y Jox % B, 7B, . (4.127)
o,F=1 g T

Die arbeitskonjugierte Spannung IT zu H erhilt man aus (4.126) durch die rotierte Kor-
respondenz der Paare (h, ) und (H,II) zu

N=R'x7m ,m=RxII . (4.128)

Eine basisfreie Formulierung fiir v bzw. IT erhilt man durch Einsetzen der SYLVESTER-
Formel in (4.126). Diese lisst sich in folgender Form darstellen

m~1

n = Y p;B' T B (4.129)
2,7=0
m—1

I = ) pC'#C . (4.130)

,3=0

Die Gleichungen zur Berechnung der Koeffizienten p;; sind im Anhang B.4 angegeben.

Spannung | Verzerrung w
1pT F pT. R
up E® 1np . g
(-2) L o Lo (~2)
E —F oF —2— F-oF:FE

Tabelle 4.1: Konjugierte Spannungs- und Verzerrungsmafle
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Weitere aus der Literatur bekannte konjugierte Spannungs-Verzerrungspaare sind in Ta-
belle 4.1 angegeben.

Ein Sonderfall ergibt sich bei isotropem elastischem Materialverhalten. Fiir konstitutive
Beziehungen mit der logarithmischen Verzerrung h und der dazu konjugierten Spannung
7 fiihrt die Isotropie auf die Koaxialitit beider Tensoren

=Y 7 (InA,In),In ;) B, . (4.131)

o=1

Setzt man diese Beziehung in (4.127) ein, so ergibt sich unter Beachtung des Grenzwerts

lim o X Tl (4.132)

Xo=Xr Xo — X7

und der Beziehungen (4.40) fiir die Spannung

T=> m(lnA,lndy,Inds) B, =7 . (4.133)

o=1

Im Falle isotropen Materialverhaltens, bei dem sich das konstitutive Gesetz in der Form
(4.131) angeben lisst, stimmen also die KIRCHHOFF-Spannung und = {iberein. Fiir iso-
trope elastisch-plastische Ratenbeziehungen ist diese Bedingung nur im Falle radialer
Belastungsprozesse ausgehend vom Referenzzustand erfiillbar. Daher erfiillen elastisch-
plastische Formulierungen, die mit der KIRCHHOFF-Spannung formuliert werden, wie z.B.
von BRUHNS, X140 & MEYERS in [BXM99] vorgeschlagen, die Arbeitskonjugationsbezie-
hung nach HiLL nicht im allgemeinen Sinne. Aufgrund der Isotropie dieses Modells hat die
vorgenannte Figenschaft dieser Formulierungen jedoch keinen Einfluss auf die Giiltigkeit
der konstitutiven Beziehungen.
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4.7 Aufspaltung der reversiblen und irreversiblen De-
formationsanteile

Aufgrund der verschiedenen Mechanismen elastischer und inelastischer Deformationen
lassen sich fiir beide Anteile separate konstitutive Beziehungen angeben.

Im Rahmen von Theorien fiir kleine Form#nderungen ist hierzu die direkte additive Auf-
spaltung des linearisierten Verzerrungstensors € in einen elastischen und einen inelasti-
schen Anteil moglich, woraus die additive Aufspaltung der Verzerrungsraten folgt. Wie
LEE in [Lee69] nachweist, ist eine solche Aufspaltung der Verzerrungen fiir finite Deforma-
tionen ausgehend von einer additiven Aufspaltung der Verschiebungen nicht mehr exakt
moglich.

Zur Trennung zwischen den elastischen und inelastischen Anteilen an der Gesamtdefor-
mation finden sich in der Literatur im Wesentlichen zwei verschiedene Ansitze. GREEN
& NAGHDI [GN71] spalten den GREEN-LAGRAGEschen Verzerrungstensor E® basierend
auf der Einfiihrung eines plastischen Verzerrungstensors additiv auf, woraus die additive

Aufspaltung der materiellen Zeitableitung E® direkt folgt.

Eine andere Moglichkeit, die bereits von KRONER in [Kr$60] fiir infinitesimale Verzerrun-
gen vorgeschlagen wurde, geht auf LEE & L1u [LL68] bzw. LEE [Lee69), [Lee81] zuriick.
Ausgehend von einem realen thermomechanischen Prozess, bei dem der Koérper von der
Referenzkonfiguration x, mit Hilfe des Deformationsgradienten F in die aktuelle Kon-
figuration x, iiberfiihrt wird, ldsst sich durch elastische Entlastung bei festgehaltenen
internen Variablen eine fiktive Zwischenkonfiguration x* definieren, in der der Kérper
spannungsfrei ist. In dieser Konfiguration liegen somit lediglich inelastische Deformatio-
nen vor. Unter der Voraussetzung, dass die Abbildung von der Referenzkonfiguration in
die fiktive Referenzkonfiguration stetig und differenzierbar ist, l4sst sich hierfiir ein inela-

stischer Deformationsgradient (14; einfilhren. Die Transformation von x* nach x, ist rein
T

elastisch und erfolgt mit (Ii; Damit wird die multiplikative Zerlegung des Deformations-
T
gradienten postuliert

F=FF . (4.134)
(r) &)

Diese Aufspaltung fithrt durch Anwendung der Kettenregel auf die additive Aufspaltung
des Geschwindigkeitsgradienten und nachfolgend auf die additive Aufspaltung des Tensors
der Verzerrungsgeschwindigkeit
L = FF'4+FFF'F'=L+1L (4.135)
(r) (r) ™66 r) ()

—+L = FF', D=sym (L) , W=skw (L) (4.136)
(r) (r} () (r) (r) (r) ()
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L = FFF'F', D=sym (L) , W=skw (L) . (437)

{rd) (MG H @) (rd) (ri) (rd) (r4)
Der nicht-reversible Anteil des Geschwindigkeitsgradienten ist somit nicht nur von den
irreversiblen Deformationen, sondern auch von den reversiblen abhingig.
Aus der additiven Aufspaltung der Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeit ldsst sich so-
mit die Formanderungsleistung additiv in einen vollstindig reversiblen und einen nicht-
reversiblen Anteil aufspalten

w=w+w . {4.138)}
) ®

Diese Aufspaltung entspricht nach LEHMANN [Leh89] auch experimentellen Beobachtun-
gen. Analog zur Darstellung der Formanderungsleistung mit dem Paar (7, D) lassen sich
auch andere Zeitableitungen von Verzerrungen durch die Aufspaltung der Formanderungs-
leistung additiv aufspalten, damit gelangt man zu folgenden im weiteren noch benétigten
Darstellungsformen

W = 7:D=IPT . FF=n:h®=T1:H (4.139)

=T1I
(r) (r) ) @ {r) (r)
w = r:D='PT . FF=n:h®=T1.H . (4.140)
() (ri) (r) (3) (rd) (rd)
Es bleibt anzumerken, dass die Einfiihrung einer Aufspaltung elastischer und inelasti-
scher Deformationsanteile ein konstitutiver Ansatz ist, der sich nicht rein kinematisch
begriinden ldsst.

Ein Problem bei der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten, auf welches
LEE [Lee69] bereits bei der Einfiihrung des Konzepts hinweist, ist die Inkompabilitit der
Zwischenkonfiguration. Diese entsteht, da die Zwischenkonfiguration nur bis auf iiberla-
gerte Starrkorperrotationen eindeutig bestimmt ist

F=FF=|F* T) ( F#) . 4.141
NO) ((T) @ @ (3) ( )
Um zu einer eindeutigen Aufspaltung zu kommen, wird der reversible Anteil von LEE und
anderen als reiner Streckanteil eingefiithrt. Nach der Polarzerlegung der einzelnen Anteile
des Deformationsgradienten

F=VR=RU, F=VR=RU (4.142)
(r) (M) ()" @ @O 60
fiihrt dies auf

F=V, F=RVR . (4.143)
@ O O OO0

Im Rahmen dieser Arbeit wird von dieser ad hoc Annahme nicht Gebrauch gemacht.
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X140, BRUHNS & MEYERS weisen in [XBMO0O] nach, dass fir einen Deformationsprozess
in einem Zeitintervall [0, a], bei dem zu jedem Zeitpunkt ¢ sowohl der linke Strecktensor
V# als auch D¥ bekannt sind, sich der Deformationsgradient F# daraus zu jeder Zeit
eindeutig bestimmen l4sst, wenn die folgende Konsistenzbedingung erfiillt ist

m m
S B*D*Bf=> MB* V' Bf . (4.144)

o=1 o=1

Der Deformationsgradient kann dann aus der Polarzerlegung bestimmt werden
F* =v* R* . (4.145)

Der Rotationstensor wird durch die Differentialgleichung

R*=q*R* Rf=Vv?'F? (4.146)
und den Spintensor
at = S (2N pept pr_ k- aiipr v BY 4.14
= > NP2\ D T-(Ar-A)T B V' B (4.147)

oxT=1
bestimmt.

Zur Berechnung der kinematischen Grofien, die den reversiblen und irreversiblen Defor-
mationen zugeordnet sind, wird die Anfangskonfiguration, die gleichzeitig als Referenz-
konfiguration eingefiihrt wird, so gewihlt, dass die drei Konfigurationen x,, x* und x,
zusammenfallen®

F(ty=0) = (1:';(1:0 =0) = (15)‘(1:0 =0)=1 . (4.148)

Dann lasst sich fiir ein hyperelastisches Materialgesetz fiir das reversible Verhalten die
Eindeutigkeit der Berechnung aller Deformationsanteile, die sich aus der multiplikativen
Zerlegung des Deformationsgradienten ergeben, zeigen. Fiir den reversiblen Anteil der
Deformationen, wird von einem allgemeinen hyperelastischen Ansatz ausgegangen

0%

h=lhV=— . 4.149
(r rn Om ( )

Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit kann nach (4.96) angegeben werden

1
D= _ (m B) log (4.150)
() 2 (r)
5Allgemein kann die Anfangszwischenkonfiguration auch so gewihlt werden, dass sie gegeniiber der
Referenzkonfiguration eine Starrkérperrotation beinhaltet.
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Die Konsistenzbedingung (4.144) ist in diesem Fall erfiillt, wie sich durch Einsetzen von
(4.149) und (4.96) in (4.93) und (4.94) und anschlieende Summation tiber die verschie-
denen Eigenprojektionen zeigt

InV ,\U UVB,,Z B, DB, . 4.151
- (T) ( r)) "’ UZ:: (r) {r) Z(r) (r) (r) ( )

Folglich kann der reversible Deformationsgradient F' ausgehend von den Anfangsbedin-

(r)
gungen im Zeitintervall [0; a] zu jeder Zeit eindeutig bestimmt werden. Aus (4.149) erhélt
man

0%
V= e 4.152
(r) P on ( )
und daraus die reversible Rotation durch Integration der Differentialgleichung
R=QR, R =V;'F, , (4.153)

"N OE @ ()

wobei fiir den reversiblen Spin die in [XBMO00] angegebene Form verwendet werden kann

m 2Ae — A7
r  (r) 1
Q = Qs _ + B,DB, . 4.154
(r) Z_l A2— )2 In)e—In), ) (0 N ( )
o=l \ (' (n (r) (r)

Damit kann der reversible Anteil des Deformationsgradienten berechnet werden

F=VR . (4.155)
" O

Seinen irreversiblen erhilt man aus (4.134) zu

F=F'F . (4.156)
@ (r)
Zur Bestimmung des irreversiblen Anteils des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeit
wird zunéchst mit Hilfe der materiellen Zeitableitung des reversiblen Anteils des linken
Strecktensors

m A,, /\T
V = ks V- Vn‘°y+ oy —tno. B DB 4.157
(r) (r) ;1 In A o ln /\) () (7) (4.157)
s T

der reversible Anteil des Tensors der Drehgeschwindigkeit bestimmt

1 /. .
W= - (V visvoavi_(vvilivy V'l)T) : (4.158)
n 2\0mn OO M@ OO
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Damit kann der irreversible Anteil des Geschwindigkeitsgradienten ermittelt werden, der
um die reversiblen Deformationsanteile bereinigt wird

L=F'LF=F" (L—D+ )F : 4.159
@ @ F) () ((T) 1(%) ) ( )
" Aufspalten in symmetrischen und antimetrischen Anteil liefert anschlieBend den irrever-
siblen Anteil des Verzerrungsgeschwindigkeits- und des Drehgeschwindigkeitstensors—

D = sym (L) , W =skw (L) . (4.160)
@ (@) O] {3

Fir die Beobachtertransformation nach (4.53) ldsst sich nachweisen, dass die vorgeschla-
gene Theorie die Bezugsindifferenzforderung vollsténdig erfiillt. Die von NAGHDI [Nag90]
angegebenen Transformationsbeziehungen bei einer um @ gegeniiber der Anfangsreferenz-
konfiguration rotierten Anfangszwischenkonfiguration in ein um Q# rotiertes Bezugssy-

stem

g# = ((F)#)“l F*=Q EF)‘ (4.161)

werden eingehalten.
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5. Thermomechanischer Rahmen

Thermomechanische Prozesse sind Prozesse, bei denen das Temperaturfeld, die Materi-
alstruktur und das Spannungs- und Verzerrungsfeld gegenseitig in komplizierter Weise
voneinander abhingen. Sie sind hiufig von dissipativen Effekten begleitet.

Nach Lehmann [Leh83] basiert die Beschreibung thermomechanischer Prozesse auf der

o Beschreibung des Anfangszustands, bei der alle thermomechanischen Zustandsgréfien
fiir jedes Korperelement bekannt sind, und der

¢ Angabe der Geschichte aller unabhingigen Prozessvariablen, wie die vorgegebenen
thermomechanischen Randbedingungen und die vorgegebenen volumenhaft auftre-
tenden Krifte und Energiequellen.

Ziel einer solchen Beschreibung ist die Angabe der Werte der abhéngigen Prozessvariablen.
Das sind nicht vorgegebene thermodynamische Randgréfien, Spannungen, Verschiebungen
und eventuell nicht vorgegebene Krifte und Energiequellen im Inneren und interne Zu-
standsvariablen. Der Zusammenhang zwischen den unabhingigen und den abhingigen
Groflen wird durch materialunabhingige Bilanzgleichungen, Kompatibilitdtsbedingungen
und Konstitutivgleichungen hergestellt.

In diesem Kapitel werden zunédchst die mechanischen materialunabhingigen Bilanzglei-
chungen angegeben, die danach zur Beschreibung dissipativer Prozesse auf thermodyna-
mische Bilanzen erweitert werden. Darauf aufbauend wird auf die Beschreibung thermo-
mechanischer Prozesse mit internen Zustandsvariablen eingegangen, die den 2. Hauptsatz
der Termodynamik erfiillen. Dazu wird eine Spannungsraumformulierung der konstituti-
ven Gleichungen auf Basis der GiBBs-Energie gewihlt.

5.1 Bilanzgleichungen

Bilanzgleichungen beschreiben allgemeingiiltige Prinzipe bzw. universelle Naturgesetze.
Sie lassen sich in integraler Form als globale Aussagen fiir den Gesamtkorper angeben und
gelten somit unabhingig von der Kontinuumstheorie. Diese Form nennt man schwache
Formulierung. Im Rahmen einer Kontinuumstheorie, in der alle Zustandsgrofien stetige
Funktionen des Ortes sind, muss als hinreichende Bedingung zur Erfiillung der Bilanzglei-
chungen fiir den gesamten Korper die lokale Bilanzgleichung erfiillt sein; dies nennt man
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die starke Formulierung. Die Bilanzgleichungen kénnen sowohl in der aktuellen als auch
in der Referenzkonfiguration des betrachteten Korpers formuliert werden.

5.1.1 Mechanische Bilanzgleichungen

5.1.1.1 Massenbilanz

Die Masse eines Korpers B kann als Integral der Dichte iiber das Volumen integriert

m::/podVO:/pdV . (5.1)

Bo Bt
Mit der Transformation von Volumenelementen (4.24) und (4.25) kann damit das Verhilt-
nis der Dichten in der Referenzkonfiguration und der aktuellen Konfiguration wie folgt

werden

angegeben werden

Po
—=J . 5.2
; (5.2)

Nach dem Prinzip von der Erhaltung der Masse eines Kérpers muss die zeitliche Ableitung
der Masse verschwinden. In der aktuellen Konfiguration erhilt man mit (4.24)

Dm

m o= —— = [ (pdV +p(dV)) = [ (p+ ptr(D)) dV =0 (5.3)
= B/(p . )ZHP

Setzt man Stetigkeit des Integranden voraus, so muss diese Forderung auch lokal erfiillt
sein, es folgt die Massenbilanz in der starken Form

p+ptr(D) =0, po=0 . (5.4)

5.1.1.2 Impulsbilanz

Die Impulsbilanz stellt einen Zusammenhang zwischen der zeitlichen Anderung der Be-
wegungsgréfie und den am Korper wirkenden Kréften dar. Der Impulsvektor ist definiert
durch

I=/pgvd%=/pvdV : (5.5)
Bo B:
Die zeitliche Anderung des Impulses ist der auf den Kérper wirkenden Kraft proportional

und erfolgt in der Richtung der resultierenden Kraft. Diese Aussage wird zum Impulssatz
zusammengefasst. In der aktuellen Konfiguration lautet dieser

DBt pvdV = /pde—i—/fdA . (5.8)

By By By
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Hierbei stellt b die volumenhaft und f die flichenhaft angreifenden Kréfte dar. Einsetzen
von (4.104), {4.105) und Anwendung des GAUSS’schen Integralsatzes

/AT -ndd = /divA dv (5.7)
0B, By
fihrt zu
% pvdV = /pb+div0'dV . (5.8)
B, B

Nutzt man weiterhin den Massenerhaltungssatz (5.4) , so ergibt sich die starke Form der
Impulsbilanz, die auch aus dem lokalen Kriftegleichgewicht am Volumenelement abgelei-
tet werden kann

pv =pb+dive . (5.9)
In der Referenzkonfiguration lautet die Impulsbilanz in der schwachen Form
/pg'b dVp = /pob +DivPdV, (5.10)
Bo Bo

in der lokalen Form ergibt sich wiederum

po® = pob + DiV'P . (5.11)

5.1.1.3 Drehimpulsbilanz

Analog zur Impulsbilanz stehen die Anderungsgeschwindigkeit des Gesamtdrehimpulses
eines Korpers und das Gesamtmoment aller von auflen auf den Koérper wirkenden Ober-
flichen- und Volumenkrifte im Gleichgewicht.!. Diese stellt sich in der aktuellen Konfi-
guration wie folgt dar

% p(z x v) dV:[p(:cxb) dV—+—/p(a:><_f) dA . (5.12)

B: By OB

Einsetzen der Massenbilanz (5.4) und der Impulsbilanz (5.9) fiihrt auf die Symmetrie des
CAUCHY-Spannungstensors
o=0" . (5.13)

Die materielle Form ergibt sich daraus durch Einsetzen von (4.107); mit dem ersten bzw.
(4.108)2 mit dem zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

IppT =fF'pT,6 Up=lUpT | (5.14)

Im Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik haben die Kérperpartikel keine Drehfreiheitsgrade
und es werden dementsprechend keine volumenhaft und flachenhaft angreifenden Momente eingefiihrt.
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5.1.1.4 Mechanische Energiebilanz

Die mechanische Energiebilanz bilanziert die Leistung der eingepriagten Krifte mit der
Forminderungsleistung und der Anderung der kinetischen Energie des Kérpers. Sie lisst
sich direkt aus der Impulsbilanz (5.6) ableiten. Mit den Groflen

: D 1
kinetische Energie: EFn = oi | 2 pv?dV (5.15)
B
Leistung der eingeprigten Krifte: P = f pv bdV + / v fdA (5.16)
B: OB
und Forminderungs-Leistung: W = / tr(o D)dV (5.17)
B

lasst sich der Energiesatz der Mechanik wie folgt darstellen
D Ekin
Dt

=P-W . (5.18)

5.1.2 Thermodynamische Erweiterungen der Bilanzgleichungen

Zur Beriicksichtigung dissipativer Effekte muss die mechanische Energiebilanz um Anteile
zur Beschreibung der inneren Energie, die den thermischen Zustand des Korpers mit
einbezieht, erweitert werden. Hierzu werden die

innere Energie: U = f pudV

B
und Wirmezufuhr: Q = /prdV+/hdA (5.19)
Bt B,

eingefiihrt. Die Warmezufuhr besteht aus inneren Warmgquellen, die man durch Integra-
tion der Massendichte skalarer Wiarmequellen r iiber die Masse des Korpers erhiilt und
aus den einfliefenden Wirmestromen.

5.1.2.1 1. Hauptsatz der Thermodynamik

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik bilanziert die Anderung des energetischen Zustands
eines Korpers, bestehend aus innerer und kinetischer Energie, mit der Leistung, die diesem
Korper zugefiihrt wird. Diese besteht aus der Leistung der eingeprigten Krifte und der
zugefilhrten Warme. In der 1. Fassung lautet der 1. Hauptsatz

% (B*"+U)=P+Q . (5.20)
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Die einflieenden Energiestréme A kénnen auch durch den Warmestromvektor g darge-
stellt werden
h:=—qn . (5.21)

Durch Einsetzen der mechanischen Energiebilanz (5.18) und von (5.15), (5.16), (5.19) und
mit (5.21) ergibt sich der 1.Hauptsatz in der 2. Fassung nach Anwendung des GAUSS’schen
Integralsatzes (5.7) zu

/pﬂdV:/(a:D—divq+pr) dv (5.22)

B By

bzw. in der lokalen Formulierung
pu=o:D —divg+ pr (5.23)

Zur Darstellung der Energiebilanz in der Referenzkonfiguration wird der Warmestrom auf
das Oberflichenelement in der Referenzkonfiguration bezogen

(gn)dA = (Q N)ddo=> Q=JF g (5.24)

und man erhélt
poe = PT:F —DivQ + por . (5.25)

5.1.2.2 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Der 1. Hauptsatz macht keine Angaben iiber die Richtung von Energietransformationen
in einem Korper, sondern stellt nur eine Bilanzgleichung der gesamten Energien dar.
Als ein Maf}, wieviel Energie durch irreversible Prozesse in nicht mehr nutzbare Energie
transformiert wird, dient die Entropie. Die Entropie ist eine extensive Zustandsgréfle, es
gilt
S = /pst : (5.26)
B

Die Anderung der Entropie setzt sich aus &uBerer (externer) und innerer (interner) Entro-
pieinderung zusammen:
DS=Dg§ + DS (5.27)
(e) ®
Die Anderung der duferen Entropie resultiert aus inneren Wirmequellen und dem Warme-
fluss. Die Anderung der inneren Entropie wird durch die spezifische Entropieproduktion
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v dargestellt. Damit ergibt sich fiir die Raten der dufleren und inneren Entropiezufuhr

DS b
(e} _ Pr n
Dr = 5 dV+/ o dA
B 0B,
DS
@ _
D = /p”de . (5.28)

Bt

Die globale Form der Entropiebilanz kann zusammengefasst werden zu

b pst"—-/(% —div(%)+p7) v . (5.29)
B: B

In der starken Form lautet die Entropiebilanz unter Beriicksichtigung der Massenbilanz

Ts=r— 2 diy (2)+ Oy (5.30)
N 0/
03 O3

(e) (%)

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik postuliert, dass die Anderung der inneren Entropie
stets grofler oder gleich Null ist. Damit ist gewéahrleistet, dass die Zunahme der Entropie
im Korper grofler oder gleich der zugefiihrten Wirmeleistung ist. Diese Forderung lautet
global

D(.S;EO—) v>0 . (5.31)
Eingesetzt in die Entropiebilanz erhidlt man die GiBBS-DUHEM-Ungleichung in der glo-
balen

D pr . q
= [psav- [ (£ ~avd)av>o 32
Dt | P° / =) Vo = (5.32)
B: B:

bzw in der lokalen Form
ps'—%+div% >0 . (5.33)
In der Referenzkonfiguration lautet die GiBBS-DUHEM-Ungleichung in der globalen Form
pofédVg —/ AT i @Y v >0 (5.34)

O ©
Bo Bo

und in der lokalen Form

Pos — '%T + Div % >0 . (5.35)
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Einsetzen des 1. Haupsatzes liefert die lokale CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung in der ak-
tuellen

1
p@é—pﬂ+a:D—6qgrad@20 (5.36)

bzw. in der Referenzkonfiguration
. 1
P05 — pou + PT . F — 5 QCrad®@ >0 . (5.37)

Mit weiteren eigefiihrten Energieformen lassen sich zahlreiche andere Formulierungen des
2. Hauptsatzes angeben, die sich jedoch alle auf die 0.a. Formen zuriickfiihren lassen.

5.2 Beschreibung des thermomechanischen Zustan-
des und thermodynamischer Prozesse

Die makroskopisch beobachtbaren inelastischen Deformationen und Schidigungsprozesse
werden durch viele verschiedene Mechanismen, die auf der Mikroebene stattfinden, be-
stimmt. Eine Ubersicht einiger relevanter Mechanismen zur Beschreibung duktil geschadig-
ten Verhaltens in metallischen Werkstoffen gibt AsuBY [Ash83] an.

Zur phianomenologischen Modellierung der inelastischen Deformation gibt es verschiedene
Konzepte. Hierzu zéhlen die Einfiihrung viskoser Spannungen, die Funktionaldarstellung
mit Geschichtsintegralen und die Thermodynamik mit internen Zustandsvariablen nach
COLEMAN & NoLL [CN63], bei der die Geschichtsabhingigkeit des Materialzustands for-
mal mathematisch parametrisiert wird.

Die Thermodynamik mit internen Zustandsvariablen liefert nach KraiciNnovic & FON-
SEKA [KF81] einen passenden Rahmen fiir die Entwicklung einer Kontinuumsschidigungs-
theorie und wird in der vorliegenden Arbeit verwendet. Sie basiert nach LEHMANN [Leh89],
[Leh91] im wesentlichen auf zwei grundlegenden Annahmen. Einerseits wird angenommen,
dass der betrachtete Kérper als klassisches Kontinuum angesehen werden kann, auch wenn
er durch Mikrodefekte geschédigt ist. Die Mikrodefektmuster werden demnach durch ver-
schiedene interne Zustandsvariablen beriicksichtigt. Weiterhin wird angenommen, dass der
thermodynamische Zustand eines jeden Materialelements, der sich aus der gesamten Vor-
geschichte aller unabhéngiger Prozessvariablen ergibt, eindeutig durch die aktuellen Werte
des Satzes unabhingiger Prozessvariablen und interner Zustandsvariablen definiert ist und
sich die abhéngigen Zustandsvariablen hieraus bestimmen lassen. Da in einer phénomeno-
logischen Modellierung des Materialverhaltens nur bestimmte, problemabhéngige Aspekte
interessieren, reicht es aus, sich auf eine Anzahl interner Zustandsvariablen, die zur Be-
schreibung der gewiinschten Phinomene ausreichen, zu beschrianken. Die Menge der in-
ternen Zustandsvariablen besteht aus skalaren und tensoriellen Gréfien zur Beschreibung
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isotroper und anisotroper Phinomene
o= {C.Mi, C!j} . (538)

Eine konstitutive Beschreibung beinhaltet daher neben den stoffunabhingigen Gleichun-
gen Konstitutivgleichungen, die die Anderungsrate der internen Zustandsvariablen in
Abhéangigkeit der unabhingigen Zustandsvariablen ausdriicken.

5.2.1 Weitere Energieformen

Neben der inneren Energie und der Entropie kénnen weitere Energieformen, zur Zustands-
beschreibung von Korpern eingefiihrt werden. Die Wahl der Energieform, von der eine
konstitutive Formulierung ausgeht, hingt von der Wahl der unabhéngigen Zustandsvaria-
blen ab.

Laut LEHMANN [Leh91] ist der inelastische Anteil der Verzerrungen keine interne Zu-
standsvariable, sondern lediglich der reversible Anteil der Verzerrungen. Damit kann die
spezifische innere Energie als Funktion des reversiblen Anteils der Verzerrungen, der spe-
zifischen Entropie und der internen Zustandsvariablen angegeben werden

U= u((h), s,a) . (5.39)

Da diese Gréflen alle in der aktuellen Konfiguration agieren, ist die innere Energie als
Funktion der Zustandsvariablen in der aktuellen Konfiguration angegeben.

Mit Hilfe der Legendre-Transformation ldsst sich der energetische Zustand eines Kérpers
durch weitere Energieformen darstellen. Zusétzlich zur inneren Energie werden die freie
HeLMHOLTZ-Energie ¢, die GiBBS-Energie ¥ und die freie Entropy h eingefiihrt. Da-

bei werden die unabhingigen Zustandsvariablen (h) und s durch die Spannung 7 und
T

die Temperatur © ersetzt. Die verschiedenen Energieformen sind in Tabelle 5.1 mit den
Transformationsbeziehungen fiir die Argumente in der aktuellen und in der mit R zuriick-
rotierten LAGRANGE’schen Konfiguration angegeben. Hierbei lassen sich die Temperatur,
die Entropie, die reversiblen Verzerrungen und die Spannung durch die partiellen Ablei-
tungen der verschiedenen Energieformen darstellen, die z.B. OBERSTE-BRANDENBURG
in [OB99] und RANIECKI in [Ran84] angibt.
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Fiir die hier verwendeten Argumente erhilt man

_ 0¥ _ 9%
5T T 86 80
ou dh
O = %~ %
Y ot
0= hog =mog
(r) (r)
_ 9 Ou
T = Poah poah
() (r)
oh ov
(Ig = —Poa—n——pog.ﬁ
n o _, 0k __ 0¥
(r) p"aw_ p"aw

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

Bezeichnung Transformation mit | Transformation mit
LAGRANGE’schen EULER’schen
Argumenten Argumenten
freie Energie
u=1 (H,s,é:) =u (h,s,a)
(r) (r) - .
HeELMHOLTZ-Energie p=u— s o=u— s
Os 0s
gb:cﬁl(f{,@,d):d)((h},@,a) =u— Os =u— Os
. do dé
GiBBs-E V=¢- —: ¥Y=¢p— — : h
IB nergie ) o o ) an B
1(T) 1(T)
U="0(I1,0,a) =¥ (r,06,a) —¢— —II:H =¢p— —7w:h
e
freie AEntropie h=V- ) e h=W¥— 30 ©
h=h(Il,s,&) = h(m, s, a) =¥ +0Os =¥ +0Os

Tabelle 5.1: Verschiedene Ausdriicke fiir die spezifische innere Energie eines Korpers

Die Gleichungen (5.40) und (5.44) bzw. (5.45) werden auch kalorische und thermische
Zustandsgleichung in der zuriickrotierten bzw. aktuellen Konfiguration genannt.

Zur Darstellung des 2. Hauptsatzes mit der HELMHOLTZ-Energie wird die materielle Zeita-
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bleitung von ¢ gebildet und in (5.36) bzw. (5.37) eingesetzt

p(éﬁ-i—@s)-i—o’:D—é—qgrad@ > 0 (5.46)
——po(qlﬁ-i-(;)s)-i-l'[:H—%QGrad@ > 0 . (5.47)

Zur Darstellung unter Verwendung der G1BBS-Energie muss diese in der zuriickrotierten
Konfiguration materiell abgeleitet werden

. . 1 /. .

\I':qb——(H:H—H:H) (5.48)
Po {r) (r)

und man erhilt ausgehend von der additiven Aufspaltung der Rate des zuriickrotierten

HENCKY’schen Verzerrungstensors

H-H+H (5.49)

fiir die CLAaUsIUS-DUHEM-Ungleichung
. . 1 : . 1
—po(\I!—f—@s————H:H)—H:H— —Q Grad® >0 . (5.50)
po (r) n ©

Damit alle hier vorkommenden tensoriellen Grofien in der mit R zuriickrotierten LA-
GRANGE’schen Konfiguration definiert sind, wird der letzte Summand mit

g=RT%q und grand(a = RT « (grad ©) (5.51)

unter Ausnutzung von (5.24) ersetzt

. . 1 . . J s
- Y4+0s— —II:H|-II:H— —gegrad© >0 . 5.52
Po( p. (n_)) H-5azg > (5.52)

5.2.2 Prozessbeschreibung auf Basis der Gibbs-Energie

Wenn die Spannungen I1 und die Temperatur © als unabhingige Zustandsvariablen in
der konstitutiven Beschreibung eingefiihrt werden, kann die GiBBs-Funktion als thermo-
dynamisches Potential angesetzt werden. Man spricht in diesem Fall auch von Spannungs-
raumformulierungen.

Im Rahmen dieser Arbeit sollen elastisch-plastische Deformationen mit Schidigung be-
schrieben werden. Unter Beachtung des thermischen Materialzustandes kann die Men-
ge der Zustandsvariablen in Untermengen zur Beschreibung der einzelnen Phidnomene -
Schidigung, Plastizitit und thermischer Zustand - unterteilt werden. Zur Beschreibung
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des thermomechanischen Verhaltens elastisch-plastischer Materialien mit Schadigung wird
folgende Menge von Zustandsvariablen in der zuriickrotierten Konfiguration eingefiihrt

@ = {d,fx,&} . (5.53)
(9) (d) (th)
Die einzelnen Untermengen kénnen tensorielle interne Zustandsvariablen beliebiger Stufe

enthalten. Als abhéngige Zustandsgréfen ergeben sich in diesem Fall der reversible Anteil
der Dehnungen {-{ , die Entropie s und der Warmestromvektor ¢, die durch konstitutive

Gleichungen bestimmt werden. Dabei muss der 2. Hauptsatz in Form der CLAUSIUS-
DunEM-Ungleichung erfiillt sein. Um diese Forderung sicherzustellen, wird die materielle
Zeitableitung von ¥ nach Anwendung der Kettenregel in der zuriickrotierten Konfigura-
tion gebildet

. 2 . 9. ab .
und in (5.52) eingesetzt
v . v .
—po—— —H | Il - e .
( Po ETe| (T)) (po 50 + S) O+ (5 55)
: ¥ J -
T H—pyo— 16— — 4 >
II (I:Iz) oo O qurad@ > 0

Einsetzen von (5.40) und (5.45) liefert die dissipative Ungleichung

oy :o;z~~é{”gra;1620 : (5.56)

1:H-
(ri) Po Oéx

Die Forderung, dass sowohl fiir das thermische Problem, als auch fiir das mechanische
Problem der 2. Hauptsatz unabhéngig voneinander erfiillt sein muss, fiihrt unter Ein-
bezug von (5.53) zur weiteren Entkopplung der dissipativen Ungleichung. Es wird damit
gefordert, dass die thermische und die mechanische dissipative Ungleichung erfiillt werden
s J

v e
- - —q de > 0 Y
Po 6(% &~ g > (5.57)
t

. v . ov .
I1:H — — T —pg— &

(r4) po Jda  (p) Po oo (a)
(®) (2)

v
<

(5.58)
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Durch Vorrotieren mit R ergeben sich die dissipativen Ungleichungen in der aktuellen
Konfiguration

a\I’ . OR

ie > 5.59
-r (g) g e © =20 (5.59)
(th)
° a\I’ o aq’ o
m:h®—py— :af - al > 0 . 5.60
P O o) ” ba oc @ = (5.60)
r

Die polare Rate lasst sich mit (4.102) durch die in den Konstitutivgesetzen verwendete
logarithmische Rate ersetzen und unter Ausnutzung von (4.96) ergibt sich

o ° log _ LR LR
—-p— ° Q Q d > 0 (5.61
P oa ((th) (g) + (Sf) G) g grad® (5.61)
(th)
LR LR o &l LR LR
D-h Q"+ Q" h )] —pg— : - a QM+ O o (5.62)
(r) (3) B(c; SR (P)

—po _3:1’_ : (&l"g —a QMR QLR a) > 0
ag) (d) (d) (d)

Die in (5.61) und (5.62) auftretenden Koppelterme, die Q"% enthalten, erschweren die
Formulierung thermodynamisch konsistenter Konstitutivgleichungen unter Verwendung
der logarithmischen Zeitableitung erheblich. BONGMBA greift in [Bon01] eine Aussage von
HiLL [Hil78] auf, wonach sich fir moderate Deformationen die materielle Zeitableitung
von H durch die zuriickrotierte Streckgeschwindigkeit approximieren l&sst

H~Rx+xD . (5.63)
Setzt man diese Naherung in die Forménderungsleistung ein,
w=1:D=T:HxR xn:RT«xD=7:D (5.64)
so0 lasst sich die KIRCHHOFF-Spannung durch « annédhern
TRT . (5.65)

Daher ist fiir diesen Fall die logarithmische Rate ungefiahr gleich der polaren Rate. Die
Terme mit 2" konnen demnach vernachlissigt werden und (5.61) und (5.62) sollen als
erfiillt gelten, wenn die folgenden Ungleichungen erfiillt sind

—_, gy L de > :
" 3o (g) g 9 8r2 e >0 (5.66)
(th)
\I, o \p Lo
w:D— 0 ol 9 cal? > 0 . (5.67)

(r4) aa ’ p TP aa ()
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5.2.3 Das Konzept der Generalized Standard Materials

Eine Méglichkeit zur Erfiillung der mechanischen dissipativen Ungleichung (5.67) bietet
das Konzept der Generalized Standard Materials. Dazu werden die einzelnen Summanden
in (5.67) als Produkt des Vektors thermodynamischer Fliisse ¥ und des Vektors der dazu
konjugierten Krifte Z zusammengefasst und es ergibt sich folgende vereinfachte Form
(siehe KrAJCINOVIC [Kra83])

Y = {D, a'e, &109}
(rif () (@)
; _ H_poa_llj _poa—‘p Y:Z>0 . (5.68)
’ da’ da
(» {d)
Allgemein ist jeder thermodynamische Fluss Y, eine Funktion der Geschichtsfunktionale
aller thermodynamischen Kréfte. Wird jedoch angenommen, dass jeder thermodynamische
Fluss Y; nur vom Funktional der zu ihm konjugierten thermodynamischen Kraft X;
abhiingt, ldsst sich nach HAvyakawa, MURAKAMI & Liuv [HML98] die Existenz eines
skalarwertigen Dissipationspotentials nachweisen, in dem die internen Zustandsvariablen
als Parameter auftreten

F=F(Z;

Lo, o) . 5.69
(p) (d)) ( )

Die zugehorigen Fliisse lassen sich als duflere Normalenvektoren an die Potentialfliche im
Raum der thermodynamischen Kraft ableiten

_OF
- 0Z;

Y, (5.70)
Die Wahl des Dissipationspotentials als homogene, konvexe Funktion der thermodyna-
mischen Krifte und der konjugierten Fliisse nach (5.70) stellt folglich eine hinreichende
Bedingung zur Erfiillung der mechanischen dissipativen Ungleichung dar (siehe MAUGIN
[Mau92]).

5.3 Thermomechanische Kopplung

Ausgehend vom 1. Hauptsatz in der Form (5.23) erhilt man mit der Definition der GiBBs-
Energie und der thermischen und kalorischen Zustandsgleichung die Rate der Entropie

oy - (5.711)

©s = por—Jdivg+1II:H—
PoDs £o vq D Po e
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Ableiten der kalorischen Zustandgleichung nach der Zeit liefert mit der isobaren Warme-
kapazitit

V)
die Differentialgleichung fiir die Temperaturentwicklung

. 1 1 O
O = r— —Jdivg+ —II: H—- —:
Pa Po (ri) O

i L
——— :II : G
+o { 900Il | 900a a}
Die Koppelterme in der geschweiften Klammer sind i.d.R. vernachléissigbar. Zur Berech-

nung dieser Gleichung ist ein konstitutiver Ansatz fiir ¥ aufzustellen, der die Dissipati-
onsungleichungen (5.57) und (5.58) erfiillt.

& (5.73)

Die thermische Dissaptionsungleichung kann durch das FOURIER’sche Warmeleitgesetz
oder die MAXWELL- CATTANEO-Gleichung erfiillt werden.
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6. Elastisches Verhalten

Das Auftreten verteilter Defekte im Material fiihrt bei gleicher Dehnung zu erhdhten
Spannungen in der Materialmatrix und somit zu einer Abnahme der elastischen Steifig-
keit. Diese Phanomene treten durch die Abnahme der tragenden Restfliche und aufgrund
von Spannungserhohungen durch die Kriimmung der Porenoberfliche auf. Der Einfluss
von Porenschidigung auf das elastische Materialverhalten soll in dem zu entwickelnden
Stoffgesetz beriicksichtigt werden, da die bei gleicher Verzerrung erhdhten Spannungen
im Material sowohl das inelastische als auch das Versagensverhalten des Werkstoffes be-
einflussen.

Zu diesem Zweck wird zunichst eine Ubersicht iiber vorhandene Modelle und Model-
lierungskonzepte zur Beschreibung des elastischen Verhaltens von Materialien mit Mi-
krostrukturen, insbesondere Schédigung gegeben.

Die Diskussion dieser Modelle fiihrt zu der Entscheidung, zur Beschreibung des elastischen
Materialverhaltens im Rahmen des elastisch-plastischen Stoffgesetzes ein eigenes Modell
zu verwenden.

Die Verlaufe der effektiven elastischen Konstanten bei anisotroper Porenschddigung wer-
den durch mikromechanische Betrachtungen an einer Materialvolumenzelle ermittelt. Dar-
auf aufbauend wird ein phdnomenologisches Modell fiir die effektiven elastischen Nach-
giebigkeiten vorgeschlagen. Dieses Modell wird mit Hilfe zuvor ermittelter Kennwerte an
die mikromechanisch hergeleiteten Ergebnisse angepasst.

Bei allen Betrachtungen zum elastischen Verhalten des geschadigten Materials wird auf-
grund der Annahme kleiner elastischer Verzerrungen von isotropem, linear-elastischem
Verhalten der Materialmatrix ausgegangen. Weiterhin wird angenommen, dass der loga-
rithmische Dehnungstensor durch den linearen Verzerrungstensor approximiert werden
kann h = €.

6.1 Elastisches Verhalten des ungeschidigten Mate-
rials

Das ungeschéidigte Material verhalte sich linear-elastisch. Die Spannungs-Dehnungs-Be-
ziehungen lassen sich wie folgt angeben

o = °C:e (6.1)
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e = '‘D:o . (6.2)

Dabei lisst sich der elastische Nachgiebigkeitstensor °D durch Inversion in den Elasti-
zitiitstensor °C iiberfiihren und umgekehrt. Bei Isotropie lisst sich das elastische Ver-
halten mit 2 unabhingigen Materialparametern, den LAMEschen Konstanten vy und p
beschreiben )

o = v(e:1)1+2pe (6.3)
¥ 1

€ = —————(o:1)1+ —0 . 6.4

2#(37+2u)( ) 2 (64)

Gleichsetzen von (6.1) und (6.3) bzw. (6.2) und (6.4) liefert den isotropen Elastizitétsten-
sor bzw. den Nachgiebigkeitstensor. X1A0 ET AL. geben diesen in [XBM99b] in der fol-
genden basisfreien Notation an

C=71®1+2ul , (6.5)

wobel der 4-stufige symmetrische Einheitstensor I folgende Komponenten beziiglich einer
orthonormierten Basis hat

1
5 (Jikéﬂ + 6,-g6jk) . (66)

Neben den hier verwendeten LAMEschen Konstanten sind im Ingenieurwesen der Ela-
stizitdtsmodul £ und die Querkontraktionszahl v sowie der Kompressionsmodul K ge-
brauchlich, zu denen der folgende Zusammenhang besteht

FE vE FE

b= saa YT aroasw) KT suom) (6.7)

L =

6.2 Modelle zur Beschreibung elastischen Verhaltens
geschiadigter Werkstoffe

Bis heute beschiftigen sich viele Arbeiten mit der Beschreibung des effektiven elastischen
Verhaltens von Materialien mit Mikrostrukturen. Hierzu zédhlen Modelle fiir Faserverbund-
werkstoffe, wie z.B. von SPENCER [Spe84] oder auch fiir biologische Strukturen, wie von
CowlIN [Cow85] oder WENG [Wen97]. Die Beschreibung elastisch geschidigter Materia-
lien umfasst neben den im Ingenieurwesen eingesetzten Werkstoffen auch Geomaterialien
zur Abschitzung des Trag- und Setzverhaltens und zur Versagensprognose von Bauwerken
und Verkehrstrassen.

Die Mikrostruktur des Materials wird dabei durch skalare oder tensorielle Variablen
beriicksichtigt. Diese Wahl hingt von der Geometrie und Anordnung der Mikrostruk-
tur und der Richtungsabhingigkeit des zu beschreibenden Materials ab.
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Insbesondere zur Versagensprognose bei sproden Werkstoffen hat sich die mikromecha-
nische Modellierung der effektiven elastischen Eigenschaften bewihrt. Hierbei wird ein
repriasentatives Volumenelement (RVE) mit einer Menge statistisch verteilter Defekte be-
trachtet. Der Einfluss der Defekte auf das Spannungs- und Verzerrungsfeld wird untersucht
und mit Hilfe einer Homogenisierungsvorschrift werden diese dann iiber das RVE gemit-
telt. Dadurch gelangt man zu den effektiven Eigenschaften des auf der Makroebene als
homogen angenommenen Materials. Einen Uberblick iiber die gebriuchlichen Mittelungs-
techniken fiir heterogene Festkorper findet man in [DB96] und [NNH93].

Als erstes und einfachstes mikromechanisches Modell zur Ermittlung effektiver Eigen-
schaften kann die Methode von VOIGT [Voi28] angesehen werden. Es wird die mittlere
Spannung im RVE basierend auf der Annahme konstanter Verzerrungen fiir das elastische
Materialverhalten durch eine reine Volumenmittelung des Spannungsfeldes berechnet und
daraus die elastischen Konstanten bestimmt. Dieser Ansatz liefert im Fall isotroper Po-
renschidigung eine obere Schranke fiir den effektiven Elastizitdtstensor.

Der Ansatz von REUSS in [Reu29], der von einer konstanten Spannungsverteilung ausgeht,
liefert bei Schidigung als untere Schranke fiir den linearen Elastizitétstensor den Nullten-
sor. Dieser Ansatz ist somit nur fiir Materialien mit Konstituierenden nicht-verschwindender
Steifigkeit geeignet.

Die Untersuchungen von ESHELBY in [Esh57] bilden die Grundlage zahlreicher weiterer
Modelle zur Beschreibung der effektiven elastischen Eigenschaften. Hierbei werden die
geometrischen Effekte der Inhomogenitéten mit erfasst.

HERSHEY UND DAHLGREN betrachten in [HD54] erstmals eine kugelférmige Inhomoge-
nitiat, die in einer Matrix mit den zu bestimmenden effektiven elastischen Konstanten
eingebettet ist und leiten daraus die isotropen Steifigkeiten eines polykristallinen Ma-
terials ab. BUDIANSKY & O’CONNELL kombinieren in [BO76] diesen Ansatz mit der
Methode von ESHELBY und bestimmen die elastischen Eigenschaften eines Materials,
welches zufillig verteilte Risse enthéilt, fiir den isotropen Fall. Dazu wird die Abnahme
der Verzerrungsenergie aufgrund eines einzelnen Risses in einer homogenen Matrix, die
die bis dahin noch unbekannten effektiven Eigenschaften des rissgeschidigten Materials
besitzt, berechnet. Es ergeben sich der effektive Elastizitdtsmodul und die Querkontrak-
tion in Abhingigkeit von der Rissdichte na>. Diese Vorgehensweise wird als selbstkonsi-
stente Methode bezeichnet, bei der die Wechselwirkungseffekte der Inhomogenitdten mit
beriicksichtigt werden. Diese Methode wird neben der Modellierung geschidigten Materi-
als auch zur Modellierung des Verhaltens polykristalliner Werkstoffe eingesetzt, wie z.B.
von KRONER [Kr658], [Kr661], BuniansKy & WU [BW62], HUTCHINSON [Hut70] und
HiLr [Hil65}.

Hor1 & NEMAT NASSER bauen spéter in [HNN83] auf das Modell von BUDIANSKY
& (O’CONNELL auf und entwickeln ein anisotropes elastisches Schadigungsmodell fiir
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Rissschadigung in sproden Werkstoffen.

Eine weitere hdufig angewendete mikromechanische Methode zur Ermittlung der effekti-
ven Konstanten als Alternative zur selbstkonsistenten Methode bietet das Differenzenver-
fahren. Dabei wird ausgehend vom ungeschidigten Material die Anderung der effektiven
elastischen Moduli durch Addition eines zusétzlichen Defekts in ein RVE, dessen homoge-
ne Matrix bereits die zuvor betrachteten Defekte enthilt, bestimmt. Diese Prozedur wird
bis zum Erreichen der tatsichlichen Defektdichte wiederholt. HASHIN stellt in [Has88] ein
auf dieser Methode basierendes Modell zur Beschreibung eines makroskopisch isotropen,
durch Risse geschidigten Materials vor.

MoORI & TANAKA betrachten in [MT73] einen Kérper mit einer Matrix, die bereits eine
grofe Menge von Inhomogenitéten enthilt, und bestimmen die elastischen Felder fiir eine
weitere Inhomogenitdt unter der Annahme, dass die Verzerrungen in dieser Inhomogenitit
mit den Verzerrungen in den restlichen Inhomogenititen identisch ist. Daraus leiten sie
die elastischen Eigenschaften des heterogenen Korpers her.

Neben diesen Methoden wurden weitere Homogenisierungsmethoden zur Ermittlung der
effektiven mechanischen Eigenschaften geschidigter Materialien angewendet. NEMAT NAS-
SER, YU & HORI stellen in [NNYH93] ein Modell fiir durch periodisch verteilte Risse
geschidigtes Material vor, welches auf einer Fourierreihenentwicklung basiert. KACHA-
NOV, SHAFIRO & TSUKROV geben in Thren Arbeiten’ [KTS94], [TK00] und [SK99] Er-
weiterungen auf allgemeinere Defektkonfigurationen mit und ohne Einbezug von Wech-
selwirkungen an und stellen Betrachtungen zur Reduktion der Schidigungsvariablen an.

LEE, LESIEUTRE & FANG fiihren in [LLF97] ein Schadigungsmodell auf Basis der Ver-
zerrungsenergieiquivalenz ein, bei dem eine Materialvolumenzelle, die einen Riss enthilt,
betrachtet wird. Es werden die effektiven elastischen Moduli in Abhdngigkeit von der
Rissdichte, Exzentrizitdt und Ausrichtung der Risse ermittelt.

Zusétzlich zu den sehr komplexen mikromechanischen Modellen gibt es aber auch Be-
strebungen, einfachere Modelle fiir die elastischen Eigenschaften geschédigten Materials
zu entwickeln. LURBADA & KRAJCINOVIC stellen in [LK94] ein Modell vor, welches auf
der additiven Aufspaltung der elastischen Nachgiebigkeit basiert. Der Schadigungsanteil
der Nachgiebigkeit aufgrund von Rissen wird hierbei anhand der Rissfreisetzungsenergie
bestimmt. Wechselwirkungseffekte werden bei diesem Modell nicht beriicksichtigt, jedoch
konnen mehrere Risssysteme mit unterschiedlichen Normalenrichtungen einbezogen wer-
den.

Wie der Uberblick zeigt, existieren einige Modelle zur Beschreibung des effektiven ela-
stischen Materialverhaltens geschiddigter Werkstoffe. Diese unterscheiden sich neben dem
Modellierungskonzept oft auch beziiglich der zu beschreibenden Phénomene, des gesamten
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Materialverhaltens und der Art der Schidigung. Ein Grofiteil der vorgestellten Modelle
dient zur Beschreibung des spréden Materialverhaltens bei Rissschadigung. Dabei wird in
vielen anisotropen Modellen die Rissdichte und der Rissnormalenvektor als Schadigungs-
maf} verwendet. Eine Messung dieser Schiadigungsmafle in der Praxis erweist sich jedoch
als schwierig. AuBerdem lassen sich Vektoren nach LEHMANN [Leh84] nicht als interne
Zustandsvariablen verwenden und werden somit fiir die vorliegende Stoffgesetzformulie-
rung als nicht geeignet angesehen.

Wie RICE in [Ric75] feststellt, sind Mittelungsprozeduren innerhalb einer FEM-Rechnung
fiir jedes Element in jedem Zeitinkrement sehr komplex, selbst dann, wenn sie schon starke
Vereinfachungen beinhalten. Daher beschrinkt sich die Anwendbarkeit vieler der vorge-
stellten Modelle auf Spezialfille bezliglich der Defektgeometrie und -anordnung oder auf
die Berechnung sehr einfacher Strukturen. Die in der jiingsten Vergangenheit aufgekom-
menen Modelle mit numerischer Homogenisierung, z.B. von VAN VROONHOVEN & DE
BORST [VB99] sind daher auch nur zur Berechnung von Lokalisation sinnvoll einsetzbar.
Weiterhin ist bei allen vorgestellten Modellen zur Beschreibung der anisotropen Eigen-
schaften eines heterogenen Materials eine numerisch aufwendige Hauptachsentransforma-
tion erforderlich.

Im Rahmen des vorgestellten elastisch-plastischen Stoffgesetzes ist die genaue Kenntnis
der lokalen elastischen Spannungs- und Verzerrungsfelder nicht erforderlich. Eine gute
Approximation der gemittelten Werte innerhalb eines RVE kann also als ausreichend
angesehen werden. Der numerische Aufwand, der mit den mikromechanischen Modellen
verbunden ist, kann somit vermieden werden. Dies ist wohl auch ein Grund, warum sich
in diesem Bereich mikromechanische Modelle weniger stark durchgesetzt haben.

Da bei duktilem Materialverhalten die Porenform nicht nur auf Risse beschrinkt sein
muss, erscheint es sinnvoll, einen grofien Bereich von Porengeometrien méglichst adidquat
zu beschreiben und sich nicht von vornherein auf die Beschreibung von Rissschddigung
zu beschranken.

Als Grundlage fiir eine phdnomenologische Modellierung der anisotropen Nachgiebigkeit
des geschidigten Materials soll in einer mikromechanischen Betrachtung die Abhéangigkeit
der effektiven elastischen Konstanten von der Porengeometrie untersucht werden und dar-
aufhin ein geeignetes Modell vorgestellt und validiert werden. Zu diesem Zweck ist auch
der im vorhergehenden Kapitel hergeleitete Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizi-
enten und dem Schidigungsorthotropietensor wichtig.
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6.3 Mikromechanische Untersuchung des Einflusses
der anisotropen Schadigung

Um zu einer neuen Maglichkeit zur Beriicksichtigung des Einflusses von Porenschiadigung
zu finden, mit der eine moglichst prizise Abbildung des elastischen Verhaltens im ge-
samten Bereich der Porenhalbmesserverhéltnisse méglich ist, werden die elastischen Kon-
stanten iiber die Halbmesserverhéltnisse der Poren untersucht. Der Schidigungszustand
des Materials wird hier durch den Porenvolumenanteil w und den Schiddigungsorthotro-
pietensor £ beschrieben. Alle Betrachtungen erfolgen im Hauptachsensystem des Schadi-
gungsorthotropietensors. Da mit dem zweistufigen Schadigungstensor lediglich orthotrope
Symmetrie dargestellt werden kann, lidsst sich diese Orthotropie direkt auf das elastische
Verhalten {ibertragen.

Stellt man den symmetrischen Spannungstensor und Verzerrungstensor als Spaltenvekto-
ren dar

[Ui]T (011, 022, O3z, 012, 013, T3] (6.8)

[fz']T = [611; €22, €33, €12, €13, €23] (6.9)

so ergibt sich der orthotope Nachgiebigkeitstensor in Matrixschreibweise im Hauptach-
sensystem der Orthotropierichtungen unter Verwendung der Elastizitdtsmoduli F;, der
Schubmoduli p;; und der Querkontraktionszahlen v;; nach ALTENBACH & ALTENBACH
[AA94] zu

[ 1 1251 V3 ]

B {-7”2 E, 0 0 0
V12 V32
- = e 0 0
B, B P 0
5 B B 0 0 O
D] = ! 2 3 1 (6.10)
0 0 0 — 0 0
24119
0 0 0 0 0
24113 1
0 0 0 0
.- 293 |

Durch die Symmetrie des Nachgiebigkeitstensors beziiglich des vorderen und des hinteren
Indexpaares kénnen folgende Gleichungen zur Reduktion der Parameter benutzt werden

Eyvyy = Eyvny, FEovse = B3y, FEzvig = Eivg, (6.11)

somit verbleiben 9 unabhingige Konstanten zur Beschreibung orthotropen elastischen
Verhaltens.
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Die Modellierung des elastischen Verhaltens basiert auf der Vorstellung, dass sich ein re-
priasentatives Volumenelement, welches als makroskopisch homogen angesehen wird, aus
einer periodischen Anordnung gleicher Materialvolumenzellen zusammensetzt, die jeweils
einen Defekt enthalten, der durch die Schidigungsmafle eindeutig charakterisiert ist, wie
in Abbildung 6.1 dargestellt.

RVE ' dquivalentes Kontinuum

00 0 0'0'9
e b1

NIy Pl
Y (: |

MVZ

Abbildung 6.1: Représentatives Volumenelement mit periodisch angeordneten Material-
volumenzellen

Die Ermittlung der effektiven Eigenschaften einer einzelnen auf der Mikroebene heteroge-
nen Materialvolumenzelle fiihrt somit unter der Annahme schwacher Verteilungen (keine
Wechselwirkungen zwischen den Defekten) auf ein dquivalentes Kontinuum. Ahnliche Be-
trachtungen wurden auch von LEE [Lee99] fiir Risse angestellt. Es ist bei dieser Methode
zu beachten, dass materialle Isotropie innerhalb des RVE durch einen einzelnen Defekt
beschrieben wird und somit immer der Schidigung durch kugelférmige Poren entspricht.
Zur Beschreibung isotroper Schidigung durch zufillig verteilte Risse wiren zusitzliche
Schadigungsmafle und weitere Homogenisierungen erforderlich, die beispielsweise mit ei-
nem VOIGT- oder REUSS-Ansatz erfolgen konnen.

Als Basis zur Ermittlung der elastischen Konstanten der Materialvolumenzelle wird die in
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der Arbeit von ESHELBY vorgeschlagene Methode des dquivalenten Einschlusses gewéahlt.
Darin wird das elastische Feld eines Einschlusses, der dieselben elastischen Eigenschaften
hat wie das Matrixmaterial, jedoch im spannungsfreien Zustand die Eigenverzerrung €*
aufweist, in einer homogenen isotropen linear-elastischen Matrix untersucht. Dieser ldsst
sich dann durch die Inhomogenitit, die andere elastische Eigenschaften als die Matrix
besitzt, ersetzen.

Fiir eine ellipsoide Inhomogenitat ist die Dehnung im Einschluss homogen und lésst sich
aus der Form des Einschlusses, seinen elastischen Konstanten und der aufgebrachten
Spannung bzw. Verzerrung in unendlicher Entfernung bestimmen. Es werden sowohl die
Kriftegleichgewichtsbedingungen als auch die Kompatibilitdtsbedingungen an der Grenze
zwischen Einschluss und Matrix erfiillt.

Die effektiven elastischen Konstanten der Materialvolumenzelle, die eine Inhomogenitit
enthilt, lassen sich dann auf zwei verschiedenen Wegen ermitteln. Zum ersten nach der von
ESHELBY [Esh57] selbst vorgeschlagenen Methode anhand der Verzerrungsenergieiquiva-
lenz zwischen der Materialvolumenzelle und dem #quivalenten Kontinuum. Zuséitzlich
kann die effektive elastische Nachgiebigkeit durch die Mittelung von Spannungen und
Verzerrungen bestimmt werden.

RusseL [Rus73] bzw. RUSSEL & AcRIvos [RA72] haben diese Methode bereits fiir par-
tikelverstirkte Materialien in dhnlicher Form angewendet.

Fiir das Verhalten der Materialvolumenzelle wird ein unendlich ausgedehnter Kérper mit
dem Volumen AV betrachtet, der eine ellipsoide Inhomogenitit mit dem Volumen V;
enthdlt. Aufgrund der Annahme kleiner Verzerrungen wird zwischen dem Volumen der
Materialvolumenzelle in der fiktiven Zwischenkonfiguration AV* und in der belasteten
Konfiguration AV nicht unterschieden. Der Volumenanteil der Inhomogenitét ergibt sich
damit zu

Vi
w= 35 (6.12)
Die mittlere Spannung und Verzerrung im Korper erhélt man durch Volumenmittelung
1 1 1
@) = 2y [oV=1 /adV+ 7 /crde— (1 - w){o), +w (o), (6.13)
AV Vin Vi
@ = a7 [ev=q [eve g [ev—a-u@ 1o 610
= AV =7 € v edV = w){e),, +we), (6.
AV Vin Vi

Die rechten unteren Indizes m und i bezeichnen Groflen in der Materialmatrix bzw. in der
Inhomogenitét.

Gibt man nun auf den Réndern des Korpers eine konstanten Spannung o> = (o) vor,
so lassen sich die makroskopischen Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen des homogeni-
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sierten Kontinuums, in dem die gemittelten Felder vorliegen, mit den zu bestimmenden
Materialtensoren formulieren

(oy=C:(e) = (e)=D: (o) . (6.15)

Die Verzerrungsantwort des Kérpers ohne Inhomogenitit unter derselben Spannung ergibt
sich mit der Nachgiebigkeit des Matrixmaterials

e ="D:0> . (6.16)

Die Verzerrung in der Inhomogenitit (€') setzt sich aus der Verzerrung € und der er-
zwungenen Verzerrung € zusammen

(€), =€ +€ . (6.17)

Die Spannung in dem zur Inhomogenitéit dquivalenten Einschluss erhélt man aus der
um die Eigenverzerrung €* reduzierten mittleren Verzerrung im Einschluss und aus der
Steifigkeit der Matrix. Der Einschluss lasst sich durch die Inhomogenitit ersetzen, in der
derselbe Spannungs- und Verzerrungszustand herrscht. Die Inhomogenitit ist jedoch im
verzerrungsfreien Zustand spannungsfrei, es ergibt sich

(), ="C: (e +€)="C: (e +e —¢€) . (6.18)

Handelt es sich bei dem Einschluss um ein Ellipsoid, so ist die erzwungene Verzerrung
€¢, die sich nach dem Einsetzen in die Materialmatrix einstellt, homogen und hangt bei
gegebener Eigenverzerrung von der Form des Einschlusses und der Querkontraktion der
Materialmatrix ab. Mit Hilfe des ESHELBY-Tensors lésst sich €° durch die Eigenverzerrung
ausdriicken

e€=8:¢ . (6.19)

Der ESHELBY-Tensor weist keine Symmetrie beziiglich des vorderen und hinteren Index-
paares auf, sondern hat aufgrund der Symmetrie des Verzerrungstensors nur die folgenden
Symmetrieeigenschaften

Sijkt = Sijie = Sz (6.20)

Die Komponenten des ESHELBY-Tensors, die verschiedene Schubverzerrungen verkniipfen,
wie z.B. Si203, und die, die Zug-/Druckverzerrungen mit Schubverzerrungen verkniipfen,
wie z.B. Syj23, verschwinden. Setzt man (6.19) in (6.18) ein, so erhilt man einen eindeu-
tigen Zusammenhang zwischen den Verzerrungen

e =[(C-"C):8+°C] " [’C-iC]: e~ . (6.21)

Bis zu diesem Schritt unterscheiden sich die Vorgehensweisen beider angesprochenen Ho-
mogenisierungsmethoden nicht. Das weitere Vorgehen zur Ermittlung der effektiven Ei-
genschaften des Korpers ist jedoch fiir beide Methoden verschieden.
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6.3.1 Ermittlung der Nachgiebigkeit anhand der Energiediquiva-
lenz

Die elastische Verzerrungsenergie des Korpers ergibt sich als Summe aus der Energie des
ungeschidigten Korpers und der Interaktionsenergie der Inhomogenitét

T="71T-"™T1 . (6.22)
& (© (@

Die Interaktionsenergie der Inhomogenitét erhalt man nach ESHELBY [Esh57|, (4.10) zu
int 1 o] * 1 [o3] *
T=——2—VUJ L€ =—§wAVcr o S (6.23)

Damit ergibt sich mit (6.12), (6.15) und (6.1) die spezifische elastische Verzerrungsenergie

1 1 1
50°°:D:a'°°=§cr°°:°l):a°°+ Ewaw:e* (6.24)

und schlielich mit (6.21)

%a‘” D:o™ = %—a""’ OD:o™ + %wa’oo : [((C-°C) :S-f-OC]_l :[)C~C]: 0™

(6.25)
Da diese Gleichung fiir beliebige aufgebrachte Spannungen o erfiillt sein muss, erhilt
man fiir die effektive Nachgiebigkeit

D={I+w[(C-°C):$+C]":['C—C]} D (6.26)

Diese Nachgiebigkeit gilt fiir beliebige ellipsoide isotrope linear-elastische Inhomogenitéten
in einer isotropen linear-elastischen Matrix. Zur Spezialisierung auf Porenschidigung ver-
schwindet die Steifigkeit der Inhomogenitit *C = 0%), man erhilt

D={I+w(@I-8)'} "D (6.27)

6.3.2 Ermittlung der Nachgiebigkeit durch Mittelung von Span-
nungen und Verzerrungen

Einsetzen von (6.21) in die mittlere Dehnung ergibt
{(€) = (1 —w) (€), +wA": €° (6.28)

mit

A=I+S:[(C-°C):8+°C] " : PC—iC] . (6.29)
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Die mittlere Dehnung in der Matrix erhélt man durch die Volumenmittelung der Span-
nungen (6.13) und aus dem elastischen Stoffgesetz fiir die Matrix

e),, = D:{o),, (6.30)
1 O .
= —"'D: (6™ - :
Lp: (0w (o)
Einsetzen in (6.14) liefert mit (6.18) das elastische Gesetz fiir das homogene effektive
Kontinuum

(& ={I+wd-"D:C): A"] *D}: (o) (6.31)
und damit fiir die effektive Nachgiebigkeit
D=[I+wI-D C):A'] D . (6.32)
Im Falle von Porenschidigung erhilt man wiederum
D={I+w[f+S:I-8)7']}°D . (6.33)
Dieses lasst sich mit
I=(I-8):(I-8)! (6.34)

auf die Form (6.27) bringen.

Beide Vorgehensweisen fithren also im Falle von Porenschidigung auf dasselbe Ergebnis.
Es sei angemerkt, dass sich die hier hergeleitete Nachgiebigkeit auf die iiber die Ma-
terialvolumenzelle und damit iiber das RVE gemittelten Spannungen und Verzerrungen
bezieht und nicht, wie in vielen Schidigungsmodellen, die effektiven Spannungen in der
Matrix mit den Verzerrungen verkniipft. Der direkte Einbezug weiterer Poren mit ande-
ren Halbmesserverhiltnissen und/oder Ausrichtungen ist bei diesem Modell nicht ohne
weiteres moglich, da von Isotropie in der Matrix ausgegangen wird. Fiir den Fall, dass ein
Porensystem! {w() 8(1)} nahezu isotrop ist, kann dieselbe Prozedur niherungsweise fiir
weitere Porensysteme {w®,8®} durchgefiihrt werden, wobei das Matrixmaterial jeweils
die Eigenschaften des durch die vorher einbezogenen Porensysteme geschidigten Mate-
rials aufweist. Fiir die effektive Nachgiebigkeit eines durch n Porensysteme geschadigten
Materials erhdlt man

"D = {1:11 [T+ (T—8®)~1] } D . (6.35)
Wie bereits erwdhnt, ist die Berechnung der effektiven Nachgiebigkeiten nach (6.26)
bzw. (6.35) sehr komplex und aufwendig und mit Hauptachsentransformationen verbun-
den. Bei sprédem Materialverhalten ist dieser Aufwand noch gerechtfertigt, bei elastisch-

plastischen Berechnungen jedoch selbst mit modernen Rechnersystemen zum Einsatz fiir

1Mit Porensystemen ist die Menge aller Poren mit gleichen Halbmesserverhéltnissen und Ausrichtun-
gen.innerhalb des RVE gemeint.
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reale Strukturen nicht zu bewéltigen. Ein weiteres Problem stellt die Tatsache dar, dass
der ESHELBY-Tensor elliptische Integrale in allgemeiner Form enthélt, fiir die keine analy-
tischen Losungen vorliegen. Die numerische Bestimmung des ESHELBY-Tensors erfordert
weiteren Aufwand und ist mit Ndherungen verbunden.

Fiir rotationssymmetrische Ellipsoide sind diese Integrale jedoch gel6st. Daher soll die
Abhiéngigkeit der effektiven elastischen Konstanten eines Kérpers, der einen Rotationsel-
lipsoid mit e; als Symmetrieachse enthilt, vom Verhé&ltnis seiner Halbmesser ¢ = a; und
b = a2 = a3 untersucht werden. Bei dieser Untersuchung kénnen Kenngrofien ermittelt
werden, die zur Anpassung des phinomenologischen Ansatzes verwendet werden.

Da fiir Poren die Spannungen (o), im Einschluss bei beliebigen Verzerrungen und Steifig-
keiten der Matrix verschwinden, kann aus (6.18) und (6.21) das lineare Gleichungssystem
zur Bestimmung der Eigenverzerrungen angegeben werden

e =1-8]:¢ . (6.36)

In Matrixschreibweise erhillt man fiir den ESHELBY-Tensor im Hauptachsensystem die
folgende Form

S1111 S1122 Sqiss 0

S2211 S2222 Sooss 0

o O O

S, = S3s11 Szzzo Sszzzs 0
0 0 0 281313 0
0 0 0 0 285303 0

| 0 0 o0 0 0 2Siz2 |

(6.37)

o O OO

Fiir Transversalisotropie beziiglich e; folgen weitere Symmetrien.

Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Eigenverzerrungen kann somit in
Matrix-Vektor-Schreibweise angegeben werden, welches z.B. mit der CRAMER’schen Regel
geldst werden kann

. 1, wenn ¢z = 3
6“ am— S“ * fumad OO 1" - ! .
(6] - D[] =16, mit fog] = { ' oo ¢ (6.39
Fiir die Schubkomponenten ergeben sich daraus die expliziten Lésungen
% 1 ey
€ = J = firi#j . (6.39)

1-28i;  1—284; 2%

Die Komponenten des ESHELBY-Tensors lassen sich fiir den betrachteten transversaliso-
tropen Fall in die folgende Form bringen [Mur93]

3a? 1-—2v

N, AT i
S sr(1—v) * 87 (1 —v)

I (6.40)
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3b2 1-2v
S =S = Z
2229 3333 8r(1 =) 22 + 81— 1) I,
b2 1— 2
S =8 = T A
1122 1133 (1 —7) 12+ (1 —7) 1
a? 1—2v
S2211 = Sasn 8r(l—7) T2 + 811 =) I,
a? + b? 1-2v

Si212=S1a13 = mfm + 167(1 — v)

(i + 1)

Die I; bzw Z;; stellen hierbei die elliptischen Oberflichenintegrale dar, deren Lésungen
sich fiir die folgenden Spezialfille wie folgt ergeben:

Kugeln: a = b

Flache Rotationsellipsoide: a < b

Lange Rotationsellipsoide: a > b

Li=1, = %”
ITh =Ty =TI %
7, = 4n-21,
I, = (bfiasz)% {cos_l%— % (1——-
4 27,
T = 5
I = 4n - 21,
2mab? 2 \3
A A G
Ty = -1,

a2 — B2

(6.41)
a?\?
2)'}
(6.42)
—cosh™! % }
(6.43)
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Weitere Losungen, z.B. fiir penny-shaped voids entnehme man der Literatur.

Um die Halbmesser, die in den Integrallésungen des ESHELBY-Tensors vorkommen, zu

entdimensionieren, werden diese nach (3.39) durch die Komponenten des Schadigungs-

orthotropietensors in Hauptachsenrichtungen und den Radius einer Kugel mit gleichem

Volumen ersetzt. Fiir den Fall der Transversalisotropie ergeben sich folgende Beziehungen
Enés =1 & &n = . (6.44)

22 — - .
vE

11

s

vén

Die relativen effektiven elastischen Konstanten lassen sich damit lediglich durch die Quer-
kontraktionszahl des ungeschidigten Materials, den Porenvolumenanteil und den ersten
Eigenwert £;; des Schiadigungsorthotropietensors ausdriicken. Die folgende Betrachtung
der qualitativen Verldufe der effektiven Gleit- und Elastizitdtsmoduli iiber den Halbmes-
serverhiltnissen dient unter anderem der Ermittlung von Kenngréflen, die eine Anpas-
sung des phinomenologischen Modells an die mikromechanisch hergeleiteten Ergebnisse
ermoglichen.

a:Tfll;b=T€22: (645)

6.3.2.1 Verlauf der effektiven Gleitmoduli

Zur Ermittlung des Verlaufes der effektiven Gleitmoduli wird eine Schubspannung senk-
recht zur Symmetrieachse aufgebracht

o =00e e + oj5e2Qe€; . (6.46)

Damit erhélt man als einzige von Null verschiedene Komponenten der Eigenverzerrung
nach (6.39)

1 ofs
1— 281012 2%
Einsetzen in (6.24) liefert das Verhéltnis zwischen dem effektiven Gleitmodul ;2 und dem
Gleitmodul des ungeschiadigten Materials

(6.47)

* — * —_—
€12 = €91 =

Pz _ 281212 -1
0[1, 281212 - (1 =+ L«J)

(6.48)

Den Verlauf dieser Funktion iiber einen Bereich von § < 1 bis ¢ > 1 erhilt man nach Ein-
setzen der Komponente des ESHELBY-Tensors bereichsweise fiir flache Rotationsellipsoide,
Kugeln und lange Rotationsellipsoide. Damit ergibt sich fiir den effektiven Gleitmodul als
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Funktion des Schadigungsmafes:

'

_oeg, (52 ) -t 0outed -0 - Arceosged )
. fiir E] <1
‘_ % 3 y 1
2(H5) " (e +eh -+ ed, (+NER (1-68,) - Arccos(e])
5%-—7 - —
F;—;j = ﬁ 50— 7+ 16w(%v—1) Jir &y =1
3
~26, (%2) " +a-turg 046k et -0 E - Arccoshiel ) N
3 , ur < ¢&n
| 2(8) e eh DD re-treh 0+ 6 -1 F - Arccoshieh)
(6.49)

Lasst man komplexe Losungen innerhalb der Berechnung der effektiven Gleitmoduli zu,
so erweitert sich der Losungsbereich fiir lange Rotationsellipsoide auf den von flachen
und umgekehrt. Die Losungen beider Gleichungen sind identisch und iiber den gesamten
Bereich reellwertig. Daher kann fiir lange und flache Rotationsellipsoide dieselbe Glei-
chung zur Bestimmung der effektiven elastischen Gleitmoduli verwendet werden. Es ist
fiir £&; # 1.0 also keine Fallunterscheidung erforderlich. Fiir £;7 — 1.0 weisen die Glei-
chungen ein Singularitat auf, daher darf die Berechnung nach den Gleichungen fiir flache
und lange Rotationsellipsoide nur fiir £&;; # 1.0 erfolgen.

In Abbildung 6.2 ist der Verlauf des effektiven Gleitmoduls in Abhéngigkeit des Halbmes-
serverhiltnisses (ausgedriickt durch &;,) fiir einen konstanten Porenvolumenanteil w = 5%
und einer Querkontraktionszahl % = 0, 3 dargestellt. Alle nachfolgenden Plots der Verlaufe
der elastischen Konstanten wurden exemplarisch fiir denselben Porenvolumenanteil und
dieselbe Querkontraktionszahl ermittelt.

Auffillig ist, dass der Verlauf von ;o ein Maximum aufweist. Dieses liegt nicht an der
Stelle &; = 1.0. Es gibt offensichtlich ein optimales Halbmesserverhiltnis, bei dem der
Gleitmodul bei einem gegebenem Porenvolumenanteil maximal wird. Die Lage dieses Ma-
ximums hingt nicht vom Porenvolumenanteil ab, sondern nur von der Querkontraktions-
zahl des ungeschidigten Materials.

Oberhalb des Maximums konvergiert der Wert fiir den effektiven Gleitmodul fiir £;; — o0
gegen einen Grenzwert, der kleiner ist, als der Wert bei Kugeln. Insgesamt lisst sich je-
doch feststellen, dass die Variation des effektiven Gleitmoduls uy9 fiir £;; > 1 deutlich
geringer ist, als im restlichen Wertebereich.

Dass der effektive Gleitmodul g5 fiir &; — 0 gegen Null strebt, liegt an der Modellierung
des Problems, da dadurch &9 = &;3 gegen unendlich grofie Werte streben, was einem
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0.75

Abbildung 6.2: Gleitmoduli nach ESHELBY-Lsung fiir Transversalisotropie

,,durchtrennen” des Korpers entspriche. Um also Risse zu modellieren, sollte der effektive
Gleitmodul u,5 gegen einen positiven Wert konvergieren, der sich z.B. aus Rissmodellen
ermitteln liee und im Folgenden mit % bezeichnet wird.

In Abbildung 6.3 ist der Einfluss des Halbmesserverhialtnisses senkrecht zur Schubspan-
nungsrichtung illustriert. Hierzu ist p,;2 einerseits fiir den Fall, dass die z;-Achse Rota-
tionsachse ist, aufgetragen, andererseits dafiir, dass die x3-Achse Rotationsachse ist. Fiir
&1 — oo erhilt man somit im ersten Fall einen unendlich langen Zylinder in x;-Richtung
und im 2. Fall einen Riss mit der Rissnormalen in z3-Richtung. Die geometrischen Deu-

tungen fiir £&;; — 0 und &;; — oo sind in der Abbildung illustriert.
0

Der Wert von pio3 strebt fiir £ — 0 gegen 1 o

und soll im Folgenden mit °* i bezeichnet

werden.

6.3.2.2 Verlauf der effektiven Elastizititsmoduli

Das Vorgehen zur Ermittlung der effektiven Elastizitdtsmoduli verlduft analog zu dem
bei den Gleitmoduli. Es sei beispielhaft fiir £, dargestellt.
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Abbildung 6.3: Einfluss der Halbmesserverhiltnisse auf den Gleitmodul, w = 5%

Dazu wird zundchst eine Normalspannung in Richtung von e; aufgebracht
o® = 0’;)? € e . (65(})

.Fiir die Verzerrungsenergien erhilt man

O gy, vy Oy ey R (002F)
i AV, T = AV’ ey = — . AV . 6.51
@ 2B @ 2°F (e) 2°F o ) (651)

Einsetzen in (6.22) liefert E, in Abhéngigkeit von Porenform und Porenvolumenanteil

Ei (1 — S2222)2 - S%zss - 201’81122(1 - S2222 + 32233) ]_1 (6 52)

— = |l 4w
°E 1~ 81111[3(1 = S2222)2 — Sp33] — 2(1 — S2222)S 112282211

Exemplarisch sei hier die Gleichung fiir kugelférmige Poren nach Einsetzen der Kompo-
nenten des ESHELBY-Tensors angegeben
E,: 2(51/ - 7)

F 2w -+ 30~ v+ 0w (6.53)

In Abbildung 6.4 ist der Verlauf der effektiven Elastizitdtsmoduli in Abhingigkeit der
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Abbildung 6.4: Elastizititsmoduli nach ESHELBY-L6sung fiir Transversalisotropie

Halbmesser rotationsellipsoider Poren fiir w = 5% dargestellt. Die durchgezogene Linie
kennzeichnet den Elastizitdtsmodul in Richtung der Rotationsachse der Pore. Fiir sehr fia-
che Poren (£); — 0) strebt dieser aus demselben Grund, wie bei den Gleitmoduli, gegen
Null. Es kann also auch hier davon ausgegangen werden, dass der Elastizitdtsmodul fiir
£11 — 0 gegen den endlichen Wert °E konvergiert. Fiir lange Poren, die im Grenziibergang
zu langen Zylindern werden, konvergiert das Ergebnis gegen den Elastizitdtsmodutl nach
dem Effektivspannungskonzept, was mit dem Ergebnis von JANSSON & STicH [JS85]
ibereinstimmt. Dieser Grenzwert wird mit *F bezeichnet.

Um den Einfluss der Halbmesserverhiltnisse senkrecht zum betrachteten Elastizitdtsmo-
dul zu verdeutlichen, ist in Abbildung 6.5 der Verlauf von FE, fiir den Fall, dass die z,-Achse
Rotationsachse ist und dass die z3-Achse Rotationsachse ist, iiber &;; anfgetragen. Fiir
£11 > 1 stimmen beide Verladufe sehr gut iiberein, der Einfluss des Halbmesserverhiltnis-
ses senkrecht zum betrachteten Elastizitdtsmodul ist also gering; fiir £, — 0 wird die
Abweichung der beiden Kurven jedoch gro. Im Grenziibergang von &;; — 0 erhilt man
mit e; als Rotationsachse einen Riss senkrecht zu €, und mit e; als Rotationsachse eine
zylindrische Pore, deren Elastizitdtsmodul in x;-Richtung deutlich steifer ist, als der des
Risses.

Weiterhin wird in dieser Abbildung deutlich, dass der effektive Elastizitdtsmodul F; bei
konstantem Halbmesserverhiltnis senkrecht dazu eine streng monoton steigende Funktion
von &, ist, unabhingig von der Gréfle des Halbmesserverhaltnisses senkrecht dazu.

Der Wendepunkt der Kurve mit ez als Symmetrieachse ergibt sich dadurch, dass im Ge-
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gensatz zur anderen Kurve das Halbmesserverhiltnis senkrecht zum betrachteten Elasti-
zitatsmodul nicht konstant ist, sondern mit &;; variiert, da es sich um transversalisotrope
Poren handelt.

Quantitativ lisst sich feststellen, dass die effektiven Elastizitdtsmoduli der Elementar-
zelle im gesamten Bereich kleiner sind als die, die mit einem Effektivspannungsmodell
((1 — w)°E) ermittelt werden.

095 [ Tt st
09 I . -

0.85 - -

6 0751 1
0.7 I -
0.65 |- -
0.6 .

0.55 -
0.5 [ 1 [ 1 I I
05 1 15 2 2{.55 3 35 4 45 5

1

B

Abbildung 6.5: Einfluss des Halbmesserverhiltnisses senkrecht zur Zugrichtung auf den
Elastizitatsmodul, w = 5%
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6.3.2.3 Verlauf der Querkontraktionszahl

Im allgemeinen orthotropen Fall gibt es keine eindeutige Beziehung zwischen Elasti-
zitdtsmodul, Gleitmodul und Querkontraktionszahl mehr, wie z.B. im isotropen oder im
transversal-isotropen Fall.

Daher kann die ESHELBY-Lésung nur den Verlauf einer Querkontraktionszahl fiir den
transversal-isotropen Fall liefern. Da die vorherigen Losungen fiir die Gleit- und Elasti-
zitdtsmoduli fiir Rotationsellipsoide berechnet wurden, lisst sich folgende Beziehung fiir
eine Querkontraktionszahl angeben

Vpg = ——— — 1 (654)

deren Verlauf in Abbildung 6.6 dargestellt ist.
Es zeigt sich, dass die Querkontraktionszahlen eine geringe Abhéngigkeit von der Poren-

1 T T T T
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0.99 4

g
0.985 .

0.98 - i

0.975 : . ' L
0 5 10 ; 15 20 25
1

Abbildung 6.6: Verlauf der Querkontraktionszahl 1,3 nach Eshelby-Lésung fiir Transver-
salisotropie

form und auch vom Porenvolumenanteil aufweisen. Die maximale Abweichung, die sich
bei diesen Berechnungen ergab, liegt unter 1,8 %. Der Verlauf fiir £;; << 1 muss aufgrund
der bereits genannten Eigenschaften der Modellierung in Frage gestellt werden. Es kann
aber die bereits von ZHAO &YU [ZY00] herausgestellte und von MURAKAMI, HAYAKAWA
& L1u [MHL98| auch experimentell ermittelte Eigenschaft, dass die Querkontraktion des
geschidigten Materials immer kleiner ist als die des ungeschidigten, bestitigt werden.
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Dieses Ergebnis ist auch anschaulich, da der Kompressionsmodul mit der Zunahme des
Porenvolumenanteils in jedem Falle abnimmt.
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6.4 Phinomenologische Beschreibung des elastischen
Verhaltens

Aufbauend auf die Betrachtungen der Verliufe der elastischen Konstanten der Materialvo-
lumenzelle sollen die Schadigungseffekte in das vorgestellte Materialmodell mit einbezogen
werden.

Das Modell soll die elastischen Eigenschaften moglichst gut approximieren und eine Ska-
lierbarkeit an die ermittelten Grenzwerte °E,°u,*E sowie “u und die effektiven isotro-
pen Moduli F und p ermoglichen. Die Effekte der Materialschadigung auf das elastische
Verhalten sollen durch die Formulierung einer effektiven Nachgiebigkeit im Rahmen einer
linear-elastischen Formulierung beriicksichtigt werden. Aulerdem soll die Formulierung so
gewihlt werden, dass zur Berechnung der effektiven Nachgiebigkeiten keine Hauptachsen-
transformation des Schidigungstensors erforderlich ist. Die Nachgiebigkeit hingt von den
elastischen Eigenschaften des ungeschidigten Materials und vom Schidigungszustand des
Materials ab. Der Schédigungszustand des Materials wird im Stoffgesetz durch die Schidi-
gungsmafe w und D beschrieben. Die Verwendung des Schiadigungsorthotropietensors bei
der mikromechanischen Betrachtung dient lediglich der Anschaulichkeit. Um die Effekte
isotroper und anistroper Schidigung zu separieren, wird nicht D direkt als Argument des
Nachgiebigkeitstensors verwendet, sondern ein gewichteter Schadigungstensor

- D
D= — . (6.55)

w
D beschreibt, wie aus (3.40) - (3.42) ersichtlich ist, lediglich die Anisotropierichtungen
und Halbmesserverhiltnisse der Schiadigung. Es wird der folgende Funktionsansatz fiir die

elastische Nachgiebigkeit angesetzt
D-D (OD,w, 1‘3) (6.56)

Weiterhin muss beachtet werden, dass der elastische Nachgiebigkeitstensor den allgemei-
nen Prinzipen der klassischen Kontinuumsmechanik ausgesetzt ist (siehe z.B. MALVERN
[Mal69]). Daraus ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

e Der Nachgiebigkeitstensor muss aufgrund der Symmetrie von Spannungs- und Ver-
zerrungstensor und der Annahme, dass er sich aus einem Potential ableiten lasst,
folgende Symmetrien aufweisen

Dijxt = Driij = Djirr (6.57)

e Das Prinzip der materiellen Bezugsindifferenz muss eingehalten werden. Dies lisst
sich durch die Formulierung des Nachgiebigkeitstensors als isotrope Tensorfunktion
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seiner Argumente sicherstellen

Q*D("D,w,’b) :D(Q*ﬂn,w,q*i)) v QeSo@3) . (6.58)

e Die elastische Komplementirenergie muss fiir alle denkbaren Spannungszustinde
o stets positiv sein. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn der Nachgiebigkeitstensor

positiv definit ist 2

1
EZEG:DIJZO . (6.59)

6.4.1 Darstellung der effektiven Nachgiebigkeit als Tensorfunk-
tion

Ausgehend von isotropem linear-elastischem Materialverhalten kann das komplementére
elastische Potential als skalarwertige isotrope Tensorfunktion folgender skalar- und ten-
sorwertiger Argumente dargestellt werden

e tensorwertige Argumente:

— symmetrischer Spannungstensor o

— symmetrischer Schidigungstensor D
e skalarwertige Argumente:

— Elastizititsmodul des ungeschidigten Materials °E
— Querkontraktion des ungeschidigten Materials %v

— Porenvolumenanteil w.

Zur Darstellung dieser skalarwertigen isotropen Tensorfunktion ist es zweckmiflig den
Satz von Grundinvarianten, die laut Betten [Bet93] auch Integrititsbasis genannt werden,
anzugeben

S =2 =3 = - - 2 - 2
_tra‘,tra'z,tra's,tr’D,tr’D 4D trDo, trDe?, 1D o, trD e’  Ev,w . (6.60)

Jede andere Invariante von o und D lisst sich als ganzrationale Funktion dieser Inte-
gritatsbasis darstellen. Aufgrund der Deviatoreigenschaft von D ist tr(D) identisch Null.

2Es ist schwer, die Eigenschaft der positiven Definitheit bei einer allgemeinen Formulierung eines Ten-
sors 4. Stufe nachzuweisen. Wihlt man jedoch Ansitze, die die hinreichenden Bedingungen zur Erfiillung
der pos. Def. erfiillen, so fiihrt dieses zu einer sehr starken Einschrankung bei der Wahl der Koeffizienten,
2.B. verbleiben bei SWOBODA & YANG [SY99] lediglich 3 freie Parameter zur Beschreibung des elastischen
Verhaltens, die sich spater auf einen Parameter, der die Schidigungsanteile enthilt, reduzieren.
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Da der Schidigungstensor D definitionsgeméf nur die anisotropen Anteile der Schidigung
beschreibt, wird angenommen, dass die Invariante trD’ keinen Einfluss auf W hat. Wei-
terhin sollen als Naherung nur Terme, die maximal quadratisch in D sind beriicksichtigt
werden. Damit erhilt man als allgemeine Tensorfunktion, die quadratisch in o ist und die
obigen Annahmen erfiillt

Y = a(tre)? + astro? + astrDeotro + atrDo? + (6.61)

as(trDa)? + &etrf)za'tra + astrD’ o
Stellt man die komplementire elastische Energie andererseits durch die effektive elastische
Nachgiebigkeit dar, so erhélt man durch Koeffizientenvergleich von (6.59) und (6.61) unter

Beachtung aller Symmetrien von B, & und D die Komponenten des Nachgiebigkeitstensors
bezliglich einer orthonormierten Basis

Diji = d10i0, + % (8ix0ji + 0u6%) + (6.62)
%g (6:Dit + 61 Dij) + Z—" (84Djt + 64Djx + 85Dt + 6, Dix)
% (5,(DY + (D))
+ 20 (5D} + 6u(DV + 5 (DY + 5,(D)% )
= 10;;0k + a2(0:ik b5y + 0:6k)

+dsﬁij15kl +

a3(8:;;Drt + 0Di;) + a1 (8Dt + 64Dji + ;4D + 8, Dix) (6.63)
+a515£j15kl + ag (51']' (ﬁ)il + 5k1(1§)31) (664)
ar (8u(D)} + 8u(DY + (D) + 6a(D)k) (6.65)

in basisfreier Notation ergibt sich

D = alel+2el+e(16D+Del)+20(I1D+DI)+  (6.66)
a5b®’b+a6(1®’b2+‘bz®l)+2a-,(1752+’1:)21)

Der Ansatz enthilt 7 Koeflizienten. Diese konnen im Rahmen der Theorie isotroper Ten-
sorfunktionen Funktionen der Integritédtsbasis sein. Aufgrund des Ansatzes linearer Ela-
stizitdt haben die spannungsabhéngigen Invarianten keinen Einfluss, da die Spannung be-
reits in jedem Term in (6.61) quadratisch vorkommt. Auch tr(D) und tr(‘bQ) haben, wie
bereits erwdhnt, keinen Einfluss und tr(bs) soll vernachlissigt werden. Damit reduziert
sich die Abhéngigkeit der Koeffizienten auf die skalarwertigen Argumente der isotropen
Tensorfunktion

ai=a; "Evw) . (6.67)
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Eine weitere Moglichkeit der Ableitung der effektiven Nachgiebigkeit als isotrope Tensor-
funktion besteht in der Darstellung der Dehnung als tensorwertige isotrope Tensorfunktion
der Spannungen und des Schadigungstensors

e=€eCE v,w,0,D)=D(°Ev,u,D): 0o (6.68)

Unter Einhaltung der angegebenen Annahmen fiihrt dies auf dasselbe Ergebnis.

COWIN zeigt in [Cow85], dass fiir den Fall, dass die Tensorfunktion nach den linearen
Gliedern in D abgebrochen wird, keine allgemeine Orthotropie mehr beschrieben werden
kann. Diesem Gedankengang folgend, lassen sich im linearen Fall aus (6.62) die folgenden
Beziehungen zwischen den Nachgiebigkeiten herleiten

Ding 4+ Doz = 2D +4Dig)2 (6.69)
Dy111 + Dagzz = 2Dyy33 +4Dysis
Dyo2s + Dszzs = 2Dyo333 + 4 Dasog

Man erhilt also nur 6 anstatt 9 voneinander unabhéngige Komponenten des Nachgiebig-
keitstensors, die zur Beschreibung von Orthotropie nétig sind. Aus diesem Grunde sollen
zur Modellierung der elastischen Nachgiebigkeit auch weiterhin die quadratischen Terme
in D beriicksichtigt werden.

6.4.1.1 Anpassung der Koeffizienten

Zur Anpassung der Koeffizienten an die Verliufe der elastischen Konstanten wird der
Nachgiebigkeitstensor im Hauptachsensystem fiir rotationssymmetrische Poren mit e; als
Symmetrieachse betrachtet, der gewichtete Schddigungstensor ergibt sich zu

Dy 0 0
D=| 0 Dy 0 . (6.70)
0 0 Dy

Es werden die folgenden Komponenten des Nachgiebigkeitstensors zur Anpassung gewihlt

Dllll (ﬁll) = a + 2(12 + (2(13 + 4&4)ﬁ11 + (05 + 2(16 + 4(17)(1511)2 (671)
Dy212 (f)n, ﬁzz) = a2+ 04(1511 + 1522) +ar ((ﬁn)? + (1522)2) . (6.72)
Die Koeffizienten werden an die Werte fiir Rissschidigung, Schidigung durch zylindrische

Poren in Richtung der Symmetrieachse und isotrope Schidigung angepasst.
Dazu miissen die Grenzwerte des Schidigungstensors nach (3.40) - (3.42) fiir Risse und
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zylindrische Poren gebildet und in (6.71) und(6.72) eingesetzt werden. Die so erhaltenen
Komponenten des Nachgiebigkeitstensors werden mit der zugehorigen KenngroBe gleich-
gesetzt. Hierbei zeigt sich auch ein grofler Vorteil der Fourierkoeffizienten gegeniiber dem
Schidigungsorthotropietensor. Die Hauptwerte des Schiadigungsorthotropietensors werden
von dem Intervall [0, o] auf das endliche Intervall [— 5 ;] abgebildet. Es ergeben sich
die folgenden Werte zur Anpassung.

1. Rissschédigung

. . 1
¢ = l = -
Pu 511—>0,€212r2§33—‘00’1)11 71'
c'ﬁ22 = lim ’ﬁzg == —_1‘
§110,{22=3z >0 2
Diy (D) = 1 6.73)
u(Pu) = F (6.
~ ~ 1
D212 (°D11,° D = — :
1212 (“D11,° Dy2) oy (6.74)
2. Schidigung durch zylindrische Poren
Dy = lim Dy = —1
e £110,822=33 00 e 27
- — 1
P, = li =D, = —
2 51140,5212rgfas—>00 2 4an
e 1
Diun(*Du) = 5 (6.75)
~ ~ 1
D912 P D11,2 D = .
1212 (*D11,” Daa) yram (6.76)
3. Isotrope Schidigung
1
D11 (0) = B (6.77)
1
Dy212(0,0) = — .78
1212(0, 0) m (6.78)
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Auswerten der Gleichungen (6.73) - (6.78) liefert die Koeffizienten in Abhiingigkeit von
den ermittelten Kennwerten

o = %_Z::E_ (6.79)
a4 = 12;” (6.80)
agzi%(%—%+%»%+%—%) (6.81)
a = 2—2(%~%+%> (6.82)
as + 20 = %2(%+%—%~%—%+%) . (6.84)

Die Koeffizienten as und ag lassen sich noch nicht eindeutig ermitteln, da dafiir eine
Gleichung fehlt. Es wird die folgende Nachgiebigkeit betrachtet

Diige = a1 + aa(ﬁn + 1322) + as’buﬁizz + ag ((f)2)11 + (152)22) . (6.85)

Die obige Gleichung fiihrt zu der Vermutung, dass as und ag von derselben Gréflenordnung
sind. Daher wird a5 = ag angesetzt, und man erhélt

w2 2 4 6 2 1 3
as——'—(@ﬂ"@—f*a—@"‘;) . (686)

Es zeigt sich nach Einsetzen von Werten fiir die Grenzwerte der Moduli, dass diese An-
nahme verniinftig ist, da die Querkontraktion des geschidigten Materials nicht sehr stark
von der des ungeschidigten abweicht. Weiterhin kann fiir Risse ein Absinken der Quer-
kontraktion bei Belastung in Richtung der Rissnormalen und bei langen Zylindern ein
Ansteigen der Querkontraktion bei Belastung in Richtung der Symmetrieachse gegeniiber
dem isotropen Fall beobachtet werden.

Es bleibt anzumerken, dass fiir einen verschwindenden Porenvolumenanteil in jedem Fall
die Nachgiebigkeit des ungeschiddigten Materials erhalten wird. Die Modellierung von
Rissschiadigung ist demnach nur fiir Risse nicht verschwindenden Volumens mdoglich.

6.4.2 Ermittlung der elastischen Kennwerte

Die Ermittlung der Koeffizienten ist iiber die Gleichungen (6.79) - (6.84) und (6.86) mit
Hilfe der elastischen Kennwerte des Materials moglich.
Die Bestimmung dieser Kennwerte E, 4,°F,‘y,? E und +¢u kann auf verschiedenen Wegen
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erfolgen. Zum einen kénnen diese Werte experimentell bestimmt werden, was die beste
Moglichkeit der quantitativen Anpassung der effektiven Nachgiebigkeit bieten wiirde, al-
lerdings ist die Bestimmung des Schadigungszustandes des Materials heute noch nicht
moglich und die Herstellung von Proben mit einem definierten Schadigungszustand kann
auch als schwierig angesehen werden. Eine weitere Moglichkeit besteht in der Ermitt-
lung der Kennwerte aus mikromechanischen Modellen. Neben dem vorgestellten Modell,
das keine Wechselwirkungseffekte der Defekte einbezieht, kénnen auch andere Modelle,
mit denen die Nachgiebigkeit eines durch periodisch angeordnete rotationsellipsoide Po-
ren geschadigten Materials beschrieben werden kann, verwendet werden. Im Rahmen der
vorliegenden Arbeit werden die Kennwerte mit dem vorgestellten Modell nach ESHELBY
bestimmt und danach die sich daraus ergebenden Verlidufe des phinomenologischen Mo-
dells mit den mikromechanisch bestimmten Verldufen verglichen.

6.4.2.1 Einfluss der isotropen Schidigung

Die Kennwerte der isotropen Schidigung ergeben sich aus (6.48) und (6.52) mit den
Werten des ESHELBY-Tensors fiir kugelférmige Poren

E _ 2(5% —7) (6.87)

B 2(5% — 7) + 3w(% — 1)(5% 4 9) '
Lo 5p -7

o0 v —7+415w( —1) (6.88)

6.4.2.2 Einfluss der anisotropen Schidigung

Fiir Schadigung durch. zylinderformige Poren ergeben sich die bereits erwihnten Grenz-
werte

*E
le
1 1
= — . .90
0 l1+w (6.90)

Bei Rissschidigung versagt das ESHELBY-Modell aus den genannten Griinden. Daher sol-
len die Risse ersatzweise durch penny-shaped Poren mit dem endlichen Verhéltnis A von
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Radius zu Dicke betrachtet werden. Mit den jeweiligen Werten des ESHELBY-Tensors (sie-
he z.B. Mura [Mur93]) erhilt man aus (6.48) und (6.52) die Elastizitits- bzw Gleitmoduli

‘E _ (°u~L)[7r2,\2(32°u3+4°u2+23°u~21)—8ﬂ)\(80u3—9°u2+21°u—13)—-128(°u—1)2] - 6.91
op l+tw A2 —1)m2 22 (802 1 0 —7)+ [32(%—1)— 2n A(8%2 1 80y —15)] (6.91)

A % -2
£ - mA(y - 2) (6.92)
O MY —2) + 4w - 1)

Die Werte fiir Rissschadigung lassen sich dann aus den fiir einen endlichen Wert von A

ermittelten Werten und denen fiir isotrope Schidigung linear extrapolieren

‘K *E — \E
w T i) (6:93)
c A

7 B—Au
— = — 6.94
E T W(io ) (6:94)

Die Giite der erhaltenen Losungen der phanomenologischen Modellierung hiangt stark von
der Wahl des Parameters A ab. Daher kann dieser beispielsweise iiber eine Minimierung
der Fehlerquadratsumme des phidnomenologischen Modells beziiglich der mikromecha-
nisch ermittelten Verlaufe bestimmt werden.

6.4.2.3 Vergleich der mikromechanisch ermittelten Verldufe und der effekti-
ven Nachgiebigkeit

Zum Vergleich der Nachgiebigkeit nach dem Approximationsansatz mit den ESHELBY-
Verldufen werden die Koeffizienten fiir einen Porenvolumenanteil von w = 0,05 und eine
Querkontraktionszahl von & = 0,3 berechnet. Die Kennwerte fiir Rissschidigung ergeben
sich aus einer Anpassung von A sowohl fiir den Gleit- als auch fiir den Elastizitatsmodul.
Damit ergibt sich nach (6.87) - (6.90) und (6.93) - (6.94) fiir die elastischen Kennwerte

E B

5 = 0,9089 @ =0,9129

2R Lc‘u

5 = 0,95 % = 0.952
AE(A=0,3) K
A — 1 c,
BA=015) _ 4 5190 2 =0, 8176

W e
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Abbildung 6.7: Vergleich der effektiven Elastizitdtsmoduli

In Abbildung 6.7 sind die Verldufe der effektiven Elastizitdtsmoduli iiber der Komponente
&1, des Schiadigungsorthotropietensors fiir transversal-isotrope Poren mit e; als Symme-
trieachse aufgetragen. Es zeigt sich sowohl fiir den Elastizititsmodul E; in Richtung der
Symmetrieachse als auch fiir den senkrecht dazu gerichteten Elastizitatsmodul E; eine sehr
gute Ubereinstimmung zwischen den Losungen des mikromechanischen und des phéno-
menologischen Modells iiber den sehr grofien dargestellten Halbmesserbereich.

In Abbildung 6.8 sind die effektiven Gleitmoduli aufgetragen. Auch hier zeigt sich eine
sehr gute Ubereinstimmung.

Die Abweichung fiir &, — 0 ist wieder mit der ESHELBY-Modellierung erklarbar.

Diese Ergebnisse zeigen, dass die angegebene phanomenologische Modellierung der Nach-
giebigkeit als isotrope Tensorfunktion sehr gut geeignet ist, die anisotropen Eigenschaften
des geschadigten Materials iiber einen grofien Bereich von Porengeometrien zu beschrei-
ben. Der grofie numerische Aufwand einer Homogenisierung kann somit vermieden werden.
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Abbildung 6.8: Vergleich der effektiven Gleitmoduli
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7. Makroskopisches Stoffgesetz

Es wird ein phinomenologisches Stoffgesetz entwickelt, welches zur mechanischen Be-
schreibung des duktilen Deformationsverhaltens polykristalliner Metalle mit Poren an
Korngrenzen geeignet ist. Neben den elastischen und plastischen Deformationen werden
dabei auch die schidigungsinduzierten Deformationen und die Anderung der Material-
symmetrien aufgrund von Schidigungsprozessen berticksichtigt.

Das Materialmodell wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit auf die Beschreibung von
Prozessen mit kleinen Verzerrungsgeschwindigkeiten beschriankt. Es wird von thermischen
Randbedingungen ausgegangen, die eine hinreichend schnelle Abfuhr der gesamten durch
Dissipation in Warme umgewandelten Energie gewdhrleisten, so dass sich nahezu isother-
me Bedingungen einstellen. Folglich wird die thermomechanische Kopplung aufler Acht
gelassen und nur die mechanischen konstitutiven Gleichungen werden formuliert. Die ex-
plizite Abhéngigkeit der konstitutiven Gréflen von der Temperatur wird somit im Folgen-
den implizit vorausgesetzt und es werden keine thermischen internen Zustandsvariablen
eingefiithrt. Als weitere Folge der kleinen Deformationsgeschwindigkeiten brauchen keine
viskosen Effekte des inelastischen Verhaltens beriicksichtigt zu werden. Das Materialver-
halten wird geschwindigkeitsunabhéingig formuliert.

In diesem Kapitel wird der konstitutive Rahmen zur Formulierung der materialabhéngi-
gen Gleichungen angegeben. Darauf aufbauend werden die Entwicklungsgleichungen fiir
die Deformationsanteile und die internen Zustandsvariablen erarbeitet. Die Erfiillung des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik wird gepriift und abschliefend eine Vorschrift
zur konsistenten Integration der in Ratenform vorliegenden konstitutiven Gleichungen an-
gegeben.
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7.1 Konstitutiver Rahmen

Es wird gefordert, dass die konstitutiven Gleichungen den folgenden Axiomen gehorchen
(siche ALTENBACH & ALTENBACH [AA94]):

o Kausalitdt e Determinismus
o Aquiprisenz e materielle Objektivitat
o lokale Wirkung e physikalische Konsistenz

o Gedichtnis.

Das Prinzip der Kausalitat ist durch die Wahl der abhingigen und unabh#ngigen Zu-
standsvariablen festgelegt. Das Determinismusprinzip wird durch die Verwendung des
thermodynamischen Rahmens mit internen Zustandsvariablen befriedigt. Das Aquiprésenz-
prinzip verlangt, dass der Satz der internen Variablen, der in eine Materialgleichung ein-
geht, auch in allen iibrigen enthalten sein muss. Die Annahme der Giiltigkeit des Prinzips
der lokalen Wirkung schliefit das Vorkommen von Gradienten der internen Zustandsva-
riablen als Parameter in den konstitutiven Gleichungen aus. Die materielle Objektivitat
wird durch die Verwendung objektiver tensorieller Groflen bei der Materialbeschreibung
und objektiver Zeitableitungen gewahrt. Insbesondere stellt die Verwendung der loga-
rithmischen Zeitableitung bei der Formulierung tensorieller Ratengleichungen die exakte
Integrierbarkeit der kinematischen Gréflen sicher. Die physikalische Konsistenz fordert die
Finhaltung der Bilanzgleichungen und der Hauptséitze der Thermodynamik.

Zur Beschreibung des Verfestigungszustands des Materials wird eine skalare interne Zu-
standsvariable fiir die isotrope Verfestigung und eine tensorielle Zustandsvariable zweiter
Stufe zur Beschreibung der kinematischen Verfestigung eingefiihrt

a={x}, a={xe - (7.1

Hier und im Folgenden werden die zu einer EULERschen Gréfie korrespondierenden Groflen,
die in der mit R” zuriickrotierten Konfiguration definiert sind, durch ein ~gekennzeichnet,
soweit sie nicht anderweitig bereits eingefiihrt wurden. Der Schiadigungszustand des Mate-
rials wird durch die in (3.14) definierte Fourierreihe zur Beschreibung der Volumendichten
ellipsoider Hohlraume mit Abbruch nach dem tensoriellen Glied zweiter Stufe dargestellt.
Damit wird als skalares Mafl der Porenvolumenanteil und als tensorielles Mafl der Tensor
der gewichteten Fourierkoeffizienten nach (6.55) eingefiihrt

&={wD}, a={wDH . 79
(d){w}gt){w} (7.2)

Nach LEHMANN [Leh89] besteht das zu formulierende Konstitutivgesetz auf Basis der
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GiBBs-Energie aus folgenden Bestandteilen
1. Zustandsfunktion fiir die GIBBS-Energie
v = W(I1, &, a,w,ﬁ) = ¥(7, &, ¢,w, D) (7.3)

2. Entwicklungsgesetz fiir die inelastische Deformationsgeschwindigkeit

(_p):(_z))(n, &, ¢ w, D) (7.4)

3. Entwicklungsgesetze fiir die internen Zustandsvariablen

k = k(m k¢ wD) (7.5)
&8 = ¢o%(m,k,¢,w, D) (7.6)
w = wlm k¢ w D) (7.7)
"ob"’g = ’obl"g(ﬂ',lﬁ,C,w,’b) : (7.8)

Wie bereits erwdhnt, ist der Einfluss des plastischen Materialzustands auf die elastischen
Eigenschaften gering. Damit wird die additive Aufspaltung der GiBBS-Energie in einen
elastischen und einen plastischen Anteil postuliert

U= 0(mw, D)+ () . (7.9)
(e) (r)
Da der plastische Anteil der GIBBS-Energie klein gegeniiber dem elastischen Anteil ist,

werden die Effekte der Schidigung auf ¥ vernachlissigt. Auf die Einfiihrung eines zusatz-
()
lichen Anteils der GiBBs-Energie zur Beriicksichtigung der Schidigungsentwicklung, wie

es von CHOW & WANG [CW87|, [CW88] und HAYAKAWA, MURAKAMI & Liu [HML9S§]
vorgeschlagen wird, wird im vorliegenden Modell verzichtet, da fiir duktile Materialien
davon ausgegangen werden kann, dass die Schidigungsevolution an die plastischen Defor-
mationen gekoppelt ist. Somit wird bei duktiler Schadigung der Einflul des Schidigungs-
zustandes auf die GiBBs-Energie im elastischen Anteil beriicksichtigt. Der inelastische
Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeit wird in einen plastischen und einen schadigungsin-
duzierten Anteil aufgespalten. Dies erfolgt durch eine multiplikative Zerlegung des inela-
stischen Deformationsgradienten in einen plastischen und einen schidigungsinduzierten
Anteil

F =FF = D=D+D (7.10)
H DO M @

mit D = sym (F F ! F“l) , D =sym (F FFF'F! F‘l) . (7.11)
{r) (r) () () () (d) My @® (@)
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Der plastische Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeit ist aufgrund der Inkompressibilitit
der Matrix deviatorisch. Der schidigungsinduzierte Anteil enthilt bedingt durch die Ent-
wicklung des Porenvolumens auch einen Volumenanteil, der stets positiv ist. Heilung wird
somit ausgeschlossen.

Setzt man die Aufspaltnng der inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeit nach (7.10); und
die internen Zustandsvariablen fiir das plastische und das schddigungsinduzierte Materi-
alverhalten nach (7.1) und (7.2) in die mechanische dissipative Ungleichung (5.67) ein, so
erhilt man unter Beachtung von (7.9)
ov | ov e, ov . ov 2,
m:D—po—k—py— Y9 +m:D—py—w—po— :D9>0 . 7.12

» " ok po o¢ ¢ @ 7w P 5D (7.12)
Diese Ungleichung muss auch fiir rein plastisches Materialverhalten ohne Schiadigungsevo-
lution erfiillt sein. Dies kann durch die restriktivere Forderung der Erfiillung sowohl einer
plastischen als auch einer schiadigungsinduzierten Ungleichung erzwungen werden

ov ov -,
m:D—pyg—Kk—py— : % > 0 7.13
D=5 Poac ¢ > (7.13)

ov ov
D—pp—w—py— DY > 0 . 7.14
T 2 Po 5 Y o v > ( )

Die Erweiterung dieses konstitutiven Rahmens zur Beriicksichtigung der thermischen
Kopplung erfordert das Auftreten der Temperatur und - je nach Warmeleitgesetz - des
Temperaturgradienten in den konstitutiven Gleichungen. Weiterhin miissen Evolutions-
gleichungen fiir die thermischen internen Zustandsvariablen und die Entropie sowie eine
Gleichung fiir den Wirmestrom g eingefithrt werden. Hierbei ist die Erfiillung des 1.
Hauptsatzes der Thermodynamik zu beachten.

7.2 Elastisches Materialverhalten

Es wird davon ausgegangen, dass der reversible Anteil an den Gesamtverzerrungen klein
ist. Daher wird ein hyperelastisches Gesetz angesetzt. In diesem Fall lasst sich der ela-

stische Anteil der G1BBS-Energie & durch das komplementire Potential formulieren. Be-
(e)
zeichnet man die Symmetriegruppe des Materials in der Referenzkonfiguration mit Gy, so

lasst sich das Potential nach HILL [Hil78] als quadratische Funktion der zuriickrotierten
Spannung IT und des zuriickrotierten Nachgiebigkeitstensors 2(4) darstellen

.. 1 .
O m=-—m.0Y.1m . (7.15)
(e) 2p0
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Dabei beschreibt der Nachgiebigkeitstensor in der Referenzkonfiguration das orthotrope
elastische Verhalten des geschédigten Materials

_b_ 4

- D p,w, D) . (7.16)
Die reversible logarithmische Verzerrung in der Referenzkonfiguration ergibt sich aus
(7.15) mit der thermischen Zustandsgleichung (5.44) zu

o

,.(4
H=—-py— =D
") POBH 47

‘.o (7.17)

(H) ist invariant beziiglich Starrkérperrotationen aus der Materialsymmetriegruppe in der
T

Referenzkonfiguration. Fiir einen beliebigen Rotationstensor der Symmetriegruppe Q, €

(Irf)(Qo *II) = Q, *-(I;I)(H) ‘ (7.18)

Fiir transversale Isotropie mit a, als materielle Symmetrieachse erhilt man z.B. die
zuldssigen Rotationstensoren zu

Go={Qy=cospl+(l—cosp)ag®@ag—sinpl xag|Qy € Go}, mitepe]|0,27]

Durch Vorrotieren der Spannung in die aktuelle Konfiguration ergibt sich das komple-
mentire Potential in der aktuellen Konfiguration und damit die Nachgiebigkeit

(DD ) =¥(DY RTxm) = — % (R"=R): D . (RTxR)  (7.19)
0
S w:DW: ¢
2po T

Daraus folgt fiir die reversible logarithmische Verzerrung in der aktuellen Konfiguration
durch Einsetzen in (5.45)

~(4)

=—p— =D%:x mit DY = RxD (7.20)

A

Dijkl = Rin Rjn RkoRlponop

X1A0, BRUHNS & MEYERS zeigen in [XBMO00], dass das hyperelastische Potential in
der aktuellen Konfiguration nach (7.19) invariant in der aktuellen Symmetriegruppe ist,
welche sich aus Gy durch eine Vorwirtsrotation ergibt

RxGo={R*Qy| Qo € Go} (7.21)

(7.20) ist somit die dquivalente Beschreibung in der aktuellen Konfiguration zu (7.17).
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Da von der fiir metallische Werkstoffe iiblichen Annahme Gebrauch gemacht wird, dass
die elastischen Verzerrungsanteile klein sind, wird fiir das komplementire Potential in der
aktuellen Konfiguration die komplementire elastische Verzerrungsenergie nach (6.59) und
folglich fiir die Nachgiebigkeit (6.66) verwendet. Unter der vorausgesetzten Isotropie der
Nachgiebigkeit des ungeschidigten Materials muss zwischen der ungeschiddigten Nach-
giebigkeit in der aktuellen und der Referenzkonfiguration nicht unterschieden werden. Da
sich die Nachgiebigkeit nach (6.66) auf die CAUCHY-Spannung bezieht, das hyperelastische
Potential nach (7.20), jedoch in den rotierten gewichteten Spannungen 7 formuliert ist,
ist eine Wichtung des Nachgiebigkeitstensors erforderlich. Unter der Annahme, dass die
elastischen Volumeninderungen gegeniiber denen aufgrund der Schidigungsevolution ver-
nachléssigbar sind, ldsst sich nach LEHMANN [Leh89] die folgende Niherungs-Beziehung
zwischen der CAUCHY- und der KIRCHHOFF-Spannung angeben

r=2sx —l—o- . (7.22)

0 1—-w

Diese Beziehung lisst sich physikalisch so interpretieren, dass die KIRCHHOFF-Spannung
diejenige Spannung ist, die in einem fiktiven ungeschidigten Material, also dem die Po-
ren umgebenden Matrixmaterial, wirkt. Damit entspricht die KIRCHHOFF-Spannung auch
der Effektivspannung bei isotroper Schidigung nach dem Effektivspannungskonzept von
RABOTNOV [Rab69] (siehe auch LEMAITRE [Lem96]). Die Hypothese der elastischen Ver-
zerrungsenergieiquivalenz nach SiDOROFF [Sid81] (siehe auch CHAN ET AL. [CLFT00])
sagt aus, dass die Effektivspannung in einem ungeschidigten Material dieselbe komple-
mentire Verzerrungsenergie erzeugt wie die CAUCHY-Spannung im geschiadigten Material.
Aufbauend auf diese Hypothese und unter Beachtung, dass es sich bei (6.59) um eine lo-
kale Betrachtung an einer Elementarvolumenzelle handelt, die die globalen Rotationen
bei finiten Deformationen nicht erfasst, kann in der komplementéren elastischen Verzer-
rungsenergie die CAUCHY-Spannung durch die KIRCHHOFF-Spannung ersetzt werden

Zz%a‘:D:a' —)f)z%(l—w)ﬂzl):(l——w)‘ir . (7.23)

Setzt man diesen Ausdruck in die GIBBs-Energie nach (7.19) ein, ergibt sich mit (7.22)
und (715)2 _
=X 1-— 1
U = =-( w)ﬂ:D:ﬂ:——ﬂ:Q(4):7r . (7.24)
(€) p 2p0 200
Um die Nachgiebigkeit nach (6.66) in (7.20) bzw. (5.44) zu verwenden, muss diese daher

wie folgt gewichtet werden

D® (w,ip) = (1-w)DCD®, w, D) (7.25)
D® (w) = (1-w)DCD",w,D) . (7.26)
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Mit der Darstellung der effektiven elastischen Nachgiebigkeit als isotrope Tensorfunktion
nach (6.66) erhilt man damit fiir den elastischen Anteil der GIBBS-Energie

_(1 _ w) 2 2 ~
V= — (al(tr(‘;r)) + 2agtr(m?) + 2agtr(D)tr () (7.27)

+4astr(Dn?) + as(tr(D7))? + 2a6tr('f)21r)tr(1r) + 4a7tr(’b27r2))
und daraus mit (7.20) den reversiblen logarithmischen Verzerrungstensor
ho= (1-w) {altr(ﬂ-)I + 20,7 + ag (tr('b'rr)I + tr(m)D) (7.28)
S L -2 = 2
+2a4 (WD + ‘Dﬂ') + astr(Dm)D + ag (tr(’D m)I + tr(w)D )

+2a7 (17'132 + ﬁQﬂ‘) }

Aus diesem hyperelastischen Ansatz kann eine hypoelastische Ratenformulierung fiir die
Verzerrungsgeschwindigkeit formuliert werden, die die exakte Integrierbarkeit gewihrlei-
stet. Dazu wird von der materiellen Zeitableitung des zuriickrotierten logarithmischen
Verzerrungstensors nach (7.17) ausgegangen
o

3I0 (D, w, ’1:3, II)] (7.29)

_, D
—Pth

H
()

Da die materiellen Symmetrieachsen in dieser Konfiguration keinen Starrkérperrotationen
aufgrund der Gesamtdeformation unterliegen, lasst sich dieses Maf eindeutig und konsi-
stent zum referentiellen logarithmischen Dehnungstensor integrieren. Vorrotieren dieser
Beziehung in die aktuelle Konfiguration liefert mit Anwendung der Kettenregel auf die
Argumente

E 0%

N S . 52U 52T
R __ R . R . R .
o =@U/om) "= oo Tt o DT g

(7.30)

Mit (4.102) kann die polare Rate durch die logarithmische Rate ersetzt werden und man
erhilt mit (7.20) und (4.96)

(=]

-1 (/o¥ o oV
D = - Y YR = LR __ QLR il .
(r) Po (377) +(3W)Q (317) (7-31)
4 o (4)
_ DW. R (3(—% DR 5? w) 7+ (DY QR (7.32)
w
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Die polare Rate des logarithmischen Verzerrungsmafies ergibt sich zu

° 6<h) a<h = 8(h)
ht= 2T _ . DR Y .
b wa+61) D"+ O ™ (7.34)
mit den partiellen Ableitungen nach (7.28)
oh
a(;) xR = (1-w) {altr(;rR)I + 20,7%R + ag (tr(p%ﬂ)z + tr(;rR)’D) (7.35)
+2a; (77D + Di™) + aste(DF")D
+as (tx(D* 7N + (") D") + 20 (77D + D7) |
oh
(r) . . 8a1 80;2
oW = {(1 w) ( 0 tr(w)I + 2 5 T+ (7.36)
30'3 = = 804 = ~
e (tr('Dﬂ')I + tr(‘lr)’D) +2 e (1r'D + ’D7r)
Oas - = Oag -2 -2
+ S u(DmD+ 52 (tr('D 7)1 + tr(w)D )
30,7 =2 =2
- (altr(ﬂ')l + 2a,7 + a3 (tr(’f)ﬂ')I + tr(n)’f))
+2a4 (r'f) + ’ﬁﬂ) + astr(D7)D + ag (tr(f)Qﬂ‘)I + tr(ﬂ')’bi)
+2a7 (71"132 + ’1321\')) } w
Bh ° ° [ o °
3;:) DR = (1-w) {a3 (tr(ﬂ"DR)I + tr(ﬂ')’DR) + 2ay4 (’DRﬂ' + ﬂf)R) (7.37)

+as (tr(‘;r'f)R)’b + tr('f)‘n')’bR>
+as (Qtr('f)ﬂ"bR)I + tr(mw)(DDR + ’bR'b))
+20; (7DD + xDD* + DD + DD }

Oftmals werden die Anteile der elastischen Verzerrungsgeschwindigkeit aufgrund der Schidi-

gungsentwicklung & und DR gegeniiber dem spannungsinduzierten Anteil vernachlissigt.
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Dies fiihrt auf die folgende Approximation

doh
(r)

) ~ orn

sl 4 (h)QLR - QLR(I_z) . (7.38)

7.3 Plastisches Materialverhalten

Das plastische Materialverhalten wird nach dem Verfahren der generalized standard media
entwickelt. Dabei wird nach der von LEMAITRE in [Lem96] vorgeschlagenen Methode
vorgegangen. Fiir den plastischen Anteil der GIBBS-Energie wird ein in der kinematischen
Verfestigung quadratischer Ansatz gemacht, der sich direkt in die aktuelle Konfiguration
vorrotieren lasst

. 1 AN

&= o (QK(K) +el: 4) = 5
Fiir die lineare isotrope Verfestigung wird ein Ansatz mit linearen Termen und Abkling-

(2K (k) + ¢ :¢) = (\g . (7.39)

termen gewihlt
K(K) = ¢a (/c L exp(cngfi)) T (7.40)
Cy2 2
c¢ sowie ¢4y, €2 und c.3 sind Materialparameter. Die thermodynamisch konjugierten
Kréfte der plastischen Zustandsvariablen - Z, ist konjugiert zu s und Z ist konjugiert
zu { - werden als partielle Ableitungen der GiBBS-Energie nach den Zustandsvariablen in
der aktuellen Konfiguration identifiziert

ov _ oK

Ze(k) = P = He = cx1 (1 — exp(ceak)) + ceak (7.41)
ov
20) = moy =e - (.42

Die Fliebedingung wird in der Form nach LEMAITRE [Lem96| bzw. HAYAKAWA, MURA-
KAMI & Liu [HMLO8| gewihlt

f="meg —m(w)(my, + Zc(k)) <0 (7.43)
mit der dquivalenten plastischen Spannung
3 -
Meqg = \/i(ﬂ'D—Z() M_(4)(D) : (TFD—Z() . (744)

Das Dissipationspotential wird so gewahlt, dass es mit der FlieBbedingung zusammenfillt.
Man erhilt eine assoziierte FlieBregel

of of

D = —_— = —_— .

0 p A 3D (7.45)
3A

= 22 A @D (gD —
5 MO(D) : (x” ~ )
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Plastische Deformationen treten nur auf, wenn sowohl die FlieBbedingung als auch die
Belastungsbedingung erfiillt sind. Diese Bedingungen werden in der Gleichung fiir den
plastischen Multiplikator beriicksichtigt

A, wenn f =0 und 9f o9 > 0
on

0, sonst

A= (7.46)

Auflerdem gilt fiir den plastischen Multiplikator
A>0 . (7.47)

Die Evolutionsgesetze der internen Zustandsvariablen erhélt man durch Ableiten des Dis-
sipationspotentials nach den konjugierten thermodynamischen Kriften

of

K A m(w) (7.48)
° 8 of 3\
g = =~ MYD - Z) . 49
{0 = Agp = o MOD): (x° - ) (7.49)
Der plastische Multiplikator kann aus der Konsistenzbedingung bestimmt werden
;_ Of o, Of 4 3f of . Of &g
1= on 7 ag B gt u Y 5B (7.50)

Die in dieser Gleichung vorkommenden Terme, die die Raten der Schidigungsvariablen
enthalten, hangen auch vom plastischen Multiplikator ab, der in seiner endgiiltigen Form
in Abschnitt 7.5.3 angegeben wird.

Die Materialfunktion M (4) (ﬁ) muss positiv definit sein, damit die Norm von 7 positiv
ist. Sie muss auBerdem so gewihlt werden, dass der Ausdruck (w2 — Z;) : M™W(D) :
(P — Z,) die Invarianzbedingung beziiglich der Symmetriegruppe R * Gy erfiillt

ﬂeq(Q*ﬂ-D,Q*ZC,Q*’b) :Q*weq(wD,Zc,ﬁ) . (7.51)

Im Riickgriff auf die Betrachtungen zur Ermittlung der effektiven elastischen Nachgiebig-
keitsmatrix kann damit unter Beachtung, dass nur quadratische Terme in ® vorkommen,
eine isotrope Tensorfunktion als allgemeiner Ansatz fiir die dquivalente Spannung ange-
geben werden
2 - _ . —_ . = —
5 WZQ = mp (1:.1‘(7T'D))2 + mmtr((wD)z) + m'DatI‘(D WD)tI'(Tl'D) (752)
trvpatr(D (TP)) + mps(tr(D 7P))2 + pstr (D’ 72)tr(7P)
- =2
+mp7tI‘(D (7TD)2)
mit 7l =P -2Z, . (7.53)
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Unter Beachtung von tr(#°) = 0 wird daraus

Zr2 = potr((FP)2) + mpstr(D (TP)2) + mps(tr(D 7P))? (7.54)
+prte(D° (FP)?)

Damit lasst sich der Anisotropietensor allgemein wie folgt darstellen

Mijkl('b) = mp1(dikdji + Sudjk) (7.55)

+mp2(6Dji + 0aDjx + 85D + ;D) + mps(Di;Dyr)
+mpa(6ik (D)% + 6u(D) % + 656 (D)7 + 8;(D)3)

bzw. in basisfreier Form
MO(D) = 2mpI + 2mpp( D+DI) + mpsD @ D + 2mpy(1 D°+D° 1) (7.56)

Im Falle, dass mps = mps = 0 gilt, geht M (D) in das von HAYAKAWA, MURAKAMI
& Liu in [HML98| vorgeschlagene Maf} iiber. Da fiir ungeschiidigtes Material die
VON Misks Fliebedingung gilt, folgt

mp1 = O, 9 . (757)

Die Koeffizienten mp; bis mps kénnen auflerdem von den Invarianten von D und 7P
abhingen. Hier wird jedoch davon ausgegangen, dass es sich um materialabhingige Gréflen
handelt. Fiir die Ableitung der Flieffunktion nach dem Schédigungstensor erhidlt man
damit

of _ 3
6® 47req

(4mme + 2mpstr(D TO)FL + dmps(D (7P)% + (7P)? 1’3)) . (7.58)

Die Funktion m(w) beriicksichtigt den Einfluss des Porenvolumenanteils auf die Anderung
der Fliefigrenze. Unter der Voraussetzung, dass der Term 7, + Z,; die aktuelle Fliefigrenze
des ungeschidigten Materials bei plastischen Deformationsprozessen kennzeichnet, wird
der folgende in w quadratische Ansatz gemacht

m(w) = 1 + My w + Mo w? . (7.59)

Trifft man die Annahme, dass fiir einen kritischen Wert des Porenvolumensanteils w, die
Flieflgrenze des Materials Null wird, so erhilt man

1
1_ — +m ‘;c(|+mw(;2 “ynn0<(l)<(;
m(UJ) = (U)C “ ) ’ ¢ ¢ . (760)

0 , sonst
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Die fiir die Konsistenzbedingung benétigte Ableitung der Fliefunktion nach dem Poren-
volumenanteil erhdlt man somit zu

of 1
S —ny+ 20 (malow - - 1) (761)
Weiterhin kann aus der Bedingung, dass die Fliefigrenze des geschidigten Materials kleiner
sein muss als die des ungeschidigten Materials, eine Nebenbedingung fiir die Materialko-

effizienten abgeleitet werden
0<mw) <1 Vwel0w] . (7.62)

Die Forderung, dass m(w) eine in w monoton fallende Funktion sein muss, liefert

-1 1

7.4 Schadigungsinduzierte Deformationen

Die thermodynamisch konjugierten Krifte zu den SchidigungsmaBen w und D erhilt man
als Ableitungen der GIBBS-Energie nach den Schidigungsmafien. Einsetzen von (7.9) und
(7.27) liefert die folgenden Ausdriicke

Z, = po g—i = % (al (tr(m))? + 2atr(7?) + 2a3tr(Dm)tr(m) (7.64)
+agtr(Dr?) + as(tr(Dr))? + 2atr(D ) tr(m)
Harir(D'?) ) - l;—“’ ( %%1 (tr(m))? + 2 %% tr(m2)
+2 % tr(Dm)tr(n) + 4 % tr(Dn?) + % (tr(Dm))?
+2 % tr(D m)te(m) + 4 g:'j tr('bz‘lrz))
Z» = po %’ = iz"i) ((aatr(ﬂ) + astr(D 7)) 7 + 2a47? (7.65)

+agtr(m)(D 7 + 7 D) + 2a:(D 72 + 7 15))

Zur Formulierung der Evolutionsgleichungen der Schidigungsmafle bieten sich verschie-
dene Konzepte an.
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Dabei wird immer mindestens eine der folgenden Gréflen als entscheidend fiir die Evolu-
tion der Schidigungsmafle angesehen

o die plastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten,
e der Spannungszustand oder

o die thermodynamisch konjugierten Krifte der Schidigungsmafle.

Welcher dieser Ansitze angewendet wird, hingt oftmals davon ab, ob ein sprides oder
ein duktiles Material beschrieben wird. Hiufig werden die Ansétze auch in Abhéngigkeit
einer Kombination dieser Gréfen formuliert.

7.4.1 Aufspaltung der schidigungsinduzierten Verzerrungsge-
schwindigkeit

Ausgehend von der Vorstellung, dass die Rate des Porenvolumenanteils lediglich den iso-
tropen Anteil der schidigungsinduzierten Verzerrungsrate beeinflusst, und die Rate des
Schidigungstensors D ihren anisotropen Anteil, wird die Verzerrungsrate in der folgenden
Weise in einen isotropen und einen anisotropen (deviatorischen) Anteil aufgespalten

D= 1tr(D)I +DP=D*+D" . (7.66)
@ 3 @ @ @ (@

7.4.2 Entwicklung der isotropen Schidigung

Die Evolution von Poren in einem Material kann additiv in Bildung, Wachstum und
Verschmelzung von Mikroporen aufgespalten werden. Da nur schwache Porenverteilungen
betrachtet werden, wird der Prozess der Porenverschmelzung nicht beriicksichtigt

D=0+ a . (7.67)
() (o)

Folgende Nebenbedingungen werden vorausgesetzt

Gw=0) = 0 (7.68)
(9)
o4
W <0 (7.69)
da
W5 (7.70)

ow
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Die erste Bedingung bedeutet, dass fiir jungfriuliches Material davon ausgegangen wird,
dass keine Poren vorliegen. Die zweite Bedingung reflektiert die Annahme, dass der Bil-
dungsterm mit zunehmendem Porenvolumenanteil abnimmt und ein Séttigungsverhalten
aufweist. Die dritte Bedingung resultiert aus der Vorstellung, dass der Wachstumsterm
mit zunehmendem Porenvolumenanteil an Bedeutung gewinnen muss. Da es sich bei dem
vorliegenden Stoffgesetz um ein Gesetz fiir duktiles Material handelt, erscheint es sinn-
voll, die Evolution des Porenvolumenanteils in Abhéngigkeit der plastischen Dehnungen
zu formulieren. Die Verwendung der plastischen Deformationsrate beruht dabei auf der
Annahme, dass die lokalen Spannungskonzentrationen bei Beginn des plastischen Flie-
ens ausreichen, um Porenbildung und -wachstum auch bei kleinen Gesamtdeformationen
zu initiieren (GoODS & BROWN [GB79] zitiert nach SCHIESSE [Sch94]). Auflerdem si-
chert die Verwendung der plastischen Verzerrungsrate gleichzeitig, dass bei Entlastung
kein Schidigungsfortschritt auftritt. Die GroBe der Anderung des Porenvolumenanteils
soll weiterhin abhingig von der Grofle der zum Porenvolumenanteil konjugierten Kraft
Z,, sein. Damit wird der Zusammenhang zwischen dem hydrostatischen Anteil der Span-
nungen und der Rate des Porenvolumenanteils beriicksichtigt. Ein Separationsansatz der
Variablen liefert

o= <f () faZ)f <D)>trm (7.71)
1 2 w 3(p) . .

Ein Ansatz fiir den vom Porenvolumen abhingigen Anteil, der die Bedingungen (7.68) -
(7.70) beriicksichtigt, lautet

fr(w) = cuy exp(—cuaw) + oz w + Cogw? mit ¢,; >0 (i=1.4) . (7.72)

Der erste Summand in diesem Ansatz stellt den Bildungsterm dar. Die Konstante c,;
bestimmt die Anfangssteigung der Porenbildung, ¢, ist die Abklingkonstante. Der zweite
und dritte Summand bilden das Porenwachstum ab, das mit zunehmendem Porenvolu-
menanteil an Bedeutung gewinnt. Die Abhéngigkeit von der plastischen Verzerrungsge-
schwindigkeit wird durch die dquivalente plastische Verzerrungsrate ausgedriickt, die im
Falle ungeschidigten Materials mit der Rate der isotropen Verfestigungsvariable x zusam-
menfillt

2
) = -D:D
P 3 »

= %@\/?[M(")(i)) :FD] : [_M_(“)(@) :FD]

Aus Vereinfachungsgriinden wird ein linearer Ansatz gewahlt

(7.73)

fz((IPJ)) =p - (7.74)
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Auch die Abhingigkeit von der thermodynamischen Kraft wird als linear angenommen. Da
die GiBBS-Energie bei einer Vergrofierung des Porenvolumenanteils sinkt, wird folgender
Ansatz gewihlt

filZ,)y=-2, . (7.75)

Die McCAULEY-Klammern in (7.71) stellen eine weitere Belastungsbedingung fiir die
Schidigung dar. Dem Gedankengang von SCHIESSE in [Sch94] folgend muss diese erfiillt
sein, wenn zumindest in einer der Hauptspannungsrichtungen Zug vorliegt. Diese Vorstel-
lung wird hier nicht vertreten, da selbst bei sehr hohen Triaxialititsverhiltnissen mit zwei
sehr groflen Druckspannungen und einer sehr kleinen Zugspannung der Porenvolumenan-
teil wachsen wiirde. Der von FELDMULLER in [Fel91] verwendete Ansatz, der voraussetzt,
dass hydrostatischer Zug vorherrschen muss, damit die Evolution des Porenvolumenan-
teils stattfindet, erscheint zu restriktiv. Dieser Ansatz ldsst keine Schidigungsevolution fiir
reine Schubspannungszustinde zu. Daher wird die Belastungsbedingung auf den Punkt
tr(ar) = 0 erweitert. Die Verwendung einer zusitzlichen Belastungsbedingung zur ther-
modynamisch konjugierten Kraft ldsst sich mit der Erfiillung der thermodynamischen
Konsistenz begriinden. Wiirde diese Bedingung nicht eingefiihrt, wéire z.B. bei hydrosta-
tischen Druckspannungszustinden eine Evolution des Porenvolumenanteils moglich, was
als physikalisch unsinnig anzusehen ist

tr(m) _ f, wenn tr(a) >0 -
() { 0, sonst (7.76)
Heilung wird fiir die Evolution des Porenvolumenanteils ausgeschlossen
w>0 . (7.77)

Einsetzen von (7.72), (7.74) und (7.75) in (7.71) liefert damit die Evolutionsgleichung fiir
den Porenvolumenanteil

W= <—pr(cu,1 exp(—Cua W) + Cuz W + Cug w2)>tr(7r) , (7.78)
Die Erfiillung von (7.77) lasst sich fiir beliebige anisotrope Schidigungskonfigurationen
und beliebige Spannungszustinde mit hydrostatischem Zug nicht allgemein nachweisen.
Fiir isotrope Schidigung kann die Bedingung durch die restriktivere Bedingung

aai
(1-w) 50

—a; >0, i=(L,2) (7.79)
ersetzt werden. Damit wird davon ausgegangen, dass bei moderatem anisotropen Schidi-
gungszustand die Bedingung (7.77) weiterhin erfiillt ist. Die Erfiillung der Gleichungen
(7.79) lasst sich mit den gewihlten Ansitzen fiir die Koeffizienten der elastischen Nach-
giebigkeit bis zu einem Porenvolumenanteil von w = 0, 22 numerisch zeigen.
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Zur Ermittlung des Zusammenhangs zwischen der Rate des Porenvolumenanteils und
dem isotropen Anteil der schidigungsinduzierten Verzerrungsgeschwindigkeit wird das
Verhiltnis des Volumens des unbelasteten, ungeschédigten Materials Vy zu dem des ela-
stisch entlasteten geschidigten Materials V* betrachtet

av*
det£; = v, (7.80)
Fiir die Spur der schidigungsinduzierten Verzerrungen erhilt man damit
0
() =1n % : (7.81)
Mit der Beziehung
o= (1 —wp (7.82)
ergibt sich fiir die Spur der schidigungsinduzierten Deformationsgeschwindigkeit
(D) = —“— +ir(h QM) — (@R B) = -2 (7.83)
@ 14w (d) @ 14w

Somit erhilt man fiir den isotropen Anteil der schidigungsinduzierten Verzerrungsrate
(siehe z.B. auch MITTELBACH in [Mit95])
, w
D= ———TI . 7.84
@ 3(1-w) (7.84)

7.4.3 Entwicklung der anisotropen Schidigung

Zur Evolution der anisotropen Schidigung miissen Gleichungen fiir die Rate der gewich-
teten Fourierkoeffizienten D und fiir den Deviator des schidigungsinduzierten Anteils der
Verzerrungsgeschwindigkeit formuliert werden. Dabei werden in der Literatur verschiede-
ne Ansatze verfolgt. Haufig werden aufgrund mangelnder mikromechanischer Kenntnisse
der Zusammenhinge die Evolutionsgleichungen fiir beide Gréfien unabhéngig voneinander
angegeben.

7.4.3.1 Ansatz fiir Entwicklung der gewichteten Fourierkoeffizienten

Die Entwicklung der gewichteten Fourierkoeflizienten erfolgt unter Beachtung der folgen-
den Bedingungen.

1. Die Volumendichte in beliebige Richtungen n darf nicht negativ werden

D(n)>0— 237; +D: f(n)>0— MIN(D : f(n)) = %;i : (7.85)
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2. Die Integration des anisotropen Anteils der Volumendichte D(n) iiber der Einheits-
kugel und folglich auch deren Rate muss verschwinden

D9 f(n)dA =0 (7.86)

Die Erfiillung von (7.85) kann ausgehend von isotroper Anfangsschddigung durch den
Ausschluss von Heilung in irgendeiner Richtung, wie es auch SCHIESSE in [Sch94] fordert,
sichergestellt werden

D(n) > 0 > ;’—w + D% f(n) >0 — MIN(DY : f(n)) = '2"_: . (7.87)
Diese restriktivere Bedingung fiihrt jedoch dazu, dass Rissschidigung lediglich ausgehend
von ungeschidigtem Material oder anisotrop vorgeschidigtem Material beschrieben wer-
den kann, da ansonsten Heilung in den Richtungen senkrecht zur Rissnormalen stattfin-
den miisste. Trotzdem wird aufgrund der besseren mathematischen Handhabbarkeit die
Gleichung (7.87) als hinreichende Bedingung zur Erfiillung von (7.85) verwendet. Nach
Einsetzen der gewichteten Fourierkoeffizienten lautet diese Bedingung

w

— +uD: F(n)+wD: f(n) >0 . (7.88)

Die Verwendung der logarithmischen Zeitableitung an Stelle der polaren Rate ist an dieser
Stelle zulissig, da die Erfiilllung der Ungleichung fiir alle Richtungen n gefordert wird. Die
zusitzliche Rotation hat daher keinen Einfluss auf die Erfiillung der Ungleichung, lediglich
die Richtungen der Eigenvektoren éndern sich. Unter Beachtung der Deviatoreigenschaft
von D kann das doppelte Skalarprodukt der gewichteten Fourierkoeffizienten mit den Fou-
rierfunktionen durch den kleinsten Eigenwert der gewichteten Fourierkoeflizienten ersetzt
werden

D fn) > 2 (1420 (Bun) (7.89)

Die Grofle (’15,-)1,,1,1 bezeichnet den kleinsten Eigenwert der gewichteten Fourierkoeffizien-
ten. Damit ist auch die auf BODNER & CHAN [BC86] zuriickgehende Forderung, dass die
Entwicklung der Schiadigung in eine Richtung n nicht von der bereits in diese Richtung
vorhandenen Schidigung, abhingt, sondern nur von einer skalaren Norm des Schadigungs-
tensors, erfiillt. Der Term auf der rechten Seite der Ungleichung ist unter Beachtung von
(7.85) immer negativ, da nur Wachstum des Porenvolumenanteils zugelassen wird. Da
diese Bedingung fiir beliebige Richtungen erfiillt sein muss, kann auch das doppelte Ska-
larprodukt der Rate der gewichteten Fourierkoeffizienten durch den kleinsten Eigenwert

ersetzt werden, der aufgrund der Deviatoreigenschaft von D¢ immer negativ ist. Diese
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Bedingung ist zwar restriktiver als die Bedingung verschwindender Heilung, sichert aber
deren Erfiillung hinreichend auf einfache Weise

pe —w ~

(i > 5 (1+2n (Di)mm) . (7.90)
Man erkennt, dass nach (7.90) fiir ein ungeschidigtes Material mit w = 0 und D = 0
beliebig kleine Raten der gewichteten Fourierkoeffizienten zuldssig sind. Damit wére eine
Verletzung von (7.85) moglich. Dieses wird bei der Formulierung der Evolutionsgleichung
durch die Verwendung des kritischen Porenvolumenanteils w, als Schranke beriicksichtigt.

Ausgehend von der Annahme, dass die thermodynamisch konjugierte Kraft der anisotro-
pen Schidigung ausschlaggebend fiir deren Evolution ist, kann damit eine Evolutionsglei-
chung angegeben werden, die alle oben genannten Bedingungen erfiillt

—CDld)
2rw, (ZP

1 )max

Dhos — (1+2n (ﬁj)min) zD (7.91)
(Z,-D)mx bezeichnet den grofiten Eigenwert von Z5. Die skalare Funktion cp; wird als
Materialkonstante gewihlt; Thr Wert muss im Intervall [0, 1] liegen.

7.4.3.2 Ansatz fiir die anisotrope schidigungsinduzierte Verzerrungsgeschwin-
digkeit

Die thermodynamisch treibende Kraft zu den schidigungsinduzierten Verzerrungen ist die
Spannung 7. Zwischen den anisotropen schidigungsinduzierten Deformationsgeschwin-
digkeiten und der Rate der gewichteten Fourierkoeffizienten ist auf der Makroebene kein
eindeutiger Zusammenhang bekannt. Weitere mikromechanische Betrachtungen und an-
schlieende Homogenisierung kénnten hier Aufschluss geben.

Da davon ausgegangen werden kann, dass neben 7 auch die momentane Defektkonfigura-
tion einen Einfluss auf die anisotrope schidigungsinduzierte Verzerrungsgeschwindigkeit
hat, wird ohne Einschriankung der Allgemeinheit eine isotrope Tensorfunktion gewihlt
-(ld))D = Cpod +épym+ 51)271'2 + 51)313 + 51)4132 + 595(71' i) + D 7\') + (792]
+Epg(m? D+D m2) + épr(m ’132 + D’ ) + épg(m? D+ D’ ?)

Die in diesem Ansatz vorkommenden Koeffizienten ¢p; beriicksichtigen neben den Grun-
dinvarianten der Argumenttensoren die dquivalente plastische Verzerrungsrate p und den
Porenvolumenanteil w

61)1.’ :éDi( j),w,tl‘( ) ( ) ( ),,tI‘(D ), (793)

%), tr
tr(w D), tr(w? D), tr(w D),
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Geht man davon aus, dass sich mit den verwendeten Argumenten die anisotrope schidi-
gungsinduzierte Verzerrungsgeschwindigkeit vollstindig beschreiben lisst, so kann diese
nach dem Prinzip von CALEY-HAMILTON auch nach einer mikromechanischen Betrach-
tung immer in die angegebene Form (7.92) iiberfiihrt werden.

Aus Praktikabilititsgriinden und aufgrund der Annahme, dass der zu beschreibende Ani-
sotropiegrad der Schidigung moderat ist, wird der Ansatz (7.92) auf die in D linearen
Glieder beschrinkt. Der Einfluss der dquivalenten Verzerrungsrate und des Porenvolu-
menanteils wird als linear angenommen. Damit erhilt man unter Ausnutzung der Devia-
toreigenschaft der anisotropen schidigungsinduzierten Verzerrungsgeschwindigkeit

({{))D = cpppwn? + ep3pw (3t1r(11'2 D) — tr(m)tr(m ’b)) (r D+ D m)P. (7.94)

¢ps und cpy werden als Materialparameter unabhingig von den Grundinvarianten der iso-

tropen Tensorfunktion gewdhlt. Die Wahl des skalaren Klammerterms im zweiten Sum-
manden ist zur Sicherung der Erfiillung der dissipativen Ungleichung erforderlich.

7.5 Nachweis der thermodynamischen Konsistenz

Der Nachweis der thermodynamischen Konstistenz beschrankt sich auf die Erfiillung der
mechanischen dissipativen Ungleichung nach (5.67).

7.5.1 Erfiillung der plastischen dissipativen Ungleichung

Zum Nachweis der thermodynamischen Konsistenz fiir den plastischen Anteil werden
(7.45), (7.41), (7.42), (7.48) und (7.49) in (7.13) eingesetzt. Man erhilt

Teqg — Zxm(w) >0 . (7.95)
Die Einhaltung der FlieBbedingung wihrend plastischer Deformationsprozesse liefert
Zem(w) = Teq — m{w)my (7.96)

und nach Einsetzen
m(w)m, 20 . (7.97)

Da fiir die AnfangsflieBspannung des ungeschidigten Materials
7y > 0 (7.98)
gilt, folgert man zur Erfiillung des plastischen Anteils der dissipativen Ungleichung

mw) >0 . (7.99)
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7.5.2 Erfiillung der schidigungsinduzierten dissipativen Unglei-
chung

Zur Erfiillung der schiadigungsinduzierten dissipativen Ungleichung wird die Aufspaltung
der Verzerrungsgeschwindigkeit nach (7.66) in (7.14) eingesetzt. Man erhilt

w;(dD)i— wa+n:80—zp D >0 . (7.100)

Diese Ungleichung lisst sich wiederum in eine Ungleichung fiir den isotropen und eine fiir
den anisotropen Anteil aufteilen

w:D'— Z > 0 (7.101)
(d)

n;g)—zp:i)"’g > 0 . (7.102)

Einsetzen von (7.84) und (7.77) liefert fiir den isotropen Anteil der Schidigung
w

30—y M Z5p(con exp(~Cugw) + Cupw + Cuaw®) >0 . (7.103)

Isotropes Wachstum des Porenvolumenanteils tritt nur bei hydrostatischen Zugspannungs-
zustinden auf. Da auflerdem alle Konstanten c,; positiv sind, ist die Erfiillung der ther-
modynamischen Konsistenz des isotropen Anteils des schadigungsinduzierten Material-
verhaltens im Rahmen der angegebenen Stoffgleichungen gewihrleistet.

Zur Uberpriifung der dissipativen Ungleichung (7.102) werden die Ratengleichung fiir die
Fourierkoeffizienten (7.91) und der deviatorische Anteil der schidigungsinduzierten De-
formationsrate (7.94) eingesetzt

Pw (cmﬂ' : 2 4 ¢p3(3tr(n? D) — tr(m)tr(w D))(w : (7w D)P (7.104)
4 (D ﬂ)D)) + ﬁ— (1+27r(15j)m) Zp:Z5 > 0

Der zweite Summand ist unter Beachtung von (7.85) und (7.77) fiir ¢p; > 0 immer grofier
oder gleich Null. Zur Auswertung des ersten Summanden wird die Beziehung

(r:(xD)P+ (m: (Dw)P =2 (tr(ﬂ'2 D) - %tl‘(ﬂ')tl‘(ﬂ' '13)) (7.105)

eingesetzt. Damit wird auch der erste Summand in (7.104) nicht negativ, wenn die Ma-
terialparameter cp, und cpg nicht negativ gewihlt werden.

Die thermodynamische Konsistenz des schidigungsinduzierten Anteils des Materialver-
haltens des vorgestellten Stoffgesetzes ist damit fiir alle Prozesse sichergestellt.
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7.5.3 Zeitintegration der konstitutiven Gleichungen

Der plastische Multiplikator kann durch Einsetzen der konstitutiven Beziehungen (7.42),
(7.41), (7.48), (7.49), (7.61), (7.58), (7.78) und (7.91) in die Konsistenzbedingung (7.50)
unter Beachtung der Bedingungen fiir das Auftreten plastischer Verzerrungen (7.46) be-
stimmt werden

ZA . af . °[Og
)= N, wennf—Ounda—“.'n- >0 (7.106)
0, sonst
mit
Zy = 23 {(Mw (D) : &) : ((’n’D)R +cc(¢ QP + QR ¢)) (7.107)
eq
+ % [4mmifﬂ + 2mpstr (D TYFP + 8mp, D (Fr"D)z] QD+ D QLR)}
_ 9 @By . =Dy (O DY . m DY) 4 2oy DK
N, = in?, (MDY : 7)) : (MY (D) : 7°) + m*(w) B2
w) 2, 3 - L
<—f D% (8 M D) 7) - (MO (D) - 77)
eq

o 1 3epy (1 + Q(ﬁj)min)
{w B e ) = ) P

- - tr(m)
[4mmﬁD + 2mpatr(D )7 + 8mps D (FD)2] : Z3 }>

max

Die direkte Integration der in der aktuellen Konfiguration formulierten tensoriellen Raten-
gleichungen ist aufgrund der Verwendung der logarithmischen Zeitableitung nicht méglich.
Zieht man die logarithmische Zeitableitung eines beliebigen EULERschen Tensors A in die
mit R'? rotierte Konfiguration zuriick, so erhiilt man nach (4.77) die materielle Zeita-
bleitung des zuriickrotierten Tensors R*? x A selbst in dieser Konfiguration

RS« A% = (R « A) . (7.108)

Fiihrt man also die Zeitintegration von R"9 % A9 in dieser Konfiguration durch und
rotiert das so erhaltene Ergebnis wieder in die aktuelle Konfiguration vor, so erhilt man
die aufintegrierte Grofle A in der aktuellen Konfiguration ausgehend von der in Ratenform
vorliegenden Entwicklungsgleichung

t
A = (R x / (R"9 % AP9)dr . (7.109)
0
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Fiir die Integration erhélt man ausgehend von (7.48), (7.49), (7.7) und (7.8) fiir die inter-
nen Variablen

t

kK = /Am(w)dT (7.110)
0
t
¢ = (R x / %Rl"g*(M(“)(f)):?D) dr (7.111)
€q
i
w = / (=20 pm(w)) ™ dr (7.112)
0
D = (R°9)T [ e (Hzﬂ(ﬁj)mm) R % ZBd 7.113
= R [ 2Bdr . (T113)

Die logarithmische Verzerrungsrate ergibt sich aus dem reversiblen Anteil (h) , der sich
T

direkt aus dem hyperelastischen Stoffgesetz (7.20) bestimmen lisst, und dem irreversiblen
Anteil (h) , der sich durch Integration der inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeitsanteile
1

nach (7.45), (7.84) und (7.92) ergibt,

t
-1 0¥
h = — 2= log\T log =D '
o~ + (R9) */R * { AT (7.114)
0

+pw (cm_ﬂ'D + cpa(tr(7?D) — tr(nD)tr(x)) (x D + D ﬂ)D) } dr
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8. Erstellung einer Finite-Element-
Formulierung

Zur Berechnung belasteter Strukturen mit dem nichtlinearen Stoffgesetz wird dieses in
einer Elementformulierung in das finite Element Programm FEAP von R.L. TAYLOR
implementiert. Hierzu wird eine Elementroutine mit bilinearen Ansatzfunktionen in Zy-
linderkoordinaten entwickelt, die rotationssymmetrische Probleme unter Beriicksichtigung
der geometrischen und der physikalischen Nichtlinearitdt des Stoffgesetzes in dem kine-
matischen Rahmen fiir endliche Deformationen beschreibt.

In diesem Kapitel wird das Prinzip der virtuellen Arbeit als Grundlage fiir die Formu-
lierung der Methode der finiten Elemente unter Beriicksichtigung der gew#hlten mitro-
tierenden logarithmischen Spannungsableitung hergeleitet und zeitlich diskretisiert. Der
Rahmen zur exakten Berechnung der fiir die Stoffgesetzintegration bendtigten kinemati-
schen Groflen wird fiir die gewihlte Beschreibung in Zylinderkoordinaten angegeben und
das Prinzip der virtuellen Arbeit geometrisch diskretisiert. Die Schritte zur kinematisch
exakten Integration des Stoffgesetzes und die Berechnung der Tangentensteifigkeiten zur
Bestimmung der Elementsteifigkeitsmatrizen werden beschrieben.

8.1 Die schwache Form des Kriftegleichgewichts

Zur Implementierung des Stoffgesetzes in eine finite Element-Formulierung fiir endliche
Formé#nderungen wird die schwache Form des Kriftegleichgewichts entwickelt. Dazu kann
von der Impulsgleichung in der materiellen Beschreibung (5.10) ausgegangen werden. Diese
wird skalar mit einer virtuellen Verschiebung éU multipliziert und {iber das Referenzvo-
lumen des betrachteten Korpers integriert

/Divfp §U dV, +/p0b §U dVy — /poi) SUAV, =0 . (8.1)
Bo Bo Bo

U muss auf den Réndern des Korpers Oy By, auf denen Verschiebungsrandbedingungen
vorgegeben sind, verschwinden. Es muss somit aus der Menge Vy der kinematisch ver-
tréglichen Verschiebungsvariationen in der Referenzkonfiguration gewahlt werden

Vo={8U:B* > R | §U(X) =0 fiir X € 9yBo} - (8.2)
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Nach Anwendung der Kettenregel, des Divergenztheorems (A.2) und des Theorems von
CAUCHY (4.105) erhélt man damit die virtuelle Arbeit des Korpers, die sich in dynamische
und statische Anteile aufspalten ldsst

/ ma 8U dVy + G(P,5U) = 0 (8.3)
Bo
G('P,sU) =/’P : Grad 60U dV, —/pgb U dV — /tcSUdAO : (8.4)
Bo By By

Diese schwache Form der Gleichgewichtsbedingung kann durch Einsetzen der EULERschen
Gré8en oder in analoger Vorgehensweise ausgehend von der raumlichen Impulsbilanz (5.9)
in der aktuellen Konfiguration angegeben werden. Mit den virtuellen Verschiebungen du
in der aktuellen Konfiguration, die Elemente der Menge der kinematisch zuldssigen Ver-
schiebungsvariationen in der aktuellen Konfiguration sein miissen

V, = {u:B— R |bu(z)=0firz € d,B} |, (8.5)

erhalt man fiir den statischen Anteil der schwachen Form des Gleichgewichts

G(T,éU):/T:gradéudTV—/pbéudV—/téudA . (8.6)
By B, B,

Dabei stellt der erste Term die virtuelle Formanderungsarbeit 6 dar. Die anderen bei-
den Terme entsprechen der virtuellen Arbeit aller Auleren flichenhaft und volumenhaft
verteilt angreifenden Krifte 644 und 6 Ay. Beriicksichtigt man weiterhin die Symmetrie
des KIRCHHOFF-Spannungstensors und die Vertauschbarkeit von Gradientenbildung und
Variation, so gelangt man zu

1
G(tT,6u) = /1-: 56(g~radu+(gradu)T) % —/pb budV — /téudA (8.7)

B B¢ o8Bt
_ /T:(ge(—z)i}i_ pbéudV—/téudA

Bt B: OB,
= G(r,0e"?) |

6e(=?) ist die Variation des ALMANSI-Verzerrungstensors. Diese Form des Prinzips der
virtuellen Arbeit entspricht dem fiir kleine Forminderungen mit dem Unterschied, dass
sich alle Groflen auf die aktuell betrachtete Konfiguration beziehen und iiber das aktuelle
Volumen des Koérpers B integriert wird.




8.2. Numerische Lésungsmethode des statischen Randwertproblems 131

8.2 Numerische Lésungsmethode des statischen Rand-
wertproblems

Beschrankt man sich auf statische Prozesse, so ldsst sich die Variationsformulierung des
mechanischen Randwertproblems wie folgt angeben:

Bestimme die Spannung 7 und die Konfiguration x so, dass

G(r,0u) =0 (8.8)

fiir beliebige Verschiebungsvariationen du € V), erfiillt ist.

Zur Losung dieses nichtlinearen Randwertproblems wird eine inkrementelle Formulierung
gewahlt. Hierbei wird die Zeit der Lastaufbringung in viele kleine Zeitintervalle At aufge-
teilt. Dabei wird davon ausgegangen, dass jeweils die Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢
bekannt ist; die Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢t + At wird gesucht. Im Rahmen eines
modifizierten NEWTON-RAPHSON-Verfahrens wird zu Beginn eines Lastschrittes die Stei-
figkeitsmatrix berechnet und anschlieflend eine Gleichgewichtsiteration durchgefiihrt. Die
Steifigkeitsmatrix wird bei diesem Verfahren wihrend der Iteration nicht verindert. Als
Abbruchkriterium fiir die Gleichgewichtsiteration im Zeitschritt wird ein FehlermaR defi-
niert, welches das Kriftegleichgewicht zwischen dem Vektor der inneren Lasten und dem
der dufleren Lasten vergleicht. Die Genauigkeit der Steifigkeitsmatrix bestimmt daher im
Wesentlichen die Konvergenzgeschwindigkeit.

8.2.1 Wahl einer Bezugskonfiguration

Zur Auswertung des Prinzips der virtuellen Arbeit muss eine Transformation auf ei-
ne bekannte Gleichgewichtskonfiguration erfolgen. Hierbei ist prinzipiell jede bekannte
Gleichgewichtskonfiguration zulissig. In der Praxis haben sich zwei Darstellungsweisen
durchgesetzt. Bei der TOTAL-LAGRANGE-Formulierung werden alle Groflen auf die unver-
formte Ausgangskonfiguration bezogen. Wahlt man die Konfiguration des zuletzt berech-
neten Schrittes als Bezugskonfiguration, so spricht man von einer UPDATE-LAGRANGE-
Formulierung. Die Verfahren liefern identische Ergebnisse, wenn die geeigneten Material-
tensoren verwendet werden. Der einzige Unterschied liegt in der Wahl der Bezugskonfi-
guration. Allgemein ldsst sich jedoch sagen, dass die inkrementellen linearen Verzerrun-
gen der TOTAL-LAGRANGE-Formulierung zu einer komplexeren Form der Verzerrungs-
Verschiebungsmatrix fithren und daher die UPDATE- LAGRANGE-Formulierung numerisch
effizienter ist [Bat90]. Letztere soll deswegen verwendet werden.

Aus der bekannten Konfiguration zur Zeit ¢ soll die neue Konfiguration zur Zeit ¢t + At
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berechnet werden. Die gesuchten Knotenpunktverschiebungen % im betrachteten Zeitin-
tervall At ergeben sich nach BATHE [Bat90] zu

by = X +lu, Uity — X yi+aty

—u = Whlg ty | (8.9)

Hier und im Folgenden zeigt ein linker oberer Index die Zeit an, in der eine Grofle auf-
tritt, ein linker unterer Index die Zeit, in der diese Grofle gemessen wird. Groflen, die in
derselben Konfiguration auftreten, in der sie auch gemessen werden wie zum Beispiel der
CAucHY-Spannungstensor werden nur durch einen linken oberen Index gekennzeichnet.
Die virtuelle Forminderungsarbeit lautet damit

W = /‘+A‘ 5 (grad "**u + (grad *24u)T)dV (8.10)
Birae

Die CAUCHY-Spannung lisst sich nun durch die auf die Konfiguration zur Zeit ¢ bezogene
2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannung nach (4.108) ausdriicken

HAIp _that g (tratpy Tl o (trat) T (8.11)

und aus der Definition des GREEN-L AGRANGE-Verzerrungstensors bezogen auf die Kon-
figuration zur Zeit ¢

A E® = S (,Gradu + (;Grad u)T) (8.12)

R

folgt fiir dessen Variation
(5:+AtE(2) — (:+AtF)T t+AL 5 o(~2) (:+AtF) _ (8.13)

Durch Einsetzen von (4.24), (8.10), (8.11) und (8.13) in (8.8) gelangt man schliellich zu

G (§+At7', 6:+AtE(2)) — /:+At]]P . 6§+AtE(2) dv — /tp :+Atb SudV (814)
B{, Bt

- / 8+Att ou dA[)
8By

Ublicherweise wird hierbei die Variation des GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensors in
einen linearen und einen nichtlinearen Anteil aufgespalten

6:+AtE(2) = 5tE(2) = (5:E§2) + 6tE£l2l)
1
mit E® = 5 6 (Gradu + (Gradu)”) (8.15)

5B = % 6 ((Grad w)T Grad u)
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Der 2. P1oLA-KIRCHHOFP-Spannungstensor lisst sich im Gegensatz zu Spannungsmaflen,
die in der aktuellen Konfiguration definiert sind, in den bekannten Anteil zur Zeit ¢ und
den Zuwachs im Zeitschritt At zerlegen, da er sich auf die bekannte Konfiguration zur
Zeit t bezieht

AP = TP+ AP . (8.16)
Damit erhilt man das Prinzip der virtuellen Arbeit in inkrementeller Form
/ Al'P . 6,EP av + f tIp . 5, E® v + (8.17)
Bt B!

nl

/ AP . E®@ qv + / HIp . ED AV = §A,+6Ay
By B,

8.2.2 Einbeziehung der konstitutiven Beziehungen

Das Prinzip der virtuellen Arbeit in der Form (8.17) ist noch unabhingig vom verwen-
deten Materialmodell. Die konstitutiven Gleichungen werden dazu benétigt, einen Zu-
sammenhang zwischen dem Inkrement des 2. P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors und
den Verschiebungsinkrementen herzustellen. Dazu wird der Spannungszuwachs mit einem
expliziten EULER-Ansatz approximiert

AP ~t TPAt . (8.18)

Da das vorgestellte Schadigungsmodell in der aktuellen Konfiguration vorliegt, wird die
materielle Zeitableitung des 2. P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors durch ein Vorschie-
ben in die aktuelle Konfiguration fiir beliebige Zeiten 7 € [t,t+ At] in die L1E-Ableitung
des KIRCHHOFF-Spannungstensors iiberfiihrt bzw. umgekehrt

L,’r] = TFTP (IF)T bazw.

[P = (F)T LT (GF)T (19

Wie in (4.110) bereits gezeigt, ldsst sich die Lie-Ableitung durch die im Materialgesetz
verwendete logarithmische Rate ersetzen

L,r] = T+ G[lT] "D . (8.20)

Da das Stoffgesetz in der zur HENCKY-Dehnung konjugierten Spannung formuliert ist,
muss die logarithmische Rate der KIRCHHOFF-Spannung durch die von 7 ersetzt werden.
Unter der Annahme, dass sich fiir das vorgestellte Stoffgesetz die folgende Beziehung
herleiten ldsst

T =r4+L:D (8.21)
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gelangt man zu
Lir]= "7+ L+G[ 7)) "D . (8.22)

Wihlt man fiir die Zeit 7 = ¢, dann erhalt man mit
‘F=1 und'‘r =P (8.23)
folgendes Ergebnis fiir die materielle Ableitung des 2. PI0LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors
HIp = txlv 4 (L 4+ G['r)): 'D . (8.24)

Linearisiert man weiterhin das Stoffgesetz im Zeitschritt durch Einfithrung eines elastisch-
plastischen Steifigkeitstensors
79 =C?:D |, (8.25)

so kann die Rate des 2. P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors als lineare Transformation
der Streckgeschwindigkeiten mit dem materiellen Steifigkeitstensor dargestellt werden

HIp = {C*+L+G['t]}: 'D

o (8.26)

Unter der Annahme einer konstanten Geschwindigkeit im Zeitschritt erhilt man fiir den
Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten

D= (Gradu + (Gradu)T) = = JE? (8.27)

YN At

und damit schliefllich fiir das Inkrement des 2. P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors
AP ~C™: ,E® | (8.28)

Setzt man dieses Ergebnis in das Prinzip der virtuellen Arbeit ein, so erhilt man die
linearisierte Form

/ c™: E® . 5EP v + / Hip . 5, E® AV + (8.29)
B B:
DAV = b6A,+ 84y

(
n

/ cm: EP . 6,ER av + / HIip . §,E
B: B

Es sei bemerkt, dass die Niherungen, die zum Erhalt des materiellen Steifigkeitstensors
€™ durchgefiihrt wurden, nicht die Genauigkeit der Spannungsberechnung zum Erhalt
des Vektors der inneren Krifte beeinflusst, da dieser direkt aus dem Stoffgesetz ermittelt
werden kann. Die Erfiillung des Kriftegleichgewichts innerhalb des NEWTON-RAPHSON-
Verfahrens wird also nicht beeinflusst, sondern lediglich das Konvergenzverhalten.




8.2. Numerische Losungsmethode des statischen Randwertproblems 135

8.2.3 Inkrementelle Formulierung

Zur Durchfiihrung der NEWTON-RAPHSON-Iteration werden die Verschiebungen durch
die Folge )u inkrementell approximiert

u ~ (1)u — ("‘_l)u + A("-)u .
0 (8.30)
mit: i =1,2,3... und Qu=0

Das aktuelle Ergebnis (Du ergibt sich aus der Summe des vorherigen Ergebnisses und dem
aktuellen Verschiebungsinkrement. Alle weiteren kinematischen Groflen werden daraus
abgeleitet. Die Variation der Verschiebung im aktuellen Zeitschritt enth&lt demnach nur
die Variation des Inkrements

60y = 5ADy (8.31)

Einsetzen in die Variation des GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensors liefert den linearen
und den nichtlinearen Anteil

SAED = % [6Grad AW + §(Grad A®wu)T+
6(Grad A®w)T (Grad (—Da)+

(Grad V)T §(Grad ADu)] (8.32)
SAEDY = [6(Grad A®w)T (Grad ADu)+

6(Grad ADu)T §(Grad A u)]

2O~

auflerdem werden die Spannungen analog zu den Verschiebungen zerlegt
:+AtIIP ~ (1'.~l)]IP + A(i)IIP ) (833)

Damit ergibt sich die inkrementelle Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit

/ C™: AE® APEP av 4+ / C™: AE?  SAPE® av + (8.34)
B:
f CDIp . SADED AV = 644+ 64y — / 0Ip . sAPED dv
B B,
Der 2. Term wird bei der Implementation vernachlissigt, da dieser gegeniiber den ande-
ren Termen klein ist. Weiterhin kann fiir den linearen Anteil der Variation des GREEN-

LAGRANGE-Verzerrungstensors in weiterer Naherung der multiplikative Anteil vernach-
lassigt werden.
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8.3 Diskretisierung des Losungsraums mit finiten Ele-
menten

Ausgehend von der inkrementellen Form des Prinzips der virtuellen Arbeit wird der
Korper zur Berechnung in einzelne diskrete Teilbereiche, die sogenannten finiten Ele-
mente, aufgeteilt. Die Integrale liber das gesamte Gebiet werden naherungsweise durch
die Summen der Integrale der einzelnen Teilvolumina ersetzt.

Die Implementation des Stoffgesetzes erfolgt zur Losung rotationssymmetrischer Proble-
me. Dazu wird zweckmiflig eine Beschreibung in Zylinderkoordinaten gewihlt. Die Ele-
mentgeometrie und das Verschiebungsfeld werden durch die Werte an den Knoten mit
Hilfe von Formfunktionen interpoliert.

8.3.1 Grundlagen der Beschreibung in Zylinderkoordinaten

Der in Abbildung 8.1 dargestellte Ortsvektor X lésst sich einerseits im kartesischen Ko-
ordinatensystem (e, e, e3} durch seine Koordinaten (z, z,, z3) andererseits durch die
kontravarianten Koordinaten (r, ¢, z) in der kovarianten Basis g,, 9, 9. eines Zylinderko-
ordinatensystems darstellen. Mit dem Zusammenhang zwischen den Koordinatenwerten

I1=7C0S¢Q, ITy=rsing, Iz=2 (8.35)
ldsst sich der Ortsvektor des Korperpunktes angeben
x=1z1€e+Ire3+T3€3=Tcospe +rsinpe,+zez. (8.36)

Nach (4.5) und (4.6) ergeben sich damit die kovarianten und kontravarianten Basisvekto-
ren des Zylinderkoordinatensystems zu

g, = cospe;+singpe , g = cospe; +sinpe,

. 1 . 1
g, = -rsinpe;+rcospe, , g¥ = - —sinper+ —cospe, (8.37)
9. = € , 9° = e

Daraus lassen sich nach (4.7) und (4.8) die kovariante und kontravariante Metrik bestim-
men

10 0 10 O
gi=|07r2 0|, g’=]0 ;15 0 . (8.38)
00 1 00 1

Die fiir die kovariante Ableitung benétigten CHRISTOFFEL-Symbole erhilt man nach
KLINGBEIL [K1i89] durch

) 1 .
k= B 91l(gkl,j + Gk~ Gik1) - (8.39)
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Die einzigen von Null verschiedenen Komponenten sind

1
,=-r, T%,=T%H=—. (8.40)

Abb. 8.1: Darstellung eines Kérperpunktes im Zylinderkoordinatensystem (nach WiCHTMANN
[Wic96])

8.3.1.1 Physikalische Komponenten tensorieller Gréfien

Bei den kovarianten bzw. kontravarianten Basissystemen des Zylinderkoordinatensystems
handelt es sich nicht um orthonormierte Basissysteme, sondern lediglich um orthogonale
Basissysteme. Um einen Vergleich tensorieller Groflen zu ermoglichen, ist es sinnvoll, diese
auf normierte Basen zu beziehen. Aufgrund der Orthogonalitdt der Basen des Zylinder-
koordinatensystems sind die normierten ko- und kontravarianten Basisvektoren identisch,
daher werden diese immer rechts unten indiziert. Sie ergeben sich zu

l 4
e=g.=g, €=_-g,=79", e.=g,=g". (8.41)

Die auf normierte Basen bezogenen Tensorkomponenten werden physikalische Komponen-
ten genannt und im Folgenden durch ein iibergestelltes ~ gekennzeichnet. Fiir die Darstel-
lung eines Tensors zweiter Stufe ergibt sich

A = 40,89 =A/g ®y; (842
= Ag,09;=A;9' 09 = AVe;®e;.
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Daraus erhalt man mit (8.41) die physikalischen Komponenten zu

AT = A 55 80VeD g9 = A7 Vg® g /55 a0, (8.43)

= A7 /96 959 9G) = Ais Vg giy/gl) gi) .

Uber eingeklammerte Indizes wird nicht summiert. Analoge Beziehungen lassen sich fiir
Tensoren beliebiger Stufe herleiten.

8.3.2 Elemente und Ansatzfunktionen

Jedem Punkt in der Referenzkonfiguration kann ein Positionsvektor zugewiesen werden.
Dazu werden die kontravarianten Koordinatenwerte (R, ®, Z) und die kovarianten Basis-
vektoren des Zylinderkoordinatensystems verwendet

X =RGpr+Z2Gz=REr+ZE; . (8.44)

Die Koordinaten und Verschiebungen eines beliebigen Punktes im Element werden mit
Hilfe der Formfunktionen durch die Werte an den Elementknoten interpoliert, wie in
Abbildung 8.2 dargestellt. Im Rahmen des verwendeten 4-Knoten Elements mit bilinearen
Ansatzfunktionen werden die physikalischen Knotenkoordinaten so auf ein natiirliches
Koordinatensystem (7%, n%) abgebildet

4 4 4
X = Y MX;=) hi(RiGr+2;Gz) =) hj(R;Er+Z;Ez) . (8.45)

Jj=1 j=1 j=1

Der Wertebereich fiir 7 und n? liegt im Intervall [~1,1].
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'
—maTITTofTr
|

physikalische Koordinaten natiirliche Koordinaten

Abb. 8.2: Bilineares Element mit physikalischen und natiirlichen Koordinaten nach MULLER
[M1ii199]

Die bilinearen Ansatzfunktionen lassen sich allgemein nach SCHIESSE [Sch98] angeben

1 . ‘
hy= 7 (140" ™)1+ n"n7) . (8.46)

Fiir jeden Punkt innerhalb des Elements kénnen die referentiellen Koordinatenwerte und
deren Basisvektoren mit Hilfe der natiirlichen Koordinaten und der Knotenkoordinaten
berechnet werden. Aufgrund der Rotationssymmetrie wird der Schnitt des Elementes in
der Referenzkonfiguration immer fiir den Winkel & = 0 durchgefiihrt, was die Berechnung
der Basen deutlich vereinfacht

4
R = Y hjR;, Ep (1,0,0)7
7=1
4
Z = Y hzZ, E; = (0,1,0)7 (847)
j=1
d = 0 , Ee = (O,O,I)T

Die Beschreibung des Verschiebungsfeldes erfolgt nicht, wie oft iiblich, durch einen iso-
parametrischen Ansatz fiir den Verschiebungsvektor, sondern es wird ein Ansatz fiir die
Anderung der Koordinatenwerte in Abhéingigkeit von den Knotenwerten gewahlt. Damit
muss zur Erzeugung eines reinen Torsionsszustands in tangentialer Richtung nur die u®-
Komponente vorgegeben werden. Die im Folgenden angegebenen Interpolationsansitze
beschreiben somit nicht die Vektorkomponenten des Verschiebungsvektors bezogen auf
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eine Basis in der Referenz- oder der aktuellen Konfiguration, sondern die Anderung der
Koordinatenwerte, wie in Abbildung 8.3 in der e;, e>-Ebene verdeutlicht wird

4 4

uf =Y "huft, Ru®=> hRul, uw¥=) hu?. (8.48)

Abb. 8.3: Elementverschiebungen

Die Koordinatenwerte der aktuellen Konfiguration werden als Vektor in der aktuellen Ba-
sis dargestellt

T = rg,+z29,=re +2z€e, . (8.49)

Sie lassen sich aus den Koordinaten der Referenzkonfiguration und den Verschiebungen
bestimmen

r = R+ul, g = e = cosype; +sinye,
2 = Z+u?, g, = e, = e (8.50)
o = ®+u®, g, = re, = —singper +rcosype;

Der Verschiebungsvektor kann damit als Differenz der Ortsvektoren beziiglich der Basen
in der Referenz- und der aktuellen Konfiguration angegeben werden

u = [R(cosu®—-1)+u®] Er + Rsinu® Ei; + v Ej

8.51
= [R(l —cosu®)+uf] e, + Rsinu® e, + u* e, (8:51)
14
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8.3.2.1 Berechnung des Deformationsgradienten

Die physikalischen Komponenten des Deformationsgradienten bezogen auf die normierten
Basisvektoren des Zylinderkoordinatensystems erhilt man aus (4.21) und (8.43) zu
T

F = T,Rer®ER+T(er),R®ER+z,Rez®ER+ R

rze QEz; + T(er),z®Ez + z,Zez®EZ

= Fre,QER + FLe,® E* + Fje, ® EZ (8.53)
FYe,® B® + Ffe,® E* + Ffe,® E?
ve,®E" + Fie,® E* + Fje,® E?

(e;) e ® Eo+ (8.52)

Die darin vorkommenden Ableitungen der normierten Basisvektoren in der aktuellen Kon-
figuration ergeben sich mit (8.50) zu

(er),}z = YREyp, (er),Q =€y, (61-),2 =¥ z€y (8.54)
und die Ableitungen der aktuellen Koordinaten nach den Referenzkoordinaten zu
TR = 1—+—uﬁ$z , Te = 0, 1z = u)’%
pr = uh , ps =1, pz = uf (8.55)
zp = uk y 2 = 0, 27 = 14+u5.

Damit lassen sich die physikalischen Komponenten des Deformationsgradienten angeben

Fpo=1+uly 5 Fp =0 ; Fp = uf

-~ -~ T ~

Ff = ru% ; F§ = 7 Fy = ru¥ (8.56)
F'}z = ulZR ; Fqﬁ = 0 ; F’é = 1—|—u)zz,

die mit Hilfe der aktuellen und der Referenzmetriken in die kontra-kovarianten Kompo-
nenten umgerechnet werden kénnen

Fp = F, Fy = 1Fy ;F; = F}
Fe = FTE;Fg - gﬁw;pg _ F75 (8.57)
Fp = Fp iFy = rFy ;F; = F3.

Die Berechnung der Verschiebungsableitungen im Rahmen des gewihlten Verschiebungs-
ansatzes ist in Anhang C.1 angegeben.

8.3.2.2 Berechnung des Geschwindigkeitsgradiententensors

Der Geschwindigkeitsvektor ergibt sich nach (4.17) in Zylinderkoordinaten in der aktuellen
Basis zu
v =re,+T€ + 2€, . (8.58)
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Anwendung der Kettenregel auf &, liefert mit der partiellen Ableitung nach (8.54), unter
der Annahme einer konstanten Anderung der radialen, tangentialen und axialen Verschie-

bungskomponenten u®, ©® und u? im Zeitschritt
v =U.e + V.6, + 0,6, =vg, + rv“’gv, +v'g, . (8.59)
mit
® ® 2z
u u u
7 =R(l-cos —), ¥ =Rsin——, #=—. 8.60
( At ) At At ( )

Der Geschwindigkeitsgradiententensor wird nach (4.30) aus dem Geschwindigkeitsvektor
bestimmt. Fiir seine physikalischen Komponenten ergibt sich

T _ T Ir . .9 rr T
L' = ] , L7, = v L, = v,
-~ -~ v -
— "4 — — Y 4
LY = r¥+0v? , LY = ol LY = r¥% . (8.61)
T _ z Tz Tz __ z
Ir = o Vit o=0 ,In o= w

Die Berechnung der Ableitungen der Geschwindigkeiten nach den aktuellen Koordina-
tewnerten ist in Anhang C.2 angegeben. Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten D
und der Drehgeschwindigkeitstensor W ergeben sich als symmetrischer und antimetrischer
Anteil von L. Die physikalischen Komponenten lassen sich direkt aus (8.61) bestimmen.

8.3.3 Diskretisierte Form des inkrementellen Prinzips der vir-
tuellen Arbeit

Um zum Prinzip der virtuellen Arbeit auf Elementebene zu gelangen, wird von der tenso-
riellen Form zu einer Matrizenschreibweise iibergegangen. Auflerdem wird angenommen,
dass die Zeitschritte hinreichend klein sind, so dass der Ansatz fiir den inkrementellen Ver-
schiebungsvektor analog zu (8.36) fiir das Prinzip der virtuellen Arbeit durch die Vektoren
der inkrementellen Knotenverschiebungen dargestellt werden kann

4
Ay =Y " hjADy; (8.62)

1=1
Die inkrementellen Knotenpunktverschiebungen lassen sich nach (8.51); aus den Inkre-
menten von u®, u® und uZ berechnen. Dieselbe Annahme wird fiir die Variation der
Verschiebungen getroffen. Es handelt sich somit um einen isoparametrischen Ansatz, bei
dem die Verschiebungen und die Ortsvektoren mit denselben Ansatzfunktionen approxi-

miert werden.

Durch Einsetzen der Ansitze fiir die inkrementellen Verschiebungen und die Verschie-
bungsvariation in das Prinzip der virtuellen Arbeit (8.34) und Ubergang zur Matrizen-
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schreibweise 148t sich dieses unter Vernachlissigung der Terme hoherer Ordnung auf Ele-
mentebene iibertragen

/ SADWT[O BT[C[® B J[ADwue] dV (8.63)
BE

+ / 5[A(i)ue]T[(i)an]T[gi-l)HP»] [(i)Bnl] [A(i)ue] dv
B;
— / 5[A(i)uc]T[(i)H]T[B+Att] dA — /5[A(i)ue]T[(i)BZ]T[gi—l)HP] dV .
BE

aB¢

Der Vektor der inkrementellen Elementknotenverschiebungen [A«¢] und seine Variation
6[A®Dwue] sind konstant innerhalb des Elements und lassen sich auBerhalb der Integralgren-
zen schreiben. Da das Prinzip der virtuellen Arbeit fiir beliebige virtuelle Verschiebungen
gilt, erhilt man das zu losende linearisierte Gleichungssystem zur Erfiillung der Gleichge-
wichtsbedingungen auf Elementebene

[[&:] + [Raill[ADw] = [r,] - [ ] (8.64)
mit

k] = [[®B)T[C*[®B,dV inkrementelle Elementsteifigkeitsmatrix
B bei linearer Verzerrung

k] = [ [BT[V1P*|[®B,]dV  inkrementelle Elementsteifigkeitsmatrix
B bei nichtlinearer Verzerrung

[r] = [[DHT[EAH]dA suBerer Elementlastvektor
oBs _

[G-Df] = [ (OB, V1p]dy Lastvektor der Elementspannungen.

Be

Zur Ermittlung der Interpolationsmatrix [H |, der linearen und nichtlinearen Verzerrungs-
Verschiebungs-Matrizen [B;] und [By], der Spannungs-Verzerrungs-Matrix [C*] und der
Spannungs-Metrik-Matrix [//P*] wird analog zu den Ausfiihrungen von ROTT [Rot91],
FORNEFELD [For90] und MITTELBACH [Mit95] vorgegangen. Dabei wird der materielle
Steifigkeitstensor nach (8.26) verwendet.

Die Integrale iiber die Elementvolumina werden im Rahmen der FEM-Implementierung
numerisch mit dem Verfahren der GAuUss-Quadratur gelost. Aus den so auf Elementebe-
ne ermittelten Matrizen und Vektoren wird das Gesamtgleichungssystem der Elementan-
ordnung des Korpers aufgestellt und gel6st. Die hierzu erforderlichen Routinen werden
von dem verwendeten finite Element Programm FEAP von TAYLOR [Tay99a], [Tay99b]
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iibernommen. Weitere Erlduterungen des dem Programmsystem zugrundeliegenden Kon-
zepts der Methode der finiten Elemente findet man bei ZIENKIEVIC & TAYLOR [ZT89al,
[ZT89b).

8.4 Aufbereitung des Stoffgesetzes

Zur Implementierung wird eine vereinfachte Form des Stoffgesetzes gewihlt. Es werden
folgende Einschrankungen gegeniiber dem in Kapitel 7 vorgestellten Stoffgesetz gemacht:

1. Der Einfluss der Anderung der Steifigkeit auf die reversible Verzerrungsgeschwin-
digkeit wird vernachlissigt.

2. Es wird nur isotrope Verfestigung zur Beschreibung des plastischen Verhaltens ein-
bezogen.

3. Die Materialschidigung wird durch den Porenvolumenanteil beschrieben, anisotrope
Schidigungsanteile werden nicht beriicksichtigt.

Das Differentialgleichungssystem fiir das spezialisierte isotrope Stoffgesetz ist in Abbil-
dung 8.4 angegeben.

Die Implementierung des Stoffgesetzes in eine Elementroutine umfasst zwei wesentliche
Teile:

1. Stoffgesetzintegration zur Ermittlung des Lastvektors der Elementspannungen

2. Berechnung der materiellen Elementsteifigkeiten.

Diese werden im Folgenden fiir das Stoffgesetz in der vereinfachten Form néaher erliutert.
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reversibler Verzerrungstensor:

reversible Verzerrungsgeschwindigkeit:

D:(L-@D:%R+gfﬁﬁ—nm]3

1 1 1
elastische Nachgiebigkeit: D= ( E ) 1 ®1 +0 ﬂﬁ
it 5o 2(5% —T°E
2(5% — 7) + 3w(®v — 1)(5% + 9)
_ (5% = 7)°u
b= 50 —7+ 15w(v — 1)
FlieBbedingung: [ =meg — m{w)(my + Z,) <0

dquivalente plastische Spannung:

Erhéhung der Flieflspannung:

Schidigungseinfluss auf die FlieBspannung:

Fliefiregel:

plastischer Multiplikator:

mit

Rate der isotropen Verfestigung:

Rate des Porenvolumenanteils:
mit

Konj. Kraft zum Porenvolumenanteil:

schiadigungsind. Verzerrungsgeschw.:

Verzerrungsgeschwindigkeit:

Materialparameter:

3

— TrD : TrD

2

Zy = Cx) (1 - exp(cr:?n)) + Ck3k

7l'eq ==

1 2

mw)=1—| — +mywe | w+ my,w?
U‘)C

wenn w < w,; sonst: 0

D= 32 D
(r) 27Teq
“x — Of . 2 iog
\ = N, , wenn f =0 und aﬂ_.'rr
0 , sonst
D.2%R
7y = 3me
Y
Ny = m?(w) 54': e
om(w
- < 35.) ) (my + Zn)wal(w)>
Kk = Am(w)

& = (=AZ, fi(w))F™
f1(w) = cu1 exp(—cu2 w) + Cus W + Cuaw?
Zy = % (a1(tr(m))? + 2astr(m?))
1-— 0 0
-—755 (Eff(n(n)V-+22£§tqnﬂ))
0
8= 30w

D=D+D+D
n ® (@

0 0
E) Ly Tyy Crly Cr2y Cr3y Ty, We,

1

Cul; Cw2s Cw3y Cwa

>0

Abb. 8.4: Zusammenfassung der vereinfachten Form des Stoffgesetzes
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8.4.1 Integration des Differentialgleichungssystems

Zur Berechnung des Lastvektors der Elementspannungen [~V f] muss das Stoffgesetz im
Zeitschritt in jedem GAUSS-Punkt integriert werden.

Nach SiMO [Sim92| ldsst sich der aktuelle Deformationsgradient durch Einfiihrung eines
relativen Deformationsgradienten multiplikativ zerlegen

AR At pLR (8.65)

Das zeitkontinuierliche Problem der Stoffgesetzintegration ldsst sich damit in zwei einfa-
chere Teilprobleme zerlegen, wie auch von AURICCHIO & TAYLOR in [AT99] beschrieben
wird. Das erste Teilproblem besteht in der Berechnung der kinematischen Gréflen und
eines elastischen Vergleichszustands bei eingefrorenen internen Variablen. Hierbei wer-
den die tensoriellen Groen bereits in die aktuelle Konfiguration iiberfiihrt. Als zweites
Teilproblem wird in der durch F fest vorgegebenen aktuellen Konfiguration das elastisch-
plastische Differentialgleichungssystem in inkrementeller Form iterativ gelost. Diese Auf-
spaltung wird auch als Operator-Split bezeichnet. Weitere Einzelheiten dieses Konzepts
geben SIMO & HUGHES in [SH97] an. Im Folgenden wird die Vorgehensweise zur numeri-
schen Integration des Differentialgleichungssystems mit Hilfe der Operator-Split-Methode
und eines Return-Mapping-Verfahrens zur Fliefiflacheniteration beschrieben.

Im Rahmen einer Verschiebungsformulierung ist fiir die Stoffgesetzintegration der Ver-
schiebungsvektor u nach (8.9) gegeben und der Zustand zum Zeitpunkt ¢ wird als bekannt
vorausgesetzt. Demnach wird von folgenden Startgrélen ausgegangen

{u, X, §F, §F, s, ‘W) (8.66)
T

Gesucht werden die kinematischen Gré8en und die abhiingigen Zustandsgrofien zur Zeit
t + At, die sich daraus durch Integration des Stoffgesetzes ergeben

t+AtIC, t+Atw} . (867)

t+ AL t+AL t+AL t+AL
{ T, g F’ 0 F:

™,
(r)

Nach dem Konfigurationsupdate nach (8.9) wird der relative Deformationsgradient nach
(8.57) berechnet. Der elastische Versuchszustand wird basierend auf der Annahme, dass
die aktuellen Verzerrungsinkremente vollstindig reversibel sind, bestimmt. Als erste Ab-
schitzung fiir den reversiblen Deformationsgradienten erhélt man

B+Atg;trial =§+At F 35;; (868)

und daraus den reversiblen logarithmischen Verzerrungstensor

htrml - _ 1nt+At Ftrml t+AtFtrwl T ) 8.69
() 9 0 ) (0 (T) ) ( )




8.4. Autbereitung des Stoffgesetzes 147

Das isotrope hyperelastische Stoffgesetz liefert die elastische Pridiktorspannung miria?,

Mit der Priadiktorspannung und den bekannten Werten der internen Zustandsvariablen
{'k, 'w} wird die Erfiillung der Fliebedingung gepriift
ftr'ial — 7z_trial _ m(tw) (7ry F ZK(tK,)) <0 . (870)

€q

Wenn die Fliebedingung erfiillt ist, liegt im aktuellen Zeitschritt rein elastisches Materi-
alverhalten vor. In diesem Fall werden die aktuellen Werte direkt {ibernommen

{é+AtF’ 6+At(ﬁ1)’ t+At7,r, t+Atl‘€, t+Atw} — {B+AtF1 (t)—l-At(I;‘)ltT‘l:ﬂl, 7,l_,tria.l) tK,, tUJ} . (871)
7 7

Die Nichterfiillung der Fliefbedingung mit den Pradiktorwerten schliefit die Erfiillung der
Belastungsbedingung als Voraussetzung fiir plastisches Materialverhalten ein. Ausgehend
von den Pradiktorwerten wird eine Fliefiflicheniteration durchgefiihrt. Diese liefert als
Ergebnis die aktuellen Werte der Spannung *2tw und der internen Zustandsvariablen
{t+Atg 1+4t ). Daraus ldsst sich der aktuelle reversible Deformationsgradient, wie in Ka-
pitel 4.7 beschrieben, eindeutig bestimmen.
Zur Bestimmung des reversiblen Anteils des Deformationsgradienten wird der Tensor der
Verzerrungsgeschwindigkeit *D als symmetrischer Anteil von L nach (8.61) berechnet.
Der aktuelle reversible logarithmische Verzerrungstensor ‘+A‘(}TL) wird durch das hyperela-

stische Gesetz aus dem aktuellen Spannungstensor bestimmt. Daraus wird der reversible
linke Strecktensor mit (4.152) berechnet

t+At(‘:; — exp!+Af. (}3) ) (872)

Der reversible Rotationstensor BH“(I% wird durch Integration der Differentialgleichung
(4.153) mit dem Anfangswert O(R) = 1 berechnet. Hierzu miissen vorab weitere kinemati-
T

sche Grofien bestimmt werden.

Der reversible Anteil des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeit wird durch eine Lineari-
sierung seiner materiellen Zeitableitung in der mit 54! R"9 zuriickrotierten Konfiguration
bestimmt

1
tD - t4+ At __t+At logT t i .
B g ("p Ry 7

Die reversible Verzerrung zur Zeit ¢ kann direkt aus dem bekannten Deformationsgradient
o F bestimmt werden. Die relative logarithmische Rotation ergibt sich aus der multiplika-
tiven Zerlegung des logarithmischen Rotationstensors

t+At plogT __t+AL logT t plogT
tHAt plogT _t+At plogT t plogT (8.74)
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Zur Berechnung des relativen logarithmischen Rotationstensors wird von der Integration
der bestimmenden Differentialgleichung unter Beachtung des Anfangswerts ausgegangen

(Rlog)T _ nzog (Rlog)T ’ gRlog =1 . (875)

Mit einem von SiMO & HUGHES in [SH97] vorgeschlagenen Ansatz zur Losung von Dif-
ferentialgleichungen dieses Typs erhdlt man im Rahmen eines expliziten EULER-Ansatzes
die Bestimmungsgleichung fiir den logarithmischen Rotationstensor

t+AtRlog T _ exp[At tﬂlog T] tRlog T (8.76)
= WAIRIST — exp[AtiQT] (8.77)
Der logarithmische Rotationstensor zur Zeit ¢ muss somit nicht bekannt sein. Die Expo-

nentialform lisst sich nach GOLDSTEIN [Gol81] nach Einfiihrung des dualen Vektors zu
Qiog

wT = {QF, %, 0} (8.78)
in geschlossener Form darstellen
in(||w"9] ) 1 [ sin(][w'?]}/2) 7 / yingy2
Qlog =1 Sln(“w Qlog - Qlog ) 8.79
exp ol 5 | Tz ] () (8.79)

Den logarithmischen Spintensor erhilt man aus (4.99). (8.79) ldsst sich auf verschiedene
Arten parametrisieren; es wird die von SIMO & HUGHES vorgeschlagene Methode, die in
[SH97] in Box 8.3 zusammengefasst dargestellt ist, verwendet.

Der reversible Spintensor ‘(Q) ergibt sich nach (4.154) bzw. nach Einsetzen der SYLVESTER-
T

Formel durch die entsprechende basisfreie Form. Damit l4sst sich die Differentialgleichung

fiir den reversiblen Rotationstensor ausgehend von dem bekannten Wert zur Zeit ¢, der

sich aus der Polarzerlegung von §F ergibt, analog zum logarithmischen Spintensor inte-
T

grieren. Der reversible Anteil des Deformationsgradienten kann somit durch Einsetzen in
seine linke Zerlegung (4.155) eindeutig berechnet werden. Die anschlieBende eindeutige
Berechnung des inelastischen Deformationsgradienten ist leicht moglich, jedoch nicht er-
forderlich. Am Ende der Integration werden die folgenden aktuellen Gréfien zur weiteren
Verwendung gespeichert

(tHorp, (t)+At(F;’ thAtg tRAL LRAL,Y (8.80)
T

Die algorithmische Umsetzung der zur Stoffgesetzintegration beschriebenen Schritte ist in
Abbildung 8.5 angegeben.



8.4. Aufbereitung des Stofigesetzes

149

1. Gegeben: {{X, | F, B(F;, tk, tw}
T

2. Update der aktuellen Konfiguration mit vorgegebener Verschiebung u

aktueller Positionsvektor:

relativer und akt. Deformationsgradient:

AL, — X 4y
§+AtF 1 Grad t+Atm ,

3. Elastischen Pridiktorzustand berechnen

elastischer Deformationsgradient:

reversible Verzerrung:

Pradiktorspannung:

dquivalente Spannung:

t+AtFtrial :t+At Ft
Cw Tt T %

trial _.
(r) 2 n % ®
,n.trialD — (I _t w)—lD—l . htrml
(r)

. 3 . .
trial __ Q9 __trielD | _trialD
ﬂ-eq = Jz T I

4. Uberpriifen der FlieBbedingung mit den Pradiktorwerten
IF (ftrial = girial _ m(tw) (i, + Ze('k)) < 0) THEN

eq

t+Atp AL t+AL_ t+AL. t+AL y _ ft+Atp t+Atptriol | _trialD
{¢7°°F, g °'F, 7, K, w={s"F, s 'F™" =«

(r)
EXIT

5. FlieBflacheniteration mit Return-Mapping-Algorithmus nach Abbildung 8.6, liefert

)

(r)

{H-Atﬂ', t+AtR, t+Atw}

6. reversiblen Anteil des Deformationsgradienten berechnen

aktuelle reversible Verzerrung:
reversibler linker Strecktensor:

Geschwindigkeitsgradient:
logarithmischer Spintensor:

Integration der relativen log. Rotation:

reversible Verzerrungsgeschwindigkeit:

reversibler Spintensor:

reversibler Rotationstensor:

reversibler Deformationsgradient:

7. Aktuelle Werte bereitstellen

HHALR (] —t+AL ) AL o
(r)
HHALY — oypttAt py
(r) (r)
L =2t grad L
09 = W + N9[D,! B]
:+AtRlogT = exp (Attnlog T)

(ry At ()
(n) =t Q!9 4 . nach (4.154)

t+At

t
= ex Attn) R
el AI: ( 0/ o)
0+ F:+ Rt+AtV

® % w0

t+AL t+ At t+AL t+AL t+ AL
{0 F, 0 F: T, K, L:J}

()

t+Aty __t4+AL t
HAtp _HAtp LR

E In <t+AtFtrial t+AtFt1~ial T)
0

tK,, tL:J}

1
D= — (t+Ath _§+At Rlo9T th)

()

Abb. 8.5: Algorithmische Umsetzung der Stoffgesetzintegration im Zeitschritt
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Fiir die Flieflflicheniteration wird das Gleichungssystems im Zeitschritt linearisiert. Aus-
gehend von den Pridiktorwerten der Spannung 7% und der reversiblen Verzerrung (h) trial
A

lasst sich fiir den in der Fliebedingung verwendeten Spannungsdeviator am Ende der
FlieSlflicheniteration mit Hilfe des hyperelastischen Stoffgesetzes ein inkrementeller Aus-
druck herleiten

. 1
AR JirialD 4 o (h + Aﬁ)(A(h) -3 tr(Ah)1) (8.81)

i+AtTrD — (] + =
7 )

mit dem gewichteten Gleitmodul

A= (1-"w)p
Der Deviator des Inkrements der schidigungsinduzierten Verzerrungen I; verschwindet.
Das Inkrement des Deviators der reversiblen Verzerrung (h lasst sich somit durch das

7)
Inkrement der plastischen Dehnungen ersetzen

AL . 3\
tAtgD _ (1 4 t__ﬂ)ﬂ,maw — 2(*E + AT) o t+At,D (8.82)
I 21 AT,
t+AtxD jst also ein skalares Vielfaches von w2 somit gilt
t+Atﬂ.D ﬂ.trialD
Aty trial (8.83)
+ Teq ﬂ-e‘lq ia
und man erhilt daraus fiir die dquivalente Spannung am Ende der Iteration
. AL A, _
] [P GO Y| B (8.84)
IJ’ 7req

Im Rahmen der Linearisierung des Stoffgesetzes im Zeitschritt werden zusitzliche Néahe-
rungsannahmen zur Fliefigrenzeniteration getroffen

2(7Mw) = I(w) - AT =0 (8.85)
Z,(8ty ALY Z (0w, tw) = 42, (8.86)
ACT) = Alw)="'hH . (8.87)

Einsetzen der aktuellen dquivalenten Spannung (8.84) in die Fliebedingung liefert mit
diesen Annahmen die Nullstellengleichung zur Bestimmung des plastischen Multiplikators

t+Atf — W:zial — 3)\E (8.88)
— m(w— (12, tf1>tr(m) [”y + Zx (t'“ +am('w — (A2, tfl)tr(m))] =0.
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Zur numerischen Lésung bietet sich das NEwTON-Verfahren an, welches die folgende
Iterationsvorschrift zur numerischen Lisung der Gleichung liefert

t+Atf(k)(/\(lc))
= BLFAL I (A®)) /N

A (8.89)
Zur Durchfiihrung der Iteration werden die Evolutionsgleichungen im k-ten Iterations-
schritt durch einen Taylorreihenabbruch um den aktuellen Punkt linearisiert und dadurch
approximiert. Als Startwert fiir die Iteration wird A = 0 angenommen. Als Abbruch-
kriterium wird die momentane Erfiillung der Flieflbedingung iiberpriift und mit einem
Fehlermafl verglichen

At F ) < 6. (8.90)
Zur Berechnung der Spannung am Ende der Fliefiflicheniteration muss zum aktuellen
Spannungsdeviator der volumetrische Anteil der Pradiktorspannung, reduziert um den
Spannungsabfall durch die schidigungsinduzierten Verzerrungsinkremente addiert werden

t+At_’r —t+AL 7rD + (tr(,’rtrialD)l _ Aw : ) 1) ) (8.91)

31 —tw)

Die algorithmische Umsetzung des verwendeten Return-Mapping-Algorithmus zur Flief3-
flacheniteration ist in Abbildung 8.6 zusammenfassend dargestellt.
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1. Startwerte der Iteration: {f(®, (wP)(©) (h)(o), kO, WO} = {firial girislD g tic 1y}
P
2. Ableitung der Fliefunktion berechnen®

of B (Ak) _ ol dm(w®) t ot o \LI(TT) (k) 2¢ (k) 02, (kM)
TEAN | P T (AT 2 i) =5

3. Inkrement des plastischen Multiplikators berechnen

FERA)

RRNTICIPCIVEISY

4. Aufdatieren der plastischen Variablen

plastischer Multiplikator: A*+1) = () 4 A)
isotrope Verfestigung: kEHD = k0 + Adm(w®)

Porenvolumenanteil wkt) = k) — A ) tz, tfl)tr(m

5. Inkrement des Spannungsdeviators berechnen

aDYE+D) (ﬂ_D (k)(1 — 3IIAN) ; kD) § a2)®) . (e DYF)
eq 2

6. Uberpriifen der Fliefbedingung mit den neuen Werten

IF (f(k+1) _ f(ngg“),m("“),w(k“) < 5) THEN
. WD) _ ,(0)
aktuelle Spannung:  wr(k+D) = (WD)(k+1) + (tr(mwtrielP)] — W Pl
Ubergabewerte: {tratm, A, ALY} = [l 1) (D)
EXIT
ELSE k + k + 1; GOTO 2)

%Wiahrend der Iteration werden alle Ableitungen im aktuellen Punkt aufl der FlieBAache AA = 0 ausgefiithrt

Abb. 8.6: Return-Mapping-Algorithmus zur Fliefflicheniteration
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8.4.2 Berechnung des materiellen Steifigkeitstensors

Zur Berechnung der inkrementellen Elementsteifigkeitsmatrix bei linearer Verzerrung [k;]
muss der in (8.26) definierte materielle Steifigkeitstensor C™ zu Beginn jeder NEWTON-
RAPHSON-Iteration im Zeitschritt bestimmt werden. Der darin vorkommende elastisch-
plastische Steifigkeitstensor C*? nach (8.25) wird durch Invertierung des Stoffgesetzes
bestimmt. Mit den in Abbildung 8.4 zusammengefassten Gleichungen ergibt sich fiir die
Verzerrungsgeschwindigkeit

D = (1-uwbD:xf+ (h) QFR _ QbR (h,) (8.92)
tr(m)

Y 3 wal(w) D 2
A D = -l

+ (27reqﬂ <3(1—w) Tem

mit N
A= -
nl . gk

Da sich fiir den Spin Q%* nach (4.101) durch Anwendung der SYLVESTER-Formel (4.39)

eine basisfreie Form
m—1

QM = 3" Q(ij)B' D B (8.93)
1,j=0
ableiten ldsst, gibt es zu jedem symmetrischen Tensor zweiter Stufe A einen Transforma-
tionstensor vierter Stufe M[B, A], so dass die folgende Beziechung gilt

AQME QMR A =M[B,A]: D . (8.94)

Damit l&sst sich die Verzerrungsgeschwindigkeit nach Einfilhrung der plastischen und
schidigungsinduzierten Nachgiebigkeiten

3\

D = P @ P 8.95
(p) 27req 4 ( )
tr(m)
5 wal (w) D
A ——= .
g) <3(1—w) ™ol (8.96)
umstellen
(!—M[B,h,]) :D = ((1—w)D+D+D) .t (8.97)
(r) () (d)
= D:xf
(ep)

und nach der polaren Zeitableitung von & auflosen

= [(2)“ : (H—M[B,(frz)])] . D . (8.98)
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Der gesuchte élastisch—plastische Steifigkeitstensor setzt die logarithmische Rate von
mit der Verzerrungsgeschwindigkeit in Beziehung. Mit (4.103) und (8.94) kommt man zu
dem FErgebnis

C?=D"": (I —M[B, h]) +M[B, ] . (8.99)

(ep) (r)

Aufgrund der Isotropie des elastischen Nachgiebigkeitstensors kann nach einer Haupt-
achsentransformation des Spannungsdeviators die elastisch-plastische Nachgiebigkeit im
Hauptachsensystem von mP berechnet werden. In diesem System stellt der elastisch-
plastische Nachgiebigkeitstensor die Nachgiebigkeit eines orthotropen Materials im Haupt-
achsensystem der Materialsymmetrie dar und hat folglich eine Blockmatixstruktur. Daher
wird die Nachgiebigkeit in diesem System invertiert. Eine anschlielende Riicktransforma-
tion liefert den elastisch-plastischen Steifigkeitstensor.

Aufgrund der angenommenen moderaten Verzerrungen werden die Anteile, die durch die
Differenz zwischen polarer und logarithmischer Rate auftreten, vernachlissigt und Ko-
axialitdt des Spannungstensor 7 und des Verzerrungstensors h vorausgesetzt. Mit diesen
Néaherungen erhilt man den in der Implementation verwendeten materiellen Steifigkeit-
stensor nach (8.26) zu

C™ ~ ((g))—1 +G['T] . (8.100)



9. Anpassung der Materialparameter und
Beispiele

Um mit dem vorgestellten Stoffgesetz Bauteilberechnungen zur Vorhersage des mechani-
schen Verhaltens und des Schadigungszustandes durchzufiihren, miissen die Materialpara-
meter fiir den betrachteten Werkstoff bekannt sein. Diese lassen sich durch Anpassung an
experimentelle Daten mit Hilfe von Optimierungsverfahren bestimmen. Bei mangelnden
experimentellen Ergebnissen kann ein Teil der Parameter auch aufgrund mikromechani-
scher Betrachtungen bestimmt werden. Diese Methode wurde bei der Modellierung der
Abhingigkeit der elastischen Parameter vom Schiadigungszustand des Materials angewen-
det. )

In diesem Kapitel wird die Anpassung der in Abbildung 8.4 zusammengefassten Materi-
alparameter der vereinfachten isotropen Form des Stoffgesetzes an experimentelle Daten
beschrieben. Mit den so ermittelten Parametern wird eine Simulationsrechnung einer ge-
kerbten Rohrprobe bei verschiedenen Belastungen mit dem entwickelten und implemen-
tierten rotationssymmetrischen Element durchgefiihrt.

9.1 Anpassung der Materialparameter

Zur Anpassung der Materialparameter an einen metallischen Werkstoff werden die ex-
perimentellen Untersuchungen von FELDMULLER [Fel91] an Proben aus Ck-15-Stahl, die
zu Versuchsbeginn nahezu porenfrei waren, herangezogen. Die Anpassung des Stoffgeset-
zes in der vereinfachten Form erfolgt an eine Spannungs-Dehnungskurve eines homoge-
nen einaxialen Zugversuches mit einer Dehnrate h,, = 10~*sec™! bei Raumtemperatur
© = 25°C. Bei dieser Verzerrungsgeschwindigkeit kann von anndhernd isothermen Ver-
suchsbedingungen ausgegangen werden.

Zur Anpassung werden die Materialparameter in 3 Gruppen aufgeteilt

1. elastische Materialparameter: °F, 9

u
2. plastische Materialparameter: 7y, cc1, Cc2, Cx3

3. Schidigungsparameter: my,, We, Cw1, Cu2y Cuwds Cud -
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9.1.1 Bestimmung der elastischen Materialparameter

Da als Messdaten nur eine Spannungs-Verzerrungskurve vorliegt, bei der die zz-Kom-
ponenten der CAUCHY-Spannung und der logarithmischen Verzerrung als Wertepaare
gegeben sind, kénnen nicht beide elastischen Konstanten unabhingig aus den Versuchs-
daten bestimmt werden. Fiir die elastischen Materialparameter werden daher ersatzweise
die temperaturabhingigen Ansitze von RICHTER [Ric74] fiir St37.8 iibernommen

OE(O) = (216700— 7‘9:’ 34@) N 0,(@) = (84000— 32’ 69@) N (9.1)

C mm? ’ C mm?2

Fiir die elastischen Materialparameter bei Raumtemperatur © = 25° C ergibt sich

OF = 214.866

0, = 82232 - % ~0,29 . (9.2)

mm? ’ mm?
Der Wert des Elastizitiatsmoduls stimmt sehr gut mit der Steigung der Spannungs-Ver-

zerrungskurve im elastischen Bereich iiberein.

Die weitere Vorgehensweise zur Anpassung der Materialparameter gliedert sich in zwei
Teilschritte. Zundchst werden die plastischen Materialparameter ausgehend von unge-
schidigtem Material an die gemessene Spannungs-Verzerrungskurve angepasst. Mit die-
sen Werten erfolgt dann die Anpassung der Schidigungsparameter an die bei verschie-
denen Dehnungen gemessen Porenvolumenanteile. Eine kombinierte Anpassung von pla-
stischen Materialparametern und Schidigungsparametern an die gemessenen Spannungs-
Verzerrungsverlaufe ist nicht sinnvoll, da keine eindeutigen Anpassungsergebnisse aller
Parameter erhalten werden kann.

9.1.2 Bestimmung der plastischen Materialparameter

Zur Anpassung der plastischen Materialparameter wird die vereinfachte Form des Stoffge-
setzes ohne Beriicksichtigung von Schiadigung auf den einaxialen Zugversuch spezialisiert.
Ausgehend von kleinen elastischen Verzerrungen kann in diesem Fall der KIRCHHOFF-
Spannungstensor durch die CAUCHY-Spannung angenihert werden, die aufgrund der Ko-
axialitdt von Spannungs- und Verzerrungstensor zur arbeitskonjugierten Spannung zum
logarithmischen Verzerrungstensor wird

T=T=0=0,e,0¢e, . (9.3)

Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit wird in diesem Fall zur materiellen Zeitablei-
tung des logarithmischen Verzerrungstensors in der aktuellen Konfiguration

D=h . (9.4)



9.1. Anpassung der Materialparameter 157

Es sind nur die Hauptdiagonalelemente von D besetzt. Durch Einsetzen der speziellen
Form des Spannungstensors fiir den Zugversuch in die Fliefiregel erhilt man mit der
Evolutionsgleichung fiir die isotrope Verfestigung « den Zusammenhang

t t

/ied’r:/ilzsz = ha=kK . (9.5)
/ J (p) ()

Die isotrope Verfestigung kann somit durch die additive Aufspaltung der Verzerrungen in
einen reversiblen und einen nicht reversiblen Anteil und Einsetzen des elastischen Stoff-
gesetzes durch die Gesamtverzerrung und die Spannung ausgedriickt werden

Jzz
°F
Somit ergibt sich fiir die Spannung der vereinfachten Form des Stoffgesetzes im Zugversuch

die folgende Form, bei der zwischen einem elastischen und einem plastischen Bereich
unterschieden wird

(9.6)

K=h,, —

hes
3 5 , wenn h,, < %
Tzz = Ozz 57
Ty + Ck1 (1 — €Xp (Cng(hzz— @— ))) + CK_3(hzz"‘ @ ) , sonst
(9.7)

Da fiir den plastischen Verlauf die Gleichung fiir die Zugspannung in impliziter Form vor-
liegt, werden die bend&tigten Werte zur Anpassung numerisch bestimmt.

Zusatzlich zur Anpassung aller plastischen Materialparameter an den gemessenen Spannungs-
Verzerrungs-Verlauf wird der Ansatz in Form eines elastisch-plastischen Stoffgesetzes mit
linearer isotroper Verfestigung an die Messdaten angepasst. Dazu wird in (9.7) ¢, = 0
gesetzt, in diesem Fall erhdlt man eine explizite Gleichung fiir die Zugspannung

h,, Ty
4 o , wenn h,, < —=
O,I.m — EO OE (98)

m (’R'y + C,:3hzz) y sonst

Die durchgezogene Linie in Abbildung 9.1 stellt die gemessene Spannungs-Verzerrungskurve
dar. Zur Bestimmung der Verzerrungen wurden die Lingenfinderungen im homogenen

Messbereich der Probe gemessen. Die sich daraus ergebenden Verzerrungen sind also iiber

die Messlinge gemittelte und keine lokalen Werte. Es wird deutlich, dass bereits bei ei-

ner Verzerrung h,, = 0,2 die Probeneinschniirung einsetzt, diese fiilhrt bereits bei ca.

24 % axialer Dehnung zum Versagen der Probe. Deswegen werden zur Anpassung ledig-

lich Messwerte aus dem Intervall h,, € [0;0,2] verwendet.

Es wird die Summe der Fehlerquadrate des Ansatzes und des Messwertes fiir alle Mess-

punkte mit Hilfe eines Evolutionsverfahrens minimiert. Die Optimierung wird dabei mit
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dem Programm ,,evoC” von TRINT & UTECHT [TU94] durchgefiihrt. Es ergeben sich die
in Tabelle 9.1 angegebenen Materialparameter fiir die verschiedenen Ansitze.

bilinearer Ansatz nichtlinearer Ansatz
op 209996 N/mm” | =, 261,03 N/mm*
, 362,24 N/mm”* || ¢ 269,35 N/mm°
Cu3 1207,4N/mm” || cyo —15,812

Cr3 304,8 N/mm*
Qualitit | 2,0952 x 10° Qualitit | 1,0183 x 10°

Tabelle 9.1: Ergebnisse der Anpassung der Materialparameter der Spannungs-Dehnungs-
Ansitze

Die Summe der Fehlerquadrate, die mit dem angewendeten Evolutionsverfahren erreicht
wird, auch Qualitit der Optimierung genannt, ist fiir den nichtlinearen Ansatz niedriger
als fiir den bilinearen, was auch in den Verldufen in Abbildung 9.1 gut wiedergegeben
wird. Durch den Einsatz anderer Optimierungsverfahren kann eine weitere Verbesserung
der Qualitdt erzielt werden. Zur Strategie der numerischen Anpassung von Materialpa-
rametern inelastischer Stoffgesetze an gegebene Messverliufe gibt ANDING in [And97]
weitere Einzelheiten an.

Experiment
200 F bilinearer Ansatz ----- -
nichtlinearer Ansatz ~-----
100 - _
0 1 \ 1 |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

“hy,

Abb. 9.1: Anpassung der Spannungs-Dehnungskurve
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Fiir den nichtlinearen Ansatz kann bis zu einer Dehnung von ca. 10 % eine sehr gute Uber-
einstimmung mit dem Messverlauf beobachtet werden. Oberhalb dieses Wertes nehmen
die Abweichungen stark zu, obwohl der Einfluss der Brucheinschniirung erst bei ca. 20 %
Dehnung einsetzt. Dieser Effekt der schlechteren Anpassung fiir gréfere Dehnungen lasst
sich unter anderem mit dem relativ grofien Dehnungsbereich, in dem Liidersbinder auf-
treten, erklaren. Eine zusatzliche Wichtung der Messbereiche bei der Anpassung kénnte
daher trotz einer Verschlechterung der Summe der Fehlerquadrate verbesserte Ergebnisse
liefern. Im Folgenden werden die in Tabelle 9.1 verwendeten Materialparameter mit dem
Ansatz nach (9.8) verwendet.

9.1.3 Bestimmung der Schidigungsparameter

Die Schadigungsparameter werden an die experimentellen Ergebnisse von FELDMULLER
[Fel91] angepasst. Zur Ermittlung des Porenvolumenanteils wurden Bilder von Quer-
schnittsschliffen der bei den Versuchen eingesetzten Proben erstellt. Die Negative dieser
Schliffbilder wurden mit Hilfe eines digitalen Bildauswertungssystems ausgewertet und
so der Porenflichenanteil im Querschnitt bestimmt. Unter der Annahme kugelférmiger
Poren wurde dieser mit dem Porenvolumenanteil gleichgesetzt.

Die lokalen axialen Dehnungen des Querschnitts wurden jeweils aufgrund der Radiusinde-
rung unter der Annahme von Volumenkonstanz bestimmt. Die Annahme der Volumen-
konstanz fiithrt zu einer Vernachldssigung der dilatanten Anteile sowohl der elastischen
als auch der schadigungsinduzierten Verzerrungen. Die so ermittelten Wertepaare von
Versuchsproben aus Versuchen, die bei einer Temperatur von © = 25°C und mit einer
Dehnungsrate von hu = 10"*sec™! durchgefiihrt wurden, sind in Abbildung 9.2 als Zen-
tralsymbole dargestellt.

Zur Anpassung der Schadigungsparameter des Stoffgesetzes wurden finite-Elemente-Simu-
lationen einer homogenen Probe im einaxialen Zugversuch mit axialen Dehnungen bis zu
h,, = 100% durchgefiihrt. Die so erhaltenen Verldufe des Porenvolumenanteils wurden
zur Minimierung der Fehlerquadratsumme mit den experimentell bestimmten Werten des
Porenvolumenanteils in den Messpunkten fiir die Anpassung der Schidigungsparameter
verwendet.

Bei einer vorhergehenden Parameterstudie zeigte sich, dass eine Anpassung aller Schidi-
gungsparameter an die Messverldufe nicht zu eindeutigen Parameterkombinationen fiihrt.
Insbesondere die Bestimmung von w, und m,, ist mit dieser Methode nicht sinnvoll, da
diese Gréflen in der Entwicklungsgleichung des Porenvolumenanteils nicht explizit auftau-
chen. Zur Bestimmung dieser Parameter wére eine Anpassung an Fliespannungsverliufe
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iiber dem Porenvolumenanteil am besten geeignet. Diese lagen nicht vor. Auch die loka-
len Spannungs-Dehnungskurven sind zur Anpassung dieser Parameter unbrauchbar, da
die experimentell ermittelten lokalen Dehnungen mit steigenden Werten aufgrund der
angefiihrten Annahmen zu ihrer Ermittlung zunehmend von den real vorliegenden Deh-
nungen in der Probe abweichen. Aus diesem Grund wurde der kritische Porenvolumenan-
teil ausgehend von den Betrachtungen von RABIER [Rab89] wihrend der Anpassung mit
dem konstanten Wert w, = 0,5 belegt. Der Parameter m,, wurde aufgrund mangelnder
Erkentnisse zu seiner Bestimmung zu Null gesetzt. Diese Wahl fiihrt zu einer linearen
Abhéngigkeit der Fliefispannung vom Porenvolumenanteil.

Die Anpassung der restlichen Schidigungsparameter wurde mit den in Tabelle 9.1 fiir
die allgemeine nichtlineare Verfestigungsfunktion angegebenen plastischen Materialpara-
metern durchgefiihrt. Die so erhaltenen Werte der Schidigungsparameter fiir den Ck-15-
Stahl sind in Tabelle 9.2 angegeben.

| we |mu| cot| coz|cua| Cud|
10,51 0,0]0,035][50,0]22450,0 |

Tabelle 9.2: Ergebnisse der Anpassung der Schidigungsparameter

In Abbildung 9.2 ist der Verlauf des Porenvolumenanteils liber der axialen Dehnung, der
sich aus den finite-Elemente Simulationen mit den angepassten Schadigungsparametern
ergibt, dargestellt. Es zeigt sich eine qualitativ gute Ubereinstimmung mit den stark streu-
enden experimentell ermittelten Werten. Weiterhin wird deutlich, dass ausgehend von der
Bildungsphase bei geringer Dehnung das Wachstum bereits vorhandener Poren an Bedeu-
tung gewinnt. Ab einem -Porenvolumenanteil von ca. 3% dominiert das Wachstum bereits
die Entwicklung des Porenvolumenanteils deutlich. Aufgrund der hohen Steigung ist mit
einem Versagen des Materials bereits kurz auflerhalb des dargestellten Dehnungsbereichs
zu rechnen.
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Abb. 9.2: Anpassung des Porenvolumenanteils

In Abbildung 9.3 ist die aus der Simulation erhaltene Zugspannung iiber der axialen Deh-
nung aufgetragen. Ein Vergleich mit den von FELDMULLER [Fel91] ermittelten lokalen
Spannungs-Dehnungs-Verldufen erscheint nicht sinnvoll, da die experimentell ermittelten
Wertepaare neben den Messfehlern zu viele Ndherungsannahmen enthalten, so dass die
Ergebnisse gerade im Bereich hoher Dehnungen zu ungenau werden. Als Vergleich sind
daher die globalen Messwerte des Versuches bis vor Beginn der Probeeinschniirung ange-
geben.
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Abb. 9.3: Spannungs-Dehnungskurve mit Schiadigungseinfluss
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Wie die Anpassung der Parameter des Stoffgesetzes in der vereinfachten Form zeigt,
konnen Materialparameter gefunden werden, die eine qualitativ und quantitativ gute
Beschreibung sowohl des Spannungs-Dehnungs-Verhaltens als auch der Schiadigungsent-
wicklung in dem gesamten betrachteten Bereich der axialen Dehnungen ermoglichen. Auf
Basis der vorliegenden experimentellen Daten ist jedoch die eindeutige Bestimmung aller
Materialparameter nicht moglich. Insbesondere zur Anpasung der Materialparameter des
anisotropen Stoffgesetzes wiren weitere experimentelle Daten von Versuchen mit mehr-
axialen Belastungszustinden erforderlich. Es besteht noch grofier Forschungsbedarf zur
Identifikation des Schidigungszustandes und seiner Entwicklung sowie der dazugehori-
gen Spannungs- und Verzerrungsfelder, um mit dem entwickelten Modell das Verhalten
geschidigter Materialien besser zu beschreiben.

9.2 Gekerbte Rohrprobe
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Abb. 9.4: Gekerbte Rohrprobe in Anlehnung an DIN 50119

Als inhomogenes Berechnungsbeispiel wird die in Abbildung 9.4 dargestellte gekerbte
Rohrprobe unter einaxialer Zugbelastung und unter kombinierter Zug-/Torsionsbelastung
simuliert. Die Kerbe ist in Anlehnung an den Vorschlag fiir gekerbte Proben in der Be-
rechnungsnorm fiir Standversuche DIN 50119 gewéhlt. Die in der Abbildung angegebenen
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Langenmafle haben die Einheit mm.

Die Diskretisierung der Probengeometrie unter Beriicksichtigung aller Symmetrien ausge-
hend von homogenen Werkstoffeigenschaften mit den in Kapitel 9.1 ermittelten Nlaterial-
parametern ist in Abbildung 9.5 dargestellt. Zur finite-Elemente-Simulation der einaxialen
Zugversuche mit dem in Kapitel 8 beschriehenen Element werden Verschiebungsrandbe-
dingungen in axialer Richtung an den in Abbildung 9.5 gekennzeichneten Knoten vor-
gegeben. Die Lastaufbringung wird wihrend der Berechnung in diskrete Zeitintervalle
unterteilt und erfolgt inkrementell.

Abb. 9.5: Finite Elemente Diskretisierung mit Randbedingungen

Die Ergebnisse der Simulation sind in den Abbildungen 9.6- 9.8 zu verschiedenen Zeiten
der Lastaufbringung dargestellt. Die angegebenen Verschiebungen entsprechen globalen
axialen Dehnungen von h,, = 0,55% bis h,, = 1,64 %. Auf der linken Seite der Abbil-
dungen sind die Verldufe der Zugspannung in der Probe aufgetragen. Erwartungsgemif
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tritt bei allen gezeigten Zustinden die maximale Spannung im Kerbgrund auf. Hier tritt
ein Plastifizieren des Materials bereits deutlich frither auf, als im homogenen Bereich der
Probe. Bei einer Verschiebung von u?" = 0, Imm - die Probe hat bei dieser Verzerrung
bereits im homogenen Bereich die Flieflgrenze iiberschritten - ist die Spannung im Kerb-
grund ca. doppelt so hoch wie die Spannung im homogenen Bereich. Weiter auflen auf dem
Rand der Kerbe liegt ein Druckspannungszustand vor. Dieses Ergebnis stimmt mit den
Beobachtungen anderer Untersuchungen iiberein. Der Einflussbereich der Kerbe, in dem
Storungen der homogenen Spannungsverteilung auftreten, ist klein. Es stellt sich bereits
bei einem Abstand von ca. 5,0 mm zur Kerbe in axialer Richtung ein nahezu homogener
Spannungszustand im gesamten Querschnitt ein. In den linken Abbildungen sind aufier-
dem die Deformationsfiguren der Probe eingetragen, dabei wurden die Verschiebungen
zur besseren Darstellung um den Faktor 2 iiberhoht dargestellt. Es ist eine Aufweitung
der Kerbe zu erkennen, die axialen Dehnungen sind in diesem Bereich gréfler als in der
restlichen Probe. Auch eine zunehmende Probeneinschniirung ist bei zunehmender axialer
Dehnung sichtbar. Die jeweils rechtsstehenden Abbildungen stellen den Verlauf des Po-
renvolumenanteils im Nahbereich der Kerbe dar. Hier findet eine noch deutlich stirkere
Lokalisierung, als bei den Spannungen statt. Bei einem Abstand von ca. 1,0mm vom
Kerbgrund ist der Wert des Porenvolumenanteils bereits auf den Wert abgesunken, der
in der restlichen Probe vorliegt. Beim Erreichen der Fliefigrenze des Materials im homo-
genen Probenbereich betrigt der Porenvolumenanteil in unmittelbarer Nihe der Kerbe
schon ca. 3,5% und steigt bei einer axialen Dehnung von 1,65% auf 14,3% an. Bei einer
globalen axialen Dehnung von ca. 2% kann vom lokalen Versagen der Probe an der Kerbe
ausgegangen werden, da der kritische Porenvolumenanteil erreicht wird.

In Abbildung 9.9 ist links die Verteilung der Aquivalenten plastischen Spannung einer
Probe unter kombinierter Zug- und Torsionsbeanspruchung dargestellt. Die Spannungs-
verteilung in der Probe resultiert aus einer globalen Schubverzerrung von h,, = 1,2%
und einer axialen Dehnung von h,, = 0,5 %. Die Flieigrenze wurde wihrend der Simula-
tion bereits bei einer Schubverzerrung von ca. h,, = 0,08 % erreicht. Es zeigt sich, dass
sich im kombinierten Versuch bei vergleichbaren dquivalenten plastischen Spannungen ein
deutlich geringerer Porenvolumenanteil entwickelt als im Zugversuch. Die Verteilung des
Porenvolumenanteils ist auf der rechten Seite der Abbildung 9.9 dargestellt. Es tritt ein
dhnlicher Lokalisierungseffekt auf, wie im Zugversuch.
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Abb. 9.6: Verteilung von Zugspannung und Porenvolumenanteil bei u = 1,0mm
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Abb. 9.7: Verteilung von Zugspannung und Porenvolumenanteil bei u =2,0mm
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Abb. 9.8: Verteilung von Zugspannung und Porenvolumenanteil bei uf"? = 3,0 mm

Abb. 9.9: Verteilung bei kombinierter Zug- und Torsionsbelastung
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10. Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein mikromechanisch motiviertes phinomenologisches
Modell zur Beschreibung des elastisch-plastischen Verhaltens anisotrop geschiadigter Me-
talle bei endlichen Deformationen vorgestellt.

Als Maf$ zur Beschreibung duktiler Schadigung durch orientierte Mikroporen werden die
Koeffizienten einer tensoriellen FOURIER-Reihe, die die richtungsabhéngige Volumendich-
te der Defekte beschreibt, verwendet. Die Annahme einer periodischen Verteilung ellipsoi-
der Poren in einem reprisentativen Volumenelement und eine geometrische Interpretation
der Volumendichten fiihrt zu einem messbaren Zusammenhang zwischen den FOURIER-
Koeffizienten und der Defektkonfiguration.

Durch energetische Betrachtungen an einer Materialvolumenzelle, die einen ellipsoiden
Hohlraum enthilt, kann die Abhéngigkeit der elastischen Konstanten vom Volumenan-
teil und den Halbmesserverhiltnissen des Hohlraumes mikromechanisch ermittelt wer-
den. Zur phanomenologischen Beschreibung der effektiven elastischen Nachgiebigkeit des
geschidigten Materials wird eine isotrope Tensorfunktion mit den FOURIER-Koeffizienten
als Argumenten angesetzt. Die Skalierung der Koeffizienten der Tensorfunktion erfolgt
basierend auf den Ergebnissen der mikromechanischen Betrachtung. Es zeigt sich eine
sehr gute Ubereinstimmung beider Ergebnisse im gesamten Halbmesserbereich.
Aufbauend auf den Untersuchungen der elastischen Eigenschaften wird ein makroskopi-
sches Materialmodell fiir das elastisch-plastische Verhalten anisotrop geschidigter Me-
talle in einem kinematischen Rahmen zur Beschreibung endlicher Deformationen formu-
liert. Das Modell beriicksichtigt schidigungsinduzierte Deformationen und den Einfluss
der anisotropen Schiadigung auf das elastische Materialverhalten und die Flieigrenze. Die
thermodynamische Konsistenz des Modells wird gepriift und die exakte Integrierbarkeit
der in Ratenform vorliegenden konstitutiven Beziehungen gezeigt.

Eine axial-symmetrische Finite-Element-Formulierung wird entwickelt, in der eine ver-
einfachte Version des vorgestellten Modells implementiert wird. Die Materialparameter
werden an die Ergebnisse eines Zugversuches einer Probe aus Ck-15 Stahl angepasst. Die
Simulation einer gekerbten Rohrprobe unter Zugbelastung zeigt die Eignung des vorge-
stellten Modells in der aktuellen Implementierung zur Beschreibung der Schidigungsent-
wicklung und der Schidigungseffekte auf das mechanische Materialverhalten.

Auf der Basis des vorgestellten Modells und seiner Implementation lassen sich weitere
Schritte formulieren, die zu einem besseren Verstindnis der mikromechanischen Ursachen
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des makroskopischen Verhaltens fiihren und eine Verbesserung der Beschreibung des Ma-
terialverhaltens ermdéglichen.

Eine wichtige Aufgabe stellt die Durchfithrung geeigneter mehraxialer Experimente dar,
die nach Moglichkeit eine ,,direkte Messung” der Schidigung zur Anpassung aller Pa-
rameter des Modells beinhaltet. Dazu ist neben der Entwicklung eines geeigneten Ver-
suchsprogramms, welches die unabhéngige Bestimmung der Parameter gewihrleistet, die
Weiterentwicklung vorhandener und die Erforschung neuer Messmethoden zur Identifizie-
rung des Schidigungszustandes erforderlich.

Da die Implementierung des Stoffgesetzes in einer vereinfachten Form vorliegt, ist eine
Erweiterung um die kinematische Verfestigung und die anisotropen Schidigungsanteile
naheliegend. Dieses Vorhaben beinhaltet die Ermittlung der materiellen Steifigkeit und
die numerische Aufbereitung der Integration der Ratengleichungen des Stoffgesetzes in der
allgemeinen Form. Eine Verbesserung der numerischen Effizienz kann durch die Verwen-
dung der konsistenten Tangentensteifigkeit und verbesserter Integrationsverfahren erzielt
werden.

Zusitzliche mikromechanische Betrachtungen des Einflusses der Schidigung auf die Flief3-
grenze und zur Schadigungsentwicklung liefern Erkenntnisse zur Verbesserung des vor-
handenen Modells und fiihren zu einer weiteren Reduzierung der im Modell enthalte-
nen Materialparameter. Auflerdem kénnen Erkenntnisse zur Formulierung eines Versa-
genskriteriums, welches das Verlassen des Giiltigkeitsbereiches des Materialmodells unter
Beriicksichtigung des Belastungszustands und des anisotropen Schidigungszustands an-
gibt, gewonnen werden. In der vorliegenden Form dient der kritische Porenvolumenanteil
als Versagenskriterium.

Der Ausblick zeigt, dafl die vorliegende Arbeit zu einer Verbesserung der phanomenologi-
schen Beschreibung des Verhaltens geschadigter Werkstoffe beitrigt. In vielen Teilberei-
chen besteht allerdings weiterhin ein Bedarf an zusétzlichen Einsichten und Erkenntnissen.
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A. Einige Rechenregeln der Tensorrech-
nung

A.1 Anwendung des Differentialoperators auf Tenso-
ren

Die Anwendung des Nabla-Operators auf tensorielle Groflen fiihrt auf die verschiedenen
Operatoren

grad () = (Vz® ()T , Grad() = (Vx®()"

div() = (Vz())" , Div() = (Vx ()" (A1)
rot () = (Vax ()T , Rot() = (Vxx)' .
Divergenztheorem:
/ Div AdV, = / AT NdA, (A.2)
Bo 3Bg

A.2 Transformation in eine mitrotierende Konfigu-
ration

Zur Transformation tensorieller Gréfen in eine gegeniiber dem Bezugssystem um Q%
rotierte Konfiguration wird der x-Operator eingefiihrt. Die Transformationsbeziehungen
ergebén sich ausgehend von dén Komponenten beziiglich einer kartesichen Basis fiir

Vektoren: a* = Q*xa —df = Qﬁaj
Tensoren 2. Stufe: A* = Q¥xA — Aﬁ = QﬁQﬂAu (A.3)
Tensoren 4. Stufe: A#*¥ = Q¥ xA — Aﬁ-k, = Q¥ QimQ¥ QuAmnop -

Auflerdem gilt fiir das doppelte Skalarprodukt zweier symmetrischer Tensoren A und B
in der rotierten Konfiguration

(Q*AQ*T): (Q*BQ*")=Q*+A: Q*xB=AB (A.4)
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B. Kinematische Grofien

B.1 Eigenwertberechnung

Zur Eigenwertberechnung der symmetrischen Strecktensoren bzw. der CAUCHY- GREEN-
Tensoren kann ausgehend vom charakteristischen Polynom

Px)=x-hx*+DLx—I=0 (B.1)

nach der folgenden Berechnungsvorschrift vorgegangen werden

4

1
Xi = 3 (I + 21?2 — 3IIcos %((p - 271'1'))
) 213 — oI . IT+ 27111 (B.2)
( = arccos 3
212 — 3I1)}
[ i=1,2 3

Die hierbei benétigten Invarianten lauten

I = tr(B)
{ II = 1 ((tr(B))? — tr(B)? (B.3)
IIT = detB = }(tr(B))? — 1(tr(B))(tr(B)?) + 1tr(B)3 .

B.2 Logarithmischer Spin

Durch Einsetzen der Sylvesterformel in (4.97) erhilt man einen basisfreien Ausdruck fiir
den logarithmischen Spin-Tensor

Xo
(+(32),
Q9 = W + N9 = W + Z Xt/ 4 B,DB, (B4)

(o#)=1 1—(&) 1n(&’-)
Xr Xr

0, xa=x2=x3
N9 = v[BD], x1 # X2 = X3 (B.5)
v1[BD]+ n[B*D] +v3|B’DB], 1 # x2 # X3 # X1

mit:
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und

N (%) 2 (B.6)

Vp = —
o 1—¢ In¢; B
A = (31 — x2)(xz — x8)(xs — x1) (B7)
X2 X3 X1
€Q="",6="",= "
X3 X1 X2
[B"DB®l= B'DB* - B°DB’ (B.8)

B.3 Transformation zwischen Lie-Ableitung und lo-
garithmischer Rate von 7
Die Transformationbeziehung zwischen der LiE-Ableitung und der logarithmischen Ra-

te des KIRCHHOFF-Spannungstensors wird in der Ableitung des Prinzips der virtuellen
Arbeit benétigt. Ausgehend von (4.110)

Lyr]=71"+G[r]: D (B.9)
ergibt sich die Vorschrift zur Berechnung des vierstufigen Transformationstensors
Gijri = Birra7rj — BrjriTri — SinTj1 — 01Tk (B.10)
mit
0 y X1 = X2 = X3
v(Bixdjl — 6 Bj) ( 1+¢ 2 )
Bijr = X1 — X2 \l-e  In(es) X1 7 X2 = X3 (B.11)
vs(B% Bji — B BY) 4 vo( Bi6j — 6 B )+
v1(Bixbj1 — 8ixBj1) y X1 7 X2 F Xa

B.4 Basisfreie Darstellung der arbeitskonjugierten Span-
nung zur logarithmischen Verzerrung

Die basisfreie Form der zur logarithmischen Verzerrung arbeitskonfugierten Spannung
ergibt sich ausgehend von (4.126)

=Y f(xo,Xs)BsTB, (B.12)

o,7=1
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mit
— —14,—1 XO' - X’T
f(x)y) Xo' XT 111 Xa' _ 111 X’T * (B]'3)
durch Einsetzen der SYLVESTER-Formel
m—1 ) )
™= E ,D‘,'J'BI‘T.B'7 (B14)
1,5=0

Zur Berechnung der Skalierungsfunktion p;; erfolgt eine Fallunterscheidung nach der An-
zahl der Eigenwerte des linken CAUCHY-GREEN-Tensors

1.Fall: X1 = X2 = X3
poo =1

2.Fall: x1 # x2 = X3
m=2 Poo = 2X1X2V
Po1 = P10 = X2 + Xa
SO, xe)

P11 =2v , mit v =
(Xl - Xz)2

3.Fall: x1 # x2 # X3

o= 13 {Qf(XlaXQ Xa = X2) - (X1 — Xxa)Xx1x2Xa+

)+ (
2f (1, x3) - (3 = x2) - (2 — xa)xaxzxs+
2f (x2, x3) - (x1 — x3) - (x2 — x1)x3x2x3+

(xa — XQ)Zx%xﬁ + (x1 ~ Xa)2x%x§ + (2 — x1)23x3}

-1
P01 = P10 = A2 { T, x2) - (s — x2) - (x1 — x3)[xaxz + x3) + x1xa(xa + xo) |+

f(X2a X3) * —x3) - (2 — x1)Daxa(xz +xa) + x2xa(xa + xa)]+
(X3 — x2)*(x3 + x2)xax2 + (X1 — Xa)
(x2 + XI)XQXI}

( ) (1

FOa xa) - (xa = x2) - (x2 — x1)Ixaxa(xa + x1) + x2xa(xa + x2)]+
(1 — xa) - (
( 2

O+ xa)xixs + (x2 — x1)?

1
Po2 = Pao = E { f(Xl,Xz) : (Xa - X2)- (Xl - Xa) : (X3X2 + X1X3)+

)
FOx, xa) - (xs — x2) - (x2 — xa) - (Xax2 + xax1)+
Flxz2 x3) O —x3) - (x2 — x1) - (xaxs + xex1)+
(x3 = x2)%xax2 + 0 — x3)*xaxa + O — x1)*x2xa }
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= Zlg { 2f (1, x2) - (xs — x2) - O — x3) (s + x2) (1 + x3)+

) -
2f(x1,x3) - (xa — x2) - (x2 — xa) (xs + x2) (x2 + xa)+
2f(x2, x3) - X3) (x2 = x1)0a + xa)(x2 + x1)+

(xa — x2)206 +x2)% + 0a — x3)*0a + x3)* + (2 — x2)%(x2 + xa)?}

pa = P12 = ;—1 { FOa,x2) - (s — x2) - (x1 — x3) - (xa + x2 + 2x3)+
FOasxa) - (xs —x2) - (xa—x1) - O + 2x2 + x3)+
f(Xz, x3) - (x1 X3) (X2 —x1) - 2xa + x2 + x3)+
(xs )2(x,~. +x2) + (a — x3)20a + xs) + (x2 — x1)* 0 + x1)}
P22 = é { fxi, x2) - (xa — X2) - (x1 — x3)+
FOasxs) - (xs—x2) - (x2 — xa)+
fxa xa) - (s —xa) - (s — x1)+
(xs — x2)* + ( —x3)? + [Xz - x1)*} -
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C. Kinematische Groflen des bilinearen
Elementansatzes

C.1 Ableitungen der Verschiebungskomponenten

Bei der Berechnung der Verschiebungsableitungen zur Bestimmung der Komponenten
des Deformationsgradienten nach (8.57) ist zu beachten, dass es sich hier nicht um die
Ableitung der kontravarianten Komponenten des Verschiebungsvektors, sondern der Ko-
ordinateninkremente handelt. Anwenden der Kettenregel ergibt die Komponenten

R _ R R R z R _ . R R R z

U,R - unR.nR_i—uT]Z.nR’ u,zﬂu'nn"f},z‘{‘u’nz'niz (C.l)
z _ 2 Z _ .2 R z z

u'p = aR 773+u nR, UWz=Uu r "Nz +uz 07

& _ <1> d _ @ R @ z

ulp = ule nfm+ulz 0ty wip=ula oG +uls 0%

mit den Ableitungen der Verschiebungen nach den natiirlichen Elementkoordinaten
4 4
R R R R
u aR = Z hj,nR ’U,j y U nZ = Z hj’nz ’U,j (02)

4 4
u?nn = Z hj,n” ’U,]Z y Uz’nz = Z hj,nz ’U,_,’Z
R (S hign By ) = (S hiFud ) (i, g By )

m R2
B R (E;:l h'j,nz Rj“?) - (Ej’:l thju;?) (Ej‘:l hj,nz Rj)
Uz = j78 .

Die partiellen Ableitungen der natiirlichen Koordinaten nach den Referenzkoordinaten
erhélt man durch Inversion der Jakobimatrix zu

1 |
e = 7thzz,, = - JZthzR (C.3)

i=1 7=1

4
1
n?R = ——th-,nan, nz— JZthRR
].—
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mit der Jacobideterminante

4 4 4 4
J=RnZ,2~R 2 Zn = (Z h;or R,-) (Z hjin7 zj) —~ (E hjnr zj) (Z h;n2 Rj) .
i=1 J=1 J=1 j=1

(C.4)

C.2 Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten

Zur numerischen Bestimmung von der Komponenten des Geschwindigkeitsgradienten nach
(8.61) kénnen analog zur Vorgehensweise bei der Berechnung der Verschiebungsableitun-
gen die Ableitungen der Geschwindigkeiten nach den natiirlichen aktuellen Koordinaten
gebildet werden

T _ T R T Z T o= R r Z
U,r — U,nﬂ'n,r_{_v,nz'n,r’ v,z_ R'77 +v Z‘n,z (C5)

R V4 Z

AR vzn'ﬂr‘*'UZZ'ﬂr, v, = v 77 +v%z -0,

+ 171 ’ 7’ 7 7’ ’fl ’

- 14 Y — . ml

v)r - U:ﬂR 77 +U 777‘) U,z - IT’R '77,z+v’.,,z n,z

Die Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten nach den natiirlichen Koordinaten
ergeben sich analog zu (C.3)

1
1
77{3 = 32 in% %5 s nz:——ZthrJ (C.6)
Jj=1
1A
z
']7,,‘ = ;Z JnRZj’ ,Z ZthRTJ

mit der Jacobideterminante in der aktuellen Konfiguration

1 4 4 1
J= TR 2nz =T g2 Zgk = (Z hjmr Tj) (Z hjmz ZJ’) - (Z hjnr Zj) (Z hjn Tj) .
1=1 1=1 7=1 j=1

(C.7)
Die Ableitung der Geschwindigkeit nach den natiirlichen Koordinaten erhilt man durch
Anwendung der Kettenregel auf (8.60) zu

v", = Rsin ﬁ u®r + iuH v, = Rsin i u®, + LuR
o= At T A ot m? At T A om?
v$, = cos —d? uq’ v, = cos ﬁ u® (C.8)
177R At ,‘flz At »"IZ
1 1
z — .2z z _ .2
’UsnR - At u»"ln ? ’ v;ﬂz - At u,ﬂz
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